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前 言 


相对 论 和 量子 理论 是 现代 物理 学 的 两 大 支柱 ,对 于 我 们 这 个 世界 的 构造 及 其 
运动 规律 ,两 种 理论 分 别 建 立 起 自 洽 的 理论 体系 。 但 两 种 理论 之 间 有 抵触 ,相互 间 
很 难 协调 ,所 以 相对 论 和 量子 理论 的 一 元 化 一 直 是 人 们 关注 的 热点 。Dirac 曾 说 
过 ,我们 有 了 相对 论 和 量子 论 , 两 个 建立 非常 完善 的 理论 ,每 一 个 在 它 自己 的 领域 
内 都 是 非常 可 靠 的 ,可 是 它们 彼此 之 间 却 难以 相互 协调 。 如 果 两 个 理论 都 是 正确 
的 ,那么 会 想到 ,它们 马上 就 应 该 协调 成 一 个 单一 的 体系 。 但 是 相对 论 和 量子 力学 
的 情况 并 非 如 此 ,它们 之 间 有 一 定 的 抵触 ,这 个 抵触 是 最 近 四 十 年 来 物理 学 的 主要 
问题 "Einstein 也 指出 :“ 相 对 论 和 现行 量子 力学 的 理论 是 不 相 容 的 ,未 来 的 理论 
必须 把 两 者 统一 起 来 "显然 ,要 解决 一 元 化 ,首先 应 解决 融洽 问题 。 但 两 论 抵 触 的 
原因 在 哪里 呢 ? 从 何 处 人 手 解决 这 个 抵触 问题 是 应 该 首先 考虑 和 探讨 的 课题 。 近 
一 个 世纪 以 来 人 们 围绕 这 些 问 题 作 了 许多 探索 ,Einstein 为 此 花费 了 后 半生 来 研 
究 统一 场 论 ,Stephen Hawking 想 通过 广义 相对 论 奇 点 的 分 立 结构 来 解决 广义 相 
对 论 和 量子 力学 的 一 元 化 问题 ,但 至 今 尚 无 被 认可 的 结果 。 

本 书 作者 经 过 二 十 余年 的 研究 和 探索 ,利用 在 Clifford 几何 代数 中 引入 的 一 
类 双 曲 虚 单位 ,发 现 其 复数 性 质 与 Minkowski 几何 相对 应 ,这 引起 了 我 们 对 两 论 
的 基础 关联 的 关注 。 即 两 论 相 互 抵 触 和 不 融洽 可 能 是 数学 基础 的 缺陷 造成 的 , 传 
统 复数 性 质 与 Minkowski 空间 的 几何 性 质 相互 错位 可 能 是 造成 非 欧 理论 产生 缺 
陷 的 原因 。 如 果 利 用 这 种 新 的 虚 单位 建立 起 相关 的 四 维 复 时 空间 ,并 抽象 出 一 类 
与 Minkowski 空间 相 融合 的 代数 结构 和 泛 复 函 分 析 理 论 , 可 能 为 狭义 相对 论 和 量 
子 力学 提供 一 套 统一 的 数学 框架 ,为 两 论 的 一 元 化 打开 一 个 突破 口 。 

建立 一 套 适用 狭义 相对 论 和 量子 理论 的 非 欧 系统 理论 ,首先 考虑 两 个 切 人 点 : 
一 个 是 复数 本 体 空间 问题 , 另 一 个 是 奇 点 的 局 域 性 质 。 对 于 第 一 个 切 人 点 ,Dirac 
曾 有 精彩 论述 ;我 想 建议 人 们 把 单 复 变 函 数论 当做 基础 ,这 一 数学 分 支 特别 美 ,此 
外 ,与 它 相 联系 的 变换 群 , 亦 即 复 平面 的 变换 群 ,是 与 支配 狭义 相对 论 时 空 的 
Lorentz 群 相同 的 ,这 就 导致 人 们 猜测 在 单 复 变 函 数论 与 狭义 相对 论 的 时 空 之 间 
存在 着 某 种 深刻 的 联系 , 找 出 这 种 联系 是 未 来 的 一 项 困难 任务 ”显然 ,Dirac 早已 
注意 到 单 复 变 函数 与 相对 论 的 时 空 关联 ,但 目前 狭义 相对 论 中 的 Lorentz 群 和 时 
空 变换 关系 与 单 复 变 函数 的 性 质 还 缺少 本 质 上 的 联系 ,这 是 因为 狭义 相对 论 的 基 
础 是 建立 在 两 个 物理 基本 假设 之 上 , 即 相对 性 原理 和 光速 不 变 原 理 。 时 空 变换 性 
质 可 以 不 依赖 于 单 复 变 函 数 , 即 不 必 利 用 单 复 变 函数 的 复数 性 ,照样 能 导出 
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Lorentz 变换 并 解决 狭义 相对 论 的 物理 问题 。 然 而 在 量子 力学 中 ,几率 态 函 数 和 
粒子 运动 方程 应 该 与 单 复 变 函数 存在 逻辑 上 的 关联 ,如 果 缺 少 复数 性 , 态 函 数 的 相 
位 、 几 率 诠释 ,光量 子 的 干涉 等 物理 量 无 法 用 实数 表达 。 因 此 ,狭义 相对 论 和 量子 
力学 在 利用 单 复 变 函数 的 性 质 解决 物理 问题 上 存在 差异 ,所 以 讨论 单 复 变 函数 与 
所 对 应 复 空间 的 联系 ,用 以 表述 狭义 相对 论 和 量子 力学 数学 基础 是 解决 问题 的 关 
键 ,也 是 建立 新 的 空间 理论 首 个 切 人 点 。 

第 二 个 切入 点 来 源 于 Hawking 的 量子 引力 论 。 我 们 感 兴趣 的 是 , Hawking 
想 对 非 Euclidean 时 空 的 奇 点 进行 度量 和 时 空 量子 化 ,从 而 解决 相对 论 与 量子 力 
学 的 数学 关联 问题 。 不 同 的 是 , Hawking 考虑 的 是 弯曲 时 空中 的 奇 点 ,我 们 考虑 
的 是 平 直 Minkowski 空间 奇 点 问题 。 其 实 ,Minkowski 空间 的 类 光 区 是 一 类 具有 
物理 意义 的 奇异 区 。 由 于 数学 工具 所 限 , 传 统 的 数学 和 物理 理论 都 没有 对 非 
Euclidean 几 何 所 对 应 的 无 限 大 奇 点 区 域 进行 系统 的 研究 。 狭 义 相对 论 中 , 当 吕 一 


。 时 ,相对 沦 因子 上 二 (1 一 合 ) ” ,出现 二 的 奇 点 。 类 光 区 的 奇 点, 并 不 是 孤立 


奇 点 ,由 于 它 延伸 无 穷 远 ,不 能 用 Laurent 级 数 消除 ,目前 仅 知道 类 光 区 的 奇 点 是 
光量 子 和 电磁 场 的 对 应 区 域 , 却 不 能 讨论 它 的 局 部 性 质 。 量 子 力学 的 数学 基础 是 
建立 在 以 Euclidean 几何 为 原 空间 的 Hilbert 空间 ,由 于 Euclidean 空间 的 局 限 性 ， 
不 可 能 讨论 光量 子 对 应 区 域 问题 ,也 不 可 能 利用 Hilbert 空间 讨论 实物 粒子 与 场 
的 几何 关联 。 追 其 原因 ,还 是 单 复 变 函 数 的 复数 性 与 非 Euclidean 几何 的 时 空 性 
质 不 吻合 。 即 传统 的 单 复 变 函数 与 Minkowski 空间 不 存在 内 在 的 因果 关联 ,所 以 
也 就 不 可 能 通过 其 复数 性 来 刻画 Minkowski 空间 的 时 空 性 质 。 

两 个 切入 点 的 关键 是 要 找到 一 种 单 复 变 函数 与 非 欧 空间 相对 应 ,通过 复数 运 
算 规 则 所 描述 的 复数 性 质 与 Minkowski 空间 的 时 空 性 质 相 易 合 ,通过 建立 一 套 非 
Euclidean 空间 的 公理 体系 来 刻画 Minkowski 空间 邻近 关系 和 局 部 性 质 。 找 出 类 
时 区 与 类 光 区 的 逻辑 关联 ,从 几何 上 解释 有 静 质 量 粒子 和 光量 子 的 耦合 问题 ,这 涉 
及 建立 非 欧 几 何 的 代数 结构 和 分 析 结构 。 传 统 狭 义 相 对 论 的 数学 基础 是 四 维 
Minkowski 几何 ,缺少 的 是 分 析 结构 ;量子 力学 的 数学 基础 是 Hilbert 空间 ,缺少 
的 是 几何 结构 。 由 于 传统 Hilbert 空间 的 分 析 理论 是 以 Euclidean 几何 为 原 空 间 ， 
或 以 Euclidean 空间 的 公理 化 体系 抽象 出 的 一 类 泛 函 分 析 理 论 , 它 与 Minkowski 
几何 性 质 是 不 吻合 的 。 显 然 ,如 果 能 以 Minkowski 几何 为 原 空间 ,建立 起 一 套 非 
Euclidean 几何 的 公理 化 体系 ,并 抽象 出 相应 的 泛 函 分 析 以 及 代数 理论 ,使 狭义 相 
对 论 和 量子 力学 在 这 套 统一 的 非 Euclidean 数学 理论 中 描述 物理 问题 ,两 论 的 抵 
触 问题 就 可 能 得 以 解决 。 值 得 关注 的 是 ,如 何 将 经 典 量子 力学 中 低速 运动 的 微观 
客体 纳入 Minkowski 几何 ,并 能 解释 波 粒 二 象 性 、 不 确定 关系 以 及 态 函 数 几率 诠 
释 等 物理 问题 ,是 制约 狭义 相对 论 与 量子 力学 一 元 化 的 瓶颈 。 


前 言 *。 这 。 


本 书 引入 Clifford 代数 中 的 一 种 双 曲 虚 单 位 j(j? 二 1,j 关 1 ,j* = 一 j), 它 对 应 
的 双 曲 复数 与 Minkowski 空间 的 时 空 性 质 相 吻合 ,我 们 期 待 它 能 为 两 论 的 一 元 化 
带 来 一 线 曙 光 。 但 如 何 处 理 新 复数 与 传统 复数 的 关系 ,从 数学 上 ,应 该 界定 两 种 复 
数 所 对 应 的 本 体 空间 ,从 几何 和 代数 中 找 出 两 种 复数 的 同 构 关系 ,从 而 能 对 不 同 复 
数 的 应 用 范围 作出 判断 ;物理 上 ,利用 复数 的 共性 对 传统 物理 理论 给 出 统一 的 描 
述 ,利用 复数 的 个 性 对 现代 物理 中 出 现 的 疑难 问题 找 出 解决 办 法 ,当然 ,这 需要 对 
传统 理论 和 观念 进行 深层 次 的 改革 和 更 新 。 复 数 具有 本 体 空间 ,这 是 一 个 新 的 观 
念 。 一 般 认为 实数 到 复数 的 扩充 ,相应 的 实 空间 也 应 扩展 到 复 空间 。 传 统 理 论 将 
Minkowski 复 空间 称 为 恬 欧 空间 ,用 以 区 别 Euclidean 复 空间 。 但 高 速 运动 客体 
的 时 空位 置 和 运动 规律 能 用 Minkowski 复 空间 的 几何 点 来 描述 吗 ? 答案 并 不 是 
肯定 的 。 严 格 来 讲 ,在 Minkowski 复 空间 的 类 时 区 并 不 能 描述 客体 的 运动 规律 ， 
甚至 不 能 刻画 两 个 物理 事件 的 几何 关联 。 因 为 类 时 区 中 未 来 时 的 光 锥 内 ,时 空 点 
的 负 元 对 应 于 过 去 时 光 锥 内 的 时 空 点 ,所 以 在 未 来 时 光 锥 内 不 能 简单 地 定义 减法 。 
两 个 未 来 事件 时 空间 隔 的 几何 意义 ,需要 解释 为 一 个 未 来 事件 的 时 空 点 与 一 个 过 
去 事件 时 空 点 的 直 和 , 这 背离 了 两 个 未 来 事件 时 空间 隔 的 物理 含义 。Minkowski 
复 空间 的 几何 性 质 与 物理 性 质 相 脱节 的 原因 可 能 与 传统 复数 与 非 驳 几何 的 错位 有 
关 , 新 复数 的 引入 应 该 克服 数学 和 物理 的 脱节 和 错位 关系 ,这 就 涉及 不 同 虚 单位 对 
应 不 同 复 空间 ,涉及 复数 的 本 体 空 间 问 题 。 

不 同 物 理事 件 间 的 因果 联系 可 通过 建立 时 空 点 间 的 运算 规则 来 表述 。 物 理事 
件 的 运动 规律 和 变换 关系 需要 讨论 空间 中 两 点 的 度量 和 距离 ,这 涉及 几何 空间 的 
分 析 结 构 和 代数 结构 ,涉及 空间 度量 的 公理 性 质 。 传 统 狭义 相对 论 不 能 系统 地 讨 
论 Minkowski 空间 中 任意 两 点 的 度量 和 距离 ,本 质 上 是 没有 建立 起 这 种 非 Euclid- 
ean 空间 的 公理 化 体系 。 由 于 Minkowski 空间 的 时 空间 隔 不 变量 只 能 通过 复数 乘 
法 的 缩 并 形式 来 表示 ,这 种 局 限 性 制约 了 时 空 点 间 运 算 规 则 的 建立 ,也 制约 了 客体 
所 对 应 的 物理 事件 运动 规律 的 描述 。 尽 管 在 相对 论 量子 力学 中 通过 无 穷 小 
Lorentz 变换 讨论 了 Dirac 波动 方程 的 协 变性 问题 ,但 由 于 相对 论 的 能 量 动量 关系 
摆脱 不 了 复数 乘法 缩 并 的 影响 ,显现 出 无 法 消除 的 矛盾 ,使 粒子 和 场 的 几何 关联 问 
题 至 今 没 有 得 到 解决 。 事 实 上 ,无 论 是 狭义 相对 论 和 经 典 量子 力学 ,还 是 相对 论 量 
子 力学 和 场 论 都 没有 与 四 维 几何 空间 建立 起 深刻 的 联系 ,这 可 能 是 两 种 理论 之 间 
相互 抵触 以 及 量子 客体 不 能 进行 因果 描述 的 真正 原因 。 

Minkowski 空间 具有 的 方向 奇异 性 为 类 时 区 和 类 光 区 建立 了 一 种 几何 关联 。 
以 内 积 形 式 定义 度量 空间 ,抽象 出 一 类 以 Minkowski 空间 为 原 空间 的 Hilbert 相 
空间 ,可 能 为 量子 力学 提供 新 的 数学 框架 。 将 具有 静 质 量 微观 客体 的 时 空 区 域 与 
Minkowski 空间 类 时 区 相对 应 ,光量 子 或 场 的 时 空 区 域 与 类 光 区 相对 应 。 在 类 时 
区 与 类 光 区 的 联系 中 可 分 别 刻 画 光 量子 与 有 静 质 量 粒子 的 耦合 以 及 静 质 量 粒子 之 
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闻 的 几何 关联 。 对 具有 方向 奇异 性 的 Minkowski 空间 进行 时 空 量子 化 ,由 这 种 非 
质点 相 格 抽象 出 的 Hilbert 相 空间 作为 量子 力学 的 数学 基础 ,可 将 量子 力学 与 
Minkowski 空间 联系 起 来 。 但 这 种 联系 需要 与 Minkowski 空间 的 类 光 区 ( 奇 点 
区 ) 建 立 起 度量 和 邻近 关系 ,并 分 别 赋予 分 析 结 构 和 代数 结构 。 

为 了 试图 建立 狭义 相对 论 和 量子 力学 统一 的 数学 框架 , 消除 两 论 的 抵触 ,我 们 
对 双 曲 复 函 在 狭义 相对 论 和 量子 力学 中 的 应 用 预 设 了 一 些 条 件 , 同 时 这 也 是 本 书 
的 总 体 思路 :GD 建立 以 Minkowski 空间 为 原 空间 的 公理 体系 ,包括 几何 体系 代数 
体系 和 泛 函 分 析 体系 ,作为 相对 论 和 量子 理论 的 统一 数学 基础 ;@ 利用 非 Euclid- 
ean 时 空 度量 和 拓扑 结构 刻画 Minkowski 空间 零 因子 区 或 类 光 区 的 邻近 关系 ,分 
析 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 ;@ 建立 以 Minkowski 空间 为 原 空间 的 Hilbert 相 
空间 作为 量子 力学 的 数学 基础 ,对 量子 力学 的 基本 假设 和 物理 实验 通过 时 空 性 质 
给 出 几何 解释 ;@ 当 经 典 近似 时 ,一 方面 在 Minkowski 空间 中 使 用 Galilei 变换 描 
述 微观 低速 粒子 的 运动 规律 , 另 一 方面 对 有 静 质量 粒子 与 光量 子 的 耦合 给 出 几何 
解释 ;@ 利用 复数 的 共性 ,覆盖 传统 复数 在 两 论 中 的 应 用 ,使 之 不 与 实验 规律 相 违 
背 ,并 能 论述 狭义 相对 论 和 量子 力学 所 涉及 的 物理 内 容 ;@) 对 一 些 与 时 空 性 质 有 
关 的 疑难 问题 ,给 出 合理 的 解释 ,并 分 析 传统 理论 不 能 解释 的 原因 ;CD 对 狭义 相对 
论 和 量子 力学 中 的 连续 与 分 立 \ 时 间 箭 头 、 因 果 关 联 和 几率 诠释 等 问题 给 出 合理 的 
哲学 解释 ;@) 在 Minkowski 空间 建立 量子 力学 中 粒子 和 场 论 的 微分 方程 ,并 通过 
时 空 奇异 性 描述 微观 客体 与 场 的 耦合 关系 。 由 Dirac 波动 方程 导出 含有 质量 项 的 
Yang-Mills 方程 .Maxwell 方程 以 及 强 相互 作用 方程 。 

由 于 本 书 涉及 数学 和 物理 两 个 学 科 , 考 虑 部 分 物理 读者 对 数学 要 求 不 高 ,所 以 
将 数学 基础 部 分 放 到 后 半 部 分 ,物理 应 用 放 到 前 半 部 分 。 物 理应 用 中 需要 引入 后 
面 的 数学 内 容 时 均 以 章节 对 应 的 公式 号 表示 。 由 于 作者 水 平 有 限 , 只 能 起 到 抛 砖 
引 玉 作 用 ,希望 能 引起 更 多 业内 专家 和 学 者 关注 。 
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第 一 部 分 
狭义 相对 论 和 量子 理论 的 基础 关联 


第 一 章 多 复 变 函数 


虚 单 位 i(Y = 一 1,i 关 土 1,i” 一 一 D) 的 引入 ,解决 了 一 1 开 方 的 问题 ,同时 它 也 
是 实数 到 复数 的 扩充 。 虚 单位 i 现 已 广泛 应 用 于 数学 、 物 理 及 工程 等 各 个 领域 ,在 
现代 物理 特别 是 量子 力学 中 ,粒子 态 函数 的 相位 以 及 用 非 质点 相 格 表示 的 微观 粒 
子 间 的 干涉 、 衍 射 等 都 与 复数 的 性 质 密 不 可 分 。 但 是 ,英国 数学 家 William K. 
Clifford (1845 一 1879) 和 德国 数学 家 下 Study (1862 一 1930) 又 分 别 引进 了 两 种 虚 
单位 j(j? = 1,j 学士 1,j ”一 一 )) 和 k(k: = 0,k 关 0,k”= 一 k), 它们 同样 是 实数 
到 复数 的 扩充 。 值 得 关注 的 是 ,并 列 的 三 套 复数 具有 何 种 性 质 , 怎样 的 相互 关联 ， 
应 用 于 哪些 领域 ,是 否 可 替代 现 有 的 数学 框架 和 物理 基础 ,是 需要 讨论 和 解决 的 
问题 。 


1.1 双 曲 复数 与 二 维 坐 标 变换 


19 世纪 70 年 代 英 国 数学 家 Clifford 引入 一 种 新 的 虚 单位 j， 有 性 质 ， 
=1,， jt1，j* = 一 j 01.1. 1 
其 中 , j* 为 ;的 复 共 固 , j 可 命名 为 双 曲 虚 单位 。 取 H(z,jy) 为 二 维 双 曲 复 平面 ， 
线性 关系 式 
a= z+jy (1.1.2) 
式 (1. 1. 2) 命 名 为 双 曲 复数 ,其 中 实数 x 和 > 分 别 为 复数 a 的 实 部 和 虚 部 。 为 了 使 
双 曲 复 平面 与 物理 时 空 相 联系 , 取 工 一 dt,y 一 r。 若 c 表示 光速 , + 为 时 间 , ~ 为 一 
维 空间 坐标 , 则 五 (c ,jr) 构成 二 维 复 平面 。 与 传统 复数 不 同 的 是 , 双 曲 复数 的 实 
部 为 时 间 轴 , 虚 部 为 空间 轴 。 取 时 间 为 正定 的 , 虚 坐 标 空间 可 以 有 正 、 负 之 分 ,这 种 
形式 在 狭义 相对 论 和 量子 力学 中 有 重要 的 几何 意义 和 物理 意义 ,在 后 续 章 节 中 会 
陆续 讨论 。 式 (1. 1. 2 和 其 复 共 罗 可 写 为 
人 =a+ijr (1.1.3a) 
a" 一 过 一 j (1.1.3b) 
双 曲 复数 的 模 
R= |al。=VTa" .af 一 VTcE 一 二 (1.1.4) 


取 
er—r =+l1 (1.1.5) 
式 (1.1.5) 在 图 1.1 中 给 出 两 对 双 曲 线 。 由 于 复数 的 单位 模 为 双 曲线 ,所 以 将 式 
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(1. 1. 2) 称 为 双 曲 复数 ,所 对 应 复 平面 
称 为 双 曲 复 平面 。 当 R = 0, 曲线 为 式 
(1.1.5) 的 渐 近 线 , 构 成 的 Minkowski 
空间 类 光 区 或 零 因 子 区 将 双 曲 复 平面 
分 割 成 四 个 区 域 。 

当 |r|< < 时 ,为 亚 光 速 区 或 类 
时 区 ,单位 模 对 应 式 (1.1.5) 中 的 正 
号 ,是 以 实 轴 a 为 对 称 轴 的 一 对 双 曲 
线 。 与 传统 理论 不 同 的 是 ,类 时 区 的 

图 1.1 双 曲 Minkowski 空间 图 上 、 下 光 锥 由 左 、 右 光 锥 所 取代 ,如 时 

间 是 正定 的 ,整个 类 时 区 均 为 未 来 时 的 定义 区 域 。 当 |r| > a 时 ,为 超 光速 区 或 类 
空 区 ,单位 模 对 应 式 (1. 1.5) 中 的 负 号 ,是 以 虚 轴 jr 为 对 称 轴 的 一 对 双 曲 线 。 当 
Ir|= a 时, 零 模 点 R==0, 是 光速 区 或 类 光 区 ,在 数学 中 也 称 为 迷 向 区 。 显 然 二 维 
双 曲 复 平面 与 Minkowski 空间 相 吻 合 ,命名 为 双 曲 Minkowski 空间 ,简称 Minkows- 
ki 复 空间 , 它 与 双 曲 复数 的 性 质 具有 逻辑 上 的 关联 。 

在 双 曲 复 平面 的 类 时 区 , 设 双 曲 复数 a 相对 于 实 轴 ct 的 辐 角 为 


9 = arcth (1.1.6) 


其 中 ， 
7 一 Rshp 
位 Ep G.1.7) 
双 曲 复数 式 (1. 1. 2) 可 写成 双 曲 函数 和 双 曲 指数 形式 
a = R(chp+jshy) = Rer (1.1.8) 
其 中 ， 
名 二 六 ey = chp+jshp (1.1.9) 
n=0 1 
而 
chp 一 后 十 呈 二 1+ 攻 十 莉 十 … G1.1.108) 
shp = 生生 一 9 十 条 十 … (1.1. 10b) 
式 (1, 1.9) 和 (1. 1. 10) 称 为 双 曲 Euler 方程 。 当 R 二 1 时 有 关系 : 
chzg 一 shzg 一 ct—r=1 (1.1.11) 


是 与 式 (1. 1. 5) 中 的 正 号 相对 应 的 双 曲 线 方程 。 
规定 双 曲 复数 的 加 法 为 实 部 与 虚 部 分 别 相 加 , 构成 新 的 双 曲 复数 的 实 部 和 
虚 部 ， 
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Qi 二 +azs = (di 二 in)+ (dsjrs) = c(titt)+j(nt+r) (1.1.12) 
同 理 , 规 定 双 曲 复数 的 乘法 规则 是 按 多 项 式 的 交叉 积 运算 ， 
Qi * az = (ditin)* (dstjrs) = (ctits trirz) 十 jcGarz 十 如 天 ) 
了 
由 式 (1.1. 6), 令 r= 二 vi, 满足 v 二 c, 有 


thp 一 潮 一 了 了 (1.1.14) 


取 两 坐标 系 HCa ,jr ) 与 Hla ,jr) 相互 间作 映射 变换 。 令 及 (a ,jr) 中 的 单 
位 双 曲 复数 


an 一 chp 十 jshy (1.1.15) 
作为 式 (1. 1. 13) 的 特例 ,满足 映射 关系 式 
a =an*a 《lx 
将 a 和 a 分 别 代 人 式 (1.1. 3a) ,得 
国 后 (1.1.17) 
r= ctshp 十 rchp A 
由 式 (1.1. 11) 和 (1. 1. 14) 导 出 
二 
chp= (1 一 三 ) = (1.1.18) 
支 
其 中 a = (1 一 化) 称 为 相对 论 因子, 代入 式 (1. 1. 17), 给 出 Lorentz 变换 
7 = Tr+ vt) 
(1.1.19) 
一 二 (+ 总) 


r= Lr 一 ut) 
(1.1.20) 


在 超 光 速 区 或 类 空 区 设 双 曲 复数 a 相对 于 虚 轴 jr 的 辐 角 为 


$= arcth 对 (1.1.21) 
取 
r= RRchy 
.2 
| (190) 


双 曲 复数 式 (1. 1. 2) 可 写成 双 曲 函数 和 双 曲 指数 形式 
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4 一 Rshg 十 jchg) = j 尺 ez (1.1.23) 
将 式 (1.1.9) 和 (1. 1. 10) 中 的 gp 换 成 $, 双 曲 Euler 方程 同样 成 立 。 当 R= 二 1 时 ,有 
关系 
sh2$ 一 ch28 = cr 一 一 1 (1.1.24) 
是 与 式 (1. 1. 5) 中 的 负 号 相对 应 的 双 曲线 方程 。 
类 空 区 的 乘积 运算 同样 满足 式 (1. 1. 13) 和 (1. 1. 16) 。 由 式 (1.1.21), 令 


$= = £ (1.1.25) 
chg vv 
其 中 ,> c, 取 互 (a ,jr) 中 的 单位 双 曲 复数 
an = shg 十 jchg (1.1.26) 
有 时 空 变 换 关 系 
六 一 ctchg 十 rshg 
人 a (1.1.27) 
由 式 (1.1. 21) 和 (1. 1. 24) 导 出 
/tl 
shg = (所 -1) = (1.1.28) 


四 
其 中 ,# 二 (到 一 1) ,将 式 (1.1.28) 代 入 式 (1.1.27) 给 出 双 曲 复 平面 超 光速 区 的 
时 空 变换 关系 式 


r= 去 Cr 十 oz) 

1 (1.1.29) 
/ 

于 (:+ 器 ) 


1.2 椭圆 复数 与 二 维 坐标 变换 


传统 虚 单 位 i(i? = 一 1,i”= 一 i) 命名 为 椭圆 虚 单 位 ,以 示 与 双 曲 虚 单 位 相 区 
别 。 取 E(a,ir) 为 二 维 椭圆 复 平面 ,椭圆 复数 和 其 复 共 罗 可 写作 


人 GL.2.1) 
椭圆 复数 的 模 
L= |6|, = V6" .6 一 VC 下 十 到 (1.2.2) 
取 
er+r=1 (1.2.3) 


式 (1.2.3) 为 单位 圆 方程 ,对 应 复数 的 模 方 ,这 是 复数 (1. 2.1) 称 为 椭 贺 复数 的 
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人 5 相对 于 实 轴 cz 的 辐 角 为 
J = arctan (1.2.4) 
椭圆 复数 (1. 2. 1) 可 以 写成 三 角 函 数 和 指数 形式 
b=L(cosy+ising) = Ler (1.2.5) 
其 中 
el 一 六 0 一 cosy + ising (1.2.6) 
| 
co = = 1 一 折 + 攻 一 … (1.2.7a) 
siny 一 时 二 一 一 4 一 当 十 兴 一 … (1.2.7b) 


式 (1.2.6) 和 (1. 2.7) 称 为 椭圆 Euler 方程 。 规 定 椭圆 复数 的 加 法 和 乘法 运算 分 
别 为 
b+b = (itin) + (dstirs) 一 c 人 十 大 ) 十 im 十 mm) (1.2.8) 
bl* bz = (Gitin)» (ts tirs) = (chts —rirs) tic(nits + rzt) 
(1.2.9) 
由 式 (1. 2.4), 令 


tany = = 卫 (1.2.10) 


其 中 , vv 为 物体 的 速度 , c 为 光速 , v 二 c。 作 为 式 (1. 2.9) 的 特例 , 取 两 坐标 系 
Elq',ir') 与 E(a ,ir) 相互 间作 映射 变换 。 令 如 一 cosy 十 isiny, 为 Ela ,ir) 中 的 
单位 椭圆 复数 , 式 (1. 2. 3) 可 写作 


cos?% 十 sin’y = 1 (1.2.11) 
取 映 射 关系 式 
b=bn*b (1.2.12) 
将 &% 和 565 分别 代 入 式 (1.2.1), 得 
好 十 这 = (cosygt ising) (a + ir) (1.2.13) 


展开 式 (1. 2. 13) ,有 关系 式 
人 一 ctsiny 十 rcosy 
d’ 一 dcos%p 一 rsiny 


由 式 (1. 2. 10) 和 (1. 2. 11), 导 出 


(1.2.14) 


cosy = (1 二 要) 把 六 (1.2.15) 
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将 式 (1. 2. 15) 代 入 式 (1. 2. 14) 可 导出 二 维 椭圆 复 平面 的 坐标 变换 关系 式 
-= 工 (r 十 zt) 
4 (1.2.16) 
= 方 (一 怠 ) 
由 于 一 (1 十 李 ) 不 是 相对 论 因子 ,所 以 式 (1.2.16) 不 是 狭义 相对 论 中 的 


Lorentz 变换 , 式 (1. 2. 16) 与 Lorentz 变换 式 (1. 1. 19) 在 一 定 条 件 下 可 能 存在 一 种 
逻辑 关联 。 


C 


1.3 两 类 复 时 平面 的 几何 关联 


双 曲 复 平面 H(a ,jr) 与 二 维 Minkowski 复 平面 相对 应 ,椭圆 复 平面 已 (dvir) 
与 二 维 Euclidean 复 平面 相对 应 ,说 明 两 类 复数 应 该 有 各 自 的 定 域 空间 。 两 类 复 
变 函 数 和 复 平面 虽 有 差异 ,但 利用 Gudemannian 函数 可 以 建立 它们 之 间 的 几何 对 
应 关系 。 将 双 曲 复 平面 HCa ,jr) 和 椭圆 复 平面 ECa ,ir) 的 虚 轴 jr 和 ir 相 重 合 , 实 
轴 < 与 虚 轴 正 交 ,在 图 1.2 中 可 用 二 维 实 平面 E(a ,7) 找 出 两 类 复 平面 中 单位 模 
的 对 应 关系 。 


图 1.2 双 曲 复数 和 椭圆 复 数 几何 关联 图 


1.2 中 , 实 平面 E(a ,7) 的 坐标 轴 与 两 类 复 平面 H(a ,jr) 和 Ela ,ir) 的 坐 
标 轴 分 别 重合 。 双 曲 复 平面 HCa ,jr) 的 类 时 区 中 具有 单位 模 的 时 空 点 是 以 a 为 
对 称 轴 的 双 曲 线 c*# 一 7 二 1。 在 实 平面 Ea ,7) 中 取 双 曲线 上 时 空 点 X(d1 ,71) 
与 双 曲 复 平面 HCa ,jr) 中 双 曲 线 的 时 空 点 X(a1,jr) 相 易 合 ,也 满足 关系 式 
0 一 ff 二 1; 取 椭圆 复 平面 ECa ,ir) 的 时 空 点 Y(dz ,irs) 与 实 平面 E(d,r) 的 时 
空 点 了 (qs ,rs)， 两 者 相 吻合 ,满足 关系 式 c? 总 十 后 二 1 时 为 单位 图 , 则 两 类 复 平面 
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时 空 点 之 间 的 关系 可 用 实 平面 中 不 同 的 时 空 点 的 几何 联系 来 表述 。 
图 1. 2 中 , 实 平面 E(a,r) 上 单位 圆 c: 姐 十 双 一 1 与 双 曲 线 如 一 地 一 1 交 于 
A 点 。 从 A 点 引 切 线 , 与 从 X(cai ,jri) 点 所 引 的 与 横 坐 标 平行 的 直线 XC 相交 于 
C 点 。 把 坐标 原点 O 同 C 点 用 直线 连接 起 来 ,该 直线 在 椭圆 复 平面 已 (a ,ir) 上 与 
单位 圆 相交 于 时 空 点 Y(d2 ,irs)。 时 空 点 X(d1,jn) 和 时 空 点 Y(ad; ,ir,) 在 各 自 
的 复 平面 同时 满足 时 空间 隔 
C 荆 十 及 = 二 co 一 = 二 1 (1.3.1) 
或 
| 0 (1.3.2) 
在 图 1.2 中 ,从 点 Y 向 Oct 轴 作 垂 线 , 交 Cr 轴 于 Q 点 ,可 得 关系 
OA 4c (1.3.3) 
OQ QY 
即 士 一 于 ,或 n 一 全, 代 人 双 曲 线 方程 (1.3. 1) ,得 
cz 如 一 -22 一 1 (1.3.4) 


二 
C2 
整理 后 得 ECa ,ir) 中 的 单位 圆 方程 
C2 牛 十 及 二 ct 如 二 1 (1.3.5) 
因此 , 双 曲 复 平面 HCa,jr) 中 双 曲 线 上 的 时 空 点 XCai ,jn ) 与 椭圆 复 平面 ECa ,ir) 
中 单位 圆 上 的 时 空 点 YCczyirz) 满足 关系 式 


rz 
n= 
(1.3.6) 


式 (1. 3. 6) 说 明 两 类 复 平面 的 时 空 变换 所 对 应 空间 位 置 和 时 间 是 不 相同 的 。 
在 二 维 实 空间 取 双 曲 辐 角 p 和 椭圆 辐 角 yp, 有 关系 


ni 
9 = arcth— 
| 和 (1.3.7) 


rz 
一 arctan 一 
y 3 


由 图 1. 2 可 分 析 双 曲 辐 角 p 和 椭 贺 辐 角 y 的 关系 。 在 双 曲 线 的 右 支 , 当 X 与 4 重 
合 时 ,Y 也 与 A 重合 , OX 二 OY = Q4 , 此 时 p 一 少 一 0。 当 双 曲 辐 角 ?逐渐 增 大 


时 ,椭圆 辐 角 几 也 对 应 增加 。 双 曲 辐 角 p 的 取 值 是 从 0 到 亚 , 即 0 < 人 XOP < 
焉 ， 椭 回 辐 角 的 取 值 对 应 从 0 到 球 , 即 0 < LYOA < 村 。 设 双 曲 线 上 无 穷 远 处 
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为 D 点 , 当 X 趋 近 DD 点 时 ,Y 趋 近 S 点 。 同 理 ,在 双 曲线 的 左 支 , 双 曲 辑 角 9 的 取 
值 为 全 < 一 X'OP' < x, 棋 贺 辆 角 少 的 取 值 对 应 为 于 < YIOP' < r。 


由 式 (1. 3. 5) ,在 双 曲 复 平面 及 (a ,jr) 中 , 双 曲 线 上 时 空 点 X(a ,jr) 的 模 尺 与 
在 实 空 间 E(a ,r) 上 相 切 圆 的 模 有 一 一 对 应 的 等 价 关系 。 同 时 , 它 也 等 同 于 椭圆 
复 平面 ECa ,ir) 上 相 切 圆 时 空 点 Y(a; ,7) 的 模 OY 一 工 。 即 在 双 曲 复 平面 Ha ,jr) 
的 类 时 区 上 任 取 时 空 点 X(ca ,jr), 通过 等 模 关系 在 椭圆 复 平面 ECa ,ir) 上 有 一 时 
空 点 Y(q',ir) 与 之 对 应 。 当 X(c ,jr) 为 有 限 点 , 双 曲 复 平面 (a ,jr) 的 类 时 区 
与 椭圆 复 平面 已 (air) 的 全 空间 具有 一 一 对 应 的 同 构 关系 ; 当 X(d ,jr) ~ wo 时 ， 
Y(a ,ir ) 一 5 为 聚 点 。 因 此 可 以 说 ,椭圆 复 平面 ECa ,ir) 仅 能 与 以 亚 光速 运动 的 
物理 事件 建立 几何 联系 。 

双 曲 复 平面 的 类 光 区 对 应 双 曲 线 的 渐 近 线 , 时 空间 隔 尺 = 0 为 零 模 点 , 它 与 椭 
圆 复 平 面 的 坐标 原点 相对 应 。 即 在 双 曲 复 平面 H(t ,jr) 的 类 光 区 找 不 到 与 椭圆 
复 平面 E(c,ir) 相对 应 的 同 构 关系 。 从 复数 域 的 角度 ,我 们 可 把 椭圆 复 平面 
E(c,ir) 赋予 一 定 的 代数 结构 定义 为 椭圆 复 域 ;而 双 曲 复 平面 HCc ,jr) 的 类 时 区 
和 类 光 区 定义 为 双 曲 非 类 空 复 域 ,简称 双 曲 广 域 (参见 第 二 十 章 定义 20. 12) 。 

在 双 曲 复 平面 和 椭圆 复 平面 内 ,分 别 取 双 曲 辐 角 和 椭圆 辐 角 的 虚 角 为 jp 和 
iy, 两 者 有 关系 : 

jp=iy (1.3.8) 

注意 到 双 曲 虚 单位 j 和 椭圆 虚 单位 i 的 性 质 ,将 式 (1. 3. 8) 同 乘 i, 有 y= 一 ijp, 代 人 
式 (1. 2. 6) ,变换 为 式 (1. 1.9) ;相反 , 式 (1. 3. 8) 同 乘 j, 有 ?一 ijy, 代入 式 (1. 1.9)， 
也 能 变换 到 式 (1. 2. 6) 。 

将 式 (1. 3. 8) 代 入 式 (1.1.10) 和 (1.2.7) 可 导出 双 曲 函数 与 椭圆 函数 的 关 
系 式 : 


ising = jshp (1.3.9) 
cosy 一 chp (1.3.10) 
itany 一 jthp (1.3.11) 
一 ictany = jcthp (1.3.12) 
利用 式 (1. 3. 9) 和 (1. 3. 10) ,可 将 双 曲 单位 复数 及 椭圆 单位 复数 合并 为 
au = chp 十 jshp = cosy ising (1.3.13) 


对 式 (1. 3. 13) 取 内 积 , 同 样 能 得 到 两 类 复 空间 单位 圆 的 模 方程 (1. 3. 1) 。 
一 般 情况 下 ,图 1.2 中 QA 一 尽 一 工头 1, 在 双 曲 复 平面 内 取 双 曲线 上 时 空 点 
X 一 过 十 jr 一 Rchp 十 jshp) (1.3.14) 
该 双 曲 线 上 时 空 点 的 模 均 相等 。 辣 理 ,椭圆 复 平面 上 以 原点 为 中 心 ,以 工 为 半径 
的 圆 与 双 曲 线 在 ct 轴 相 切 的 时 空 点 为 
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Y= dz 十 im =L(cosy + ising) (1. 3.15) 
该 贺 上 时 空 点 的 模 与 相 切 双 曲 线 的 模 相 等 。 注 意 到 式 (1. 3. 13), 对 式 (1. 3. 14) 和 
(1. 3. 15) 取 模 平 方 并 联 立 ,得 


X* .X=Y* .Y=R=L’ (1.3.16) 
或 
cz 妈 一 双 一 c 帮 十 大 一 展 一 王 (1.3,17) 
式 (1. 3. 3) 可 写作 
和 = (1.3. 18) 


由 式 (1. 3.17) 和 (1. 3. 18) , 则 式 (1. 3. 6) 可 改写 成 


nn 一 Br: 
| WA (1.3.19) 


其 中 ,8 二 (1+ 区 】 为 式 (L .15) 中 的 时 空 变换 因子。 

Gudemannian 函数 将 Euclidean 复 几 何 的 全 空间 与 Minkowski 复 几 何 的 类 时 
区 建立 起 一 一 对 应 的 同 构 关系 ,说 明 在 两 类 复 几 何 之 间 可 建立 一 种 具有 逻辑 关联 
的 等 价 关 系 。 问 题 是 ,两 类 时 空 的 时 间 和 空间 坐标 并 不 等 同 ,如 时 空 点 联系 着 物理 
事件 , 哪 一 类 复 平面 对 应 着 物理 事件 的 真实 时 间 和 空间 呢 ? 如 果 考 虑 物理 事件 应 
满足 相对 论 原理 和 质量 能 量 关 系 , 双 曲 复 平面 H(a ,jr) 应 该 与 自然 界 的 真实 时 间 
和 空间 相对 应 。 而 在 椭圆 复 平面 EC ,ir) 内 , 需要 通过 式 (1. 3. 19) 的 变换 来 求 得 
真实 的 时 间 和 空间 坐标 。 当 经 典 近似 时 a 六 ~, 由 式 (1. 3.19) 推 出 ni = rz,h 一 握 ， 
则 式 (1. 1. 19) 和 (1. 2. 16) 均 可 过 渡 到 Galilei 变换 ,这 时 两 类 复 时 空 都 对 应 着 物理 
事件 的 真实 时 间 和 空间 。 由 于 双 曲 复数 性 质 与 Minkowski 空间 性 质 相 吻 合 , 双 曲 
复 空 间 能 够 真实 地 描述 高 速 粒子 运动 行为 ,物理 理论 用 双 曲 复数 的 运算 规则 来 刻 
画 ,应 具有 较 高 的 数学 秩序 。 


1.4 圆锥 复数 及 其 性 质 


德国 数学 家 Study(E. Study,1862 一 1930) 引 入 了 另 一 种 虚 单位 k, 有 性 质 
k=0, kz0, kk’ =—k (1.4.1) 
其 中 , k* 为 k 的 复 共 罗 , k 命名 为 抛物 虚 单位 。 取 PCa ,kr) 为 二 维 抛物 复 平面 ， 
对 应 抛物 复数 (参考 文献 [9]) 
dd 一 过 十 kr (1.4.2) 
d* 一 过 一 kr 《1.4.3) 
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抛物 复数 的 模 为 
D=|dls= Vd .d= VeoF=4a (1.4.4) 
抛物 复数 也 可 以 写成 指数 形式 
d= D(1+k0) = De (1.4.5) 


其 中 , 9 = 二 为 抛物 复数 的 辐 角 。 式 (1. 4. 5) 的 指数 形式 也 可 写成 级 数 形式 


1+K0+ 人 +…=1+9 (1.4.6) 
有 抛物 Euler 方程 
0 | 0 Es 0 0 
=1l, =0 (1.4.7) 
单位 抛物 复数 
dn = 1+k0 (1.4.8) 
式 (1.4.4) 与 (1.4. 8) 联 立 , 得 以 实 轴 为 对 称 轴 的 抛物 线 方程 
ct 一 1 一 0 (1.4.9) 


单位 模 (1. 4. 9) 为 两 条 平行 于 kr 轴 的 直线 
图 1. 3 的 零 因 子 区 为 a 一 0 的 kr 轴线 。 取 0 一 工 , 由 式 (1.1,16) 的 映射 公式 


C 
d=ad’+kr 一 dd 一 (1 十 kg) (dc 十 kr) 
一 过 十 k(adb 十 >) 一 过 十 k(ot 十 站 (1.4.10) 
式 (1.4, 10) 满 足 Galilei 变换 


人 二 (1.4.11) 
r=r+vt 


图 1.3 抛物 复 空间 图 


双 曲 复数 椭圆 复数 和 抛物 复数 统称 圆锥 复数 。 在 经 典 近似 时 , 式 (1. 1.19) 和 
式 (1.2.16) 可 过 渡 到 式 (1.4.11), 抛 物 复数 为 椭圆 复数 和 双 曲 复数 的 交 ,如 
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图 1.4。 
圆锥 复数 的 虚 单 位 有 关系 
+ =k (1.4.12) 
式 (1.4.12) 可 看 做 圆锥 复数 的 约束 方程 和 封 
闭 性 条 件 , 亦 即 三 个 虚 单 位 不 是 独立 的 ,它们 


有 相互 重 释 的 复 域 和 变换 关系 。 
圆锥 复数 可 统一 写作 广义 Euler 方程 图 1.4 圆锥 复数 关联 图 
RCchp 十 jshp),j 一 和 XE H,M=R 
-ety me -oa Tin Ae PMD (1.4.13) 
工 (cosy 十 isiny),i 一 入 GE EM=L 


取 v 过 <, 圆锥 复数 的 广义 辐 角 可 定义 为 
9 = arcth EH 


w=10=T EP (1.4.14) 


= arctan T EE 


1.5 建立 圆锥 复数 的 意义 


在 引信 多 复 变 函数 之 前 ,从 实数 到 复数 的 扩充 ,其 所 对 应 的 空间 也 由 实 空间 过 
渡 到 复 空间 。 在 Euclidean 空间 引入 虚 轴 对 应 为 Euclidean 复 空间 ;在 Minkowski 
空间 引 人 虚 轴 , 对 应 为 Minkowski 复 空间 或 恬 Euclidean 空间 。 现 在 引入 了 多 个 
单 复数 ,显然 复 变 函 数 的 本 体 空间 问题 摆 在 了 面前 。 复 数 的 本 体 空间 应 由 复数 的 
性 质 所 决定 ,复数 的 运算 规则 是 决定 复 变 函数 性 质 的 重要 因素 。 将 复数 表示 为 本 
体 空间 的 一 个 几何 点 ,所 对 应 的 独立 坐标 分 量 应 该 写成 线性 多 项 式 的 形式 ,复数 的 
运算 规则 决定 了 几何 点 的 运动 规律 和 坐标 变化 规律 。 作 为 复数 本 体 空 间 的 几何 性 
质 与 该 复数 相对 应 的 运算 规则 相 吻 合 ,并 具有 普 适 而 自治 的 数学 描述 。 椭 圆 复数 
的 本 体 空间 为 Euclidean 复 空间 , 复 变 函数 的 运算 规则 形成 了 描述 Euclidean 复 空 
间 几 何 性 质 的 理论 体系 。 将 双 曲 复数 的 本 体 空 间 定义 为 Minkowski 空间 是 因为 
它们 之 间 具 有 一 种 深层 次 的 内 在 联系 。Minkowski 空间 的 坐标 变换 ,方向 奇异 性 
以 及 类 时 区 与 类 光 区 的 关联 ,可 以 通过 双 曲 复数 的 运算 规则 来 描述 。 双 曲 复数 的 
模 对 应 着 坐标 变换 不 变量 和 时 空 度量 ,使 复数 性 质 与 复 时 空 性 质 取 得 了 内 在 联系 。 

确定 Minkowski 空间 是 双 曲 复数 的 本 体 空 间 具 有 很 重要 的 物理 意义 。 不 同 
的 单 复 变 函数 具有 不 同 的 本 体 空间 ,以 不 同 的 本 体 空间 为 原 空间 可 建立 对 应 的 公 
理 体系 ,并 抽象 出 相应 的 代数 结构 和 泛 函 分 析 结 构 。 以 Minkowski 空间 为 原 空间 
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抽象 出 一 类 广 域 Hilbert 空间 ,为 量子 力学 提供 了 一 类 新 的 数学 基础 框架 ,无 论 是 
经 典 量子 力学 还 是 相对 论 量子 力学 均 可 在 这 个 新 的 数学 基础 框架 中 描述 微观 客体 
的 运动 行为 。 粒 子 态 函 数 的 概率 可 与 双 曲 复数 的 模 方 相 联系 ,为 时 空 变换 不 变量 。 
在 相对 论 量子 力学 中 , 正 粒 子 和 反 粒 子 与 相互 厄 米 共 生 态 函数 分 别 相对 应 ,并 且 在 
四 维 动量 的 Minkowski 空间 中 找到 了 时 空 对 应 点 ,为 狭义 相对 论 和 量子 力学 的 一 
元 化 表述 打开 了 一 个 突破 口 。 

在 传统 狭义 相对 论 中 ,将 复数 EGic,r) 代入 Minkowski 空间 ,复数 的 二 次 项 
写成 

bb= (r,td)* (rid) = 7 —cr (1.5.1) 

式 (1. 5. 1) 的 算法 是 一 种 复数 的 缩 并 , 即 只 考虑 同类 项 的 乘积 而 不 考虑 交叉 项 的 乘 
积 。 交 叉 项 在 物理 中 是 有 其 物理 含义 的 ,比如 光 的 干涉 等 ,取消 干涉 项 所 表示 的 物 
理 意义 是 有 局 限 性 的 。 由 式 (1. 5. 1) 所 确定 的 时 空间 隔 不 变量 和 坐标 变换 关系 是 
一 种 特殊 情况 , 即 两 个 坐标 系 只 能 相互 平行 地 作 直线 运动 。 

传统 狭义 相对 论 中 ,一 般 认 为 ,高 速 运动 的 物体 进行 经 典 对 应 时 ,坐标 变换 由 
Lorentz 变换 过 渡 到 Galilei 变换 ,相对 论 力学 过 渡 到 Newton 力学 ,时 空间 也 应 从 
Minkowski 空间 过 渡 到 Euclidean 空间 。 双 曲 复 变 函数 的 引入, 这 一 观念 可 能 要 
受到 冲击 ,特别 是 微观 客体 的 时 空 对 应 关系 成 为 一 个 尚 待 探讨 的 问题 。 双 曲 复 空 
间 的 时 空 变 换 关 系 式 (1. 1. 19) 在 经 典 近 似 时 虽然 可 过 渡 到 Galilei 变换 式 (1.4. 11)， 
但 几何 空间 并 不 过 渡 到 Euclidean 空间 。 这 是 因为 双 曲 复 空 间 在 经 典 近似 时 其 时 
空 奇异 性 并 没有 改变 ,另外 ,四 维 Euclidean 复 空间 和 三 维 Euclidean 实 空间 也 是 
有 区 别 的 。 抛 物 复数 所 对 应 的 复 空 间 与 三 维 Euclidean 实 空间 尽管 都 对 应 Galilei 
变换 ,但 一 个 是 复 空间 ,一 个 是 实 空间 ,从 本 质 上 讲 时 空 性 质 不 同 。 在 图 1.4 中 , 抛 
物 复数 为 椭圆 复数 和 双 曲 复数 的 交 , 抛 开 抛物 复数 不 谈 , 仅 就 Galilei 变换 来 讲 , 它 
既 可 能 对 应 Euclidean 空间 ,也 可 能 对 应 Minkowski 空间 ,也 就 是 说 具有 相对 论 效 
应 的 高 速 粒子 在 经 典 近似 时 ,虽然 坐标 变换 由 Lorentz 变换 过 渡 到 Galilei 变换 ,但 
所 对 应 的 时 空间 却 可 能 是 Minkowski 空间 而 不 是 Euclidean 空间 。 应 该 注意 到 ， 
无 论 是 双 曲 复数 对 应 的 Minkowski 空间 ,还 是 椭圆 复数 对 应 的 Euclidean 空间 , 它 
们 均 为 复 空 间 , 而 Newton 力学 所 对 应 的 三 维 空间 为 实 Euclidean 空间 ,该 空间 具 
有 各 向 同性 的 特点 。 这 就 是 说 , Galilei 变换 所 对 应 的 空间 , 既 有 不 同 复 空间 的 区 
分 ,也 有 复 空间 与 实 空间 的 差异 , 找 出 时 空间 与 坐标 变换 的 对 应 关系 ,是 建立 现代 


” 物理 学 时 空 理论 的 关键 。 
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狭义 相对 论 以 两 个 基本 原理 (相对 性 原理 和 光速 不 变 原理 ) 为 基础 ,通过 
Lorentz 变换 描述 高 速 运动 物体 的 时 空 变换 关系 。 高 速 客体 的 相对 论 效应 和 运动 
规律 已 被 实验 所 验证 ,正确 性 勿 容 置疑 。 问 题 是 ,一 套 自 治 的 系统 理论 建立 在 物理 
原理 基础 上 ,是 否 隐藏 了 更 深层 次 的 数学 秩序 。 这 样 的 怀疑 不 是 没有 道理 ,因为 至 
今 没有 解决 狭义 相对 论 和 量子 力学 相互 抵触 问题 ,深层 次 原因 可 能 不 是 物理 因素 ， 
而 是 数学 基础 和 数学 秩序 问题 。 其 实 , 狭 义 相对 论 自身 也 有 许多 尚 需 讨论 的 内 容 ， 
例如 ,至 今 没有 定义 Minkowski 几何 空间 中 任意 两 点 间 的 距离 , 非 欧 几何 的 公理 
化 体系 也 没有 形成 。Dirac 正 、 反 粒子 在 Minkowski 几何 空间 没有 找到 时 空 对 应 
点 ,类 光 区 的 局 域 性 质 以 及 类 光 区 与 类 时 区 的 几何 联系 还 不 清楚 ,这 些 都 是 应 该 解 
决 的 问题 。 特 别 是 , 单 复 变 函数 的 本 体 空间 涉及 Minkowski 空间 的 复数 性 质 , 利 
用 双 曲 复 函 数 讨论 Minkowski 复 空间 的 物理 问题 应 该 具有 更 高 的 数学 秩序 ,这 可 
能 为 解决 现代 物理 中 的 疑难 问题 打开 一 个 突破 口 。 


2.1 两 类 四 维 复 矢量 


取 四 维基 {e 元 ,eiz ,eiis ,eons} 满足 关系 
ea 一 由 一 1，e” e， 证 一 击 (i 二 1,2,3) (2. 1. 1) 
其 中 , e 为 虚 单位 , 元 为 三 维 空间 的 实数 基 。 四 维基 构成 一 个 四 维 复线 性 关系 : 
pe pg (2. 1. 2a) 


X" 一 ad 一 ez 大 一 eg 一 ez =d—er (2. 1. 2b) 
其 中 , a ,zx,y,z 分 别 是 时 间 和 空间 的 坐标 分 量 , 产 二 zz 齐 十 y 培 十 xis 为 三 维 空间 位 
矢 , XCa ,ez) 相当 于 一 个 超 复数 ,也 叫 四 元 数 或 四 维 复 矢 量 , X" 是 X 的 复 共 罗 。 
将 X(d,er) 看 做 四 维 复 空间 互 (c ,er) 的 时 空 矢量 ,对 XCad ,er ) 的 运算 规则 进 
行规 定 , 通 过 X(a ,ez) 的 复数 性 质 可 以 描述 四 维 复 空间 昌 (a ,er ) 的 几何 性 质 ， 
四 维 复 空间 HCa ,er) 的 空间 性 质 也 为 XCa ,ez) 的 运算 规则 和 函数 性 质 提供 了 一 个 
几何 平台 。 


1. 四 维 双 曲 复 矢 量 
由 式 (1. 1. 1) 引 入 双 曲 虚 单位 ,由 虚 单位 j 构成 的 四 元 数 X(a ,这 ) 与 Minkowski 
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复 空 间 相 对 应 。 将 再 (cd ,j) 看 做 二 维 超时 空 复 平面 ,空间 四 元 数 X(Cc ,jz) 可 
写作 

怀 王 过 十 入 (2 19) 
四 维基 {a ,effi ,efi ,eth) 二 {6s 汉 1,j 却 ， 运 :}，, 三 维 位 矢 的 模 为 |7| 二 (2 十 六 十 之 )。 
四 元 数 X(c ,jz) 具有 复数 和 矢量 的 双重 性 质 , 取 矢 量 内 积 的 乘法 规则 为 


4 
XX = > zzz (2.1.4) 


则 四 维 间隔 不 变量 满足 关系 : 

= (d+j7)" (d+j) =er—r=R (2.1.5) 
双 曲 虚 单 位 构成 超 复数 的 时 间 分 量 是 正定 的 ,为 四 维 复 空间 的 实 轴 ; 空 间作 为 虚 轴 
具有 正 、 负 之 分 。 四 元 数 X(a ,六 ) 也 可 写作 

X= Res = R(chyd +jshy?) (2.1.6) 

其 中 , R = (ca 一己 ) 是 双 曲 四 元 数 的 模 。 参 照 1. 1 节 中 双 曲 复 平面 的 相关 性 
质 ,在 四 维 双 曲 复 空间 五 (c ,jz) 的 类 时 区 | 产 | 二 4, 设 芒 为 时 空 点 Xd ,并 ) 相对 
a 轴 的 矢量 辐 角 , || = 9 为 矢量 辐 角 5 的 模 或 称 标量 辐 角 ,有 


一 六 9 一 亿 [areth 世 (2.1.7) 
双 曲 指数 和 级 数 形式 为 
-hp +ishp (2.1.8) 
四 维 双 曲 函数 可 写作 
和 es 


(2.1.9) 
ee 


式 (2.1.8) 和 (2. 1. em Euler 方 程 。 当 R= 1 a 
chid—shd =er—z—y Y=1 (2.1.10) 
在 不 跨越 零 因子 线 情况 下 ,连通 区 域 中 定义 线性 四 元 数 的 乘法 为 多 项 式 的 交 
叉 运算 ,与 式 (2. 1.4) 具 有 类 同 的 形式 


4 
Xu。 一 >) rors (2.1.11) 


mal 
由 式 (2. 1. 11) ,任意 四 元 数 满足 
X= 4 十 这 二 XXz 一 (di 十 六 ,) (Gz 十 这 ,) 
= (Cts tt F,) +i(diF7, 十 dz 产 ) (2.1. 12) 
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作为 式 (2. 1. 12) 的 特例 ,进行 四 维 空间 映射 , 取 单位 四 元 数 


Xn = ch + jshy (2. 1.13) 
代入 式 (1.1.16), 有 
X’=a’+j7' = XX = (chd +jishd) (a 十 这 ) (2.1.14) 
展开 式 (2.1.14), 有 : 
产 =adshp +7chd, ad’ 一 dch 广 十 产 sh 广 (2.1.15) 
取 
5= sb 五 一 羡 
tb 广 chp 一 (2.1.16) 
由 式 (2. 1. 10) 和 (2.1. 16), 有 
Be © 
三 工区 答 二 国王 
chg 一 过 一 (1 一 秘 ) (2.1.17) 


将 式 (2. 1.17) 代 入 式 (2. 1. 15), 导 出 三 维 Lorentz 变换 : 
7 = iF+5D) 


ea 
式 (2.1.18) 和 (1. 1. 19) 具 有 类 同 的 形式 。 
2. 四 维 椭 辆 复 矢 重 


参照 双 曲 超 复数 式 (2. 1. 3), 由 椭圆 虚 单位 i(i? = 一 1,i”= 一 i) 构成 四 维基 
{eo ,en yefiayeis) 一 {a ,这 1， 这 ,这 }， 四 维 复 空间 Ela , 访 ) 中 取 线性 四 元 数 了 一 a 
十 访 , 在 二 维 椭圆 复 平 面 ，c 为 复数 的 实 部 , 为 虚 部 。Y 可 写作 
Y= Ley =L(cosy +ising) (2.1. 19) 
其 中 , 工 = (cz 十) 为 椭圆 四 元 数 的 模 。 设 消 为 椭圆 复 空间 EC , 记 ) 中 时 空 
点 Y(c ,这 ) 相对 a 轴 的 矢量 辐 角 , | 上 | 二 为 矢量 辐 角 分 的 模 或 称 标量 辐 角 。 椭 
圆 复 平面 有 相应 的 公式 : 


(2. 1. 18) 


P=7y=Foarctan() (2.1.20) 
= = op tising (2.1.2D) 
n=0 : 
te # 
cosy Se 1 一 执 + 攻 2 
(2.1.22) 


sing dd zsing = Fo(y 所 十 监 一 …) 
式 (2. 1. 22) 为 四 维 椭圆 型 Euler 方程 。 
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按 式 (2. 1. 4) 规 则 对 了 取 内 积 
YY= (¢—i)(¢+i7) =L?(cosy — isinf) (cosy + isinf) 一 L? 


则 
cosiy++ siny= 1 (2. 1. 23) 
由 式 (2. 1. 11) 定 义 四 元 数 乘法 : 
Y= a++ 诈 = 二 YY = (di 二 证 ,) (Gz 十 记 ,) 
= (Cits —F 7) + iCt t+ sh) (2.1.24) 
显然 , 式 (2.1. 24) 中 Y = YY 是 四 维 位 矢 , 这 与 传统 狭义 相对 论 中 的 时 空间 隔 有 
很 大 区 别 。 时 空间 隔 不 变量 只 与 式 (2. 1. 24) 右 边 第 一 项 , 即 四 维 位 矢 的 实 部 相对 
应 。 作 为 式 (2. 1. 24) 的 特例 ,进行 四 维 空间 映射 : 
Y’ =a’+i7' = YwY = (cosg + ising) (a 十 这 ) (2. 1.25) 
展开 式 (2. 1. 25) 有 关系 式 : 


产 一 dsing +7cosy 
dcosf — reing (2. 1. 26) 
取 
w= (2.1.27) 
由 式 (2.1.23) 和 (2. 1. 27), 有 
-二 
co = (1+ 友 ) = 让 (2.1.28) 
将 式 (2. 1. 28) 代 和 人 式 (2. 1. 26) 可 导出 四 维 椭圆 复 空间 的 坐标 变换 关系 ， 
(2.1.29) 


| = +) 
1,_1/,_7.5 
“一 二 
式 (2.1.29) 和 (1. 2.16) 具 有 类 同 的 形式 。 


3. 两 类 复 和 失重 的 联系 


由 Gudemannian 函数 , 双 曲 单位 四 元 数 和 椭圆 单位 四 元 数 可 有 对 等 关系 ， 
Xn = ch$ +jshd = d+ = Y, = cosf +ising = 4’+i’ (2.1.30) 
对 式 (2. 1. 30) 取 内 积 ,有 
X* Xn 一 chzp 一 shzp = YY, = cos'y+siny=1 (2.1.31) 
注意 到 式 (2. 1. 6) 和 (2. 1. 19) ,由 式 (2. 1. 30) 双 曲 矢量 辐 角 世 和 椭圆 矢量 辐 角 少 满 
足 关系 : 


扬 = 谤 (2.1.32) 
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将 方 = 这 代入 式 (2.1.8) 和 (2. 1. 9) 可 以 分 别 得 到 式 (2. 1.21) 和 (2.1.22); 同 理 ， 
将 玉 = 一 谣 代 入 式 (2.1.21) 和 (2.1.22) 可 以 分 别 得 到 式 (2. 1. 8 和 (2.1.9)。 可 
见 两 类 Euler 方程 通过 虚 角度 的 替换 可 相互 转换 。 与 式 (1. 3.9) 和 (1. 3. 10) 类 同 ， 
有 关系 : 
ising = jshg 
全 ch (2.1.33) 
一 般 情 况 下 ,可 以 在 四 维 实 空间 E(a ,7) 建立 两 类 四 元 数 模 方 的 联 立 方程 
I 里 一 cz 一 也 
YY= 0 +r 
可 见 双 曲 复数 和 椭 贺 复数 在 各 自 的 四 维 复 空间 中 满足 相应 的 时 空 变换 关系 式 , 并 
具有 不 同 的 坐标 变换 不 变量 。 


2.2 双 曲 复 时 空 变 换 的 普遍 形式 


在 四 维 双 曲 复 空间 , Lorentz 变换 式 (2. 1. 18) 分 别 给 出 了 三 维 空间 矢量 和 一 
维 时 间 的 坐标 变换 关系 。 其 中 避 表示 两 个 坐标 系 相互 间 的 运动 速度 , 当 台 为 常 速 
度 (方向 和 数值 均 不 变 ) 时 为 惯性 系 。 所 谓 Lorentz 变换 就 是 在 Minkowski 空间 讨 
论 惯性 系 之 间 的 时 空 变换 关系 ,但 时 空 变换 的 普遍 形式 可 分 不 同情 况 进 行 分 类 
讨论 。 

首先 , 取 产 /5 的 特殊 情况 , 即 两 坐标 系 沿 位 和 撩 方向 作 相对 运动 。 可 将 式 
(2. 1. 18) 写 作 和 矩阵 形式 ， 


(2. 1. 34) 


Xe 一 UnX， (2.2.1) 
或 
1 j 之 
ji |a acl/ir\_ /chp jshy\ /ir 
(6)= :oo 1 (0)= (i coo) ee 
Jac a 
由 式 (2. 1. 5) ,间隔 不 变量 满足 关系 式 
XX = XIX, = R? (2.2.3) 
或 
A a ir) 
(一 jr ct )(2)= (一 j oo) 人)= 书 (2.2.4) 
变换 矩阵 U。 满足 关系 式 
LU。 =U,Ut, =I (2.2.5) 


其 中 ,了 为 单位 阵 , Uz 与 Ue 互 为 厄 米 共 堪 。 式 (2. 2. 5) 可 写作 
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二 = 二 一 ja c js 
一 j 卫 了 | j 之 还 - (3%, eg az)=1 


(2. 2.6) 
产 罗 六 的 条 件 使 产 不 能 写成 分 量 形式 。 如 将 式 (2. 1. 18) 展 成 坐标 分 量 所 对 应 
的 四 阶 和 矩阵 形式 


x j 芋 | [jz 
} a ac 
1 vw||. 
jy jliy 
= (2.2.7) 
jz i j 也 2 
1 a ac 1 
ca je jj |la 
ac ac ac a 
变换 矩阵 
1 一 j 约 1 j 庄 
a ac ac 
1 一 j 也 1 j 将 
a ac a ac zzI 
i 1 j 于 
] uc a ac 
二 
] ac loc Jac a ac lac Jac Q 


即 变换 矩阵 U, 不 能 满足 关系 式 (2. 2. 5) ,所 以 式 (2. 2. 7) 不 能 写成 式 (2. 2. 3) 的 间 
隔 不 变量 形式 。 这 说 明 两 坐标 系 (j7 ,ct ) 和 (j,d) 只 能 沿 着 产科 相同 的 方向 
作 相 对 运动 ,否则 不 能 保持 各 个 坐标 分 量 的 Lorentz 变换 不 变性 。 要 想 保持 各 坐 
标 分 量 的 Lorentz 变换 不 变性 ,就 要 考虑 产 与 才 在 方向 不 相同 的 情况 下 Lorentz 变 
换 的 一 般 形式 。 

Lorentz 变换 的 普遍 形式 可 借助 Clifford 几何 代数 的 非 交 换 矢量 性 质 来 描述 。 
一 般 情况 下 与 相对 运动 速度 立 的 方向 不 同 , 取 产 一 产 / 十 7 , 令 Pj N 攻关 上 六 
即 7y 与 立 具 有 相同 方向 并 保持 相对 运动 ,满足 Lorentz 变换 。 可 以 将 式 (2. 1. 18) 
改写 为 


(2. 2.8) 
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其 中 平行 分 量 可 写作 [参见 第 十 八 章 式 (18. 3. 5), 取 a 一 产 ,2 二 地 


7 = (7 DT = (2.2.9) 


在 7 与 立 垂 直 的 方向 上 并 不 存在 相对 性 变换 性 质 , 即 7 二 疡 |。 垂直 分 量 对 应 写作 
F(T 

| 去 | 
将 式 (2. 2. 9) 和 (2. 2. 10) 代 人 式 (2. 2. 8), Lorentz 变换 可 写作 [参见 第 十 八 章 式 
(18. 3. 11)] 


71=7 =7 -7 =7F—(F* DW 一 


(2. 2. 10) 


1 (2.2.11) 
7 TeV 
{=a(+t a ) 
式 (2. 2. 11) 按 照 Clifford 几何 代数 性 质 和 三 维 矢量 的 算法 是 不 满足 交换 律 的 。 可 
将 式 (2. 2. 11) 按 四 维 分 量 写成 式 (2. 2. 1) 的 矩阵 形式 : 

wy 信 汪 各 全 到 信 


v a v ac 
vy Ge G0 | 
A cl 
2 过 过 过 Ls 
ac ac ac a 
(2. 2. 12) 


其 中 , 式 (2. 2. 12) 的 变换 矩阵 Ui 和 U, 满足 式 (2. 2. 5) 的 厄 米 正 交 条 件 , 所 以 式 
(2. 2. 3) 的 时 空间 隔 不 变量 写成 矩阵 形式 ， 


jz iz 
ty : 
; 、 人 jy . : jy 
(一 jz” 一 jy” iz ot),|= (一 jz 一 jy 一 jz ct)|. 
J]z J]z 
a a 

(2.2.13) 


XX Cr yz =o ry z= XX, 
(2.2.14) 
Lorentz 变换 式 (2. 2. 12) 也 可 写成 分 量 形式 
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1) 全 。 Pu +s 


a 
y=y+ 仁 一 1) E+ 
1 (2.2.15) 


z 二 z 十 (去 一 1) 2 Dv + 
“=i(+?) 
式 (2. 2.12) 和 (2. 2. 15) 保 持 各 个 坐标 分 量 的 Lorentz 变换 的 不 变性 ,为 四 维 双 曲 


复 空间 Lorentz 变换 的 普遍 形式 。 当 vw. 二 v,v, 二 v 二 0 或 |v,,v |v. 时 , 式 
《2. 2. 12) 和 (2. 2. 15) 简 化 成 特殊 Lorentz 变换 : 


jx’ i j 卫 | [过 
/ ， 
]y 1 Jy 
= (2.2. 16) 
jz 1 jz 
/ j 主 
区 ac a a 


Zz' 一 Lztw),y =y,z =z 
1 (2..2..17) 
re 卫 
t= (:+ 吉 z) 
将 式 (2. 2. 11) 中 吉 换 成 一 右 ,与 产 互 换 ,t 与 i 互 换 , 有 Lorentz 道 变换 ， 
F771+ (tL-1) 32 一 Ds! 


(2.2.18) 
:一 二 (z 一 =) 
式 (2. 2. 12) 的 道 变换 为 
| fr- 咕 人 -9 党 全 - 刘 
四 
Si 
a jv jv -a 法 
ac ac ac a 
(2. 2. 19) 


式 (2. 2. 19) 满 足 式 (2. 2. 5) ,变换 矩阵 U5 与 Us 互 为 厄 米 正 交 关系 。 式 (2. 2. 15) 
分 量 形式 改写 成 


第 二 章 ”四维 坐标 变换 的 普遍 形式 。23。 


(2. 2. 20) 


当 w = 二 v,v, 二 v. = 二 0 时 , 式 (2.2. 20) 简 化 成 特殊 Lorentz 变换 : 
工 二 Vi),y=y ,z= 


t= 工人 (z 一 号) 
a 和 


式 (2. 2.17) 和 (2. 2. 21) 中 z' 与 zx 相互 平行 。 值 得 注意 的 是 ,一 般 情况 下 , 7 与 相 
对 运动 速度 吉 的 外 积 满 足 反 交换 律 疡 人 吉 二 一 信 产 , 所 以 Lorentz 变换 的 普遍 形 
式 也 不 满足 交换 律 [参见 第 十 八 章 式 (18. 3. 1)]。 


2.3 ”椭圆 复 时 空 变换 的 普遍 形式 
按照 第 一 章 的 讨论 ,椭圆 复数 所 对 应 复 空间 不 应 是 Minkowski 空间 ,而 应 是 


椭圆 复 空间 或 Euclidean 复 空间 。 利 用 椭圆 复数 的 运算 规则 可 以 讨论 坐标 变换 的 
普遍 形式 。 由 式 (2. 1. 29) 写 成 矩阵 形式 : 


(2. 2. 21) 


村 sa 人 C2.3.D 
Eg 万 


+ 
其 中 , 8 = (1 十 又 ) 。 式 (2.3.1) 满 足 式 (1.2.11)、(2.2.3) 和 (2.2.5)。 将 式 
《2.2.9) 和 (2. 2.10) 代 入 式 (2. 1. 29) ,四 维 椭圆 复 空间 的 一 般 坐 标 变换 可 写作 


2 lI DT vt 
=F 十 ( 广 一 1 二 于 

B 也 有 
| a (2.3.2) 


“一 有 (一 到) 
式 (2. 3.2) 也 可 写 为 四 阶 逢 阵 形式 ， 
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oe 
) 


0 
0 


wl BE WE BIE 


式 (2. 3. 3) 的 变换 矩阵 为 对 称 矩 阵 , 同样 满足 关系 式 (2. 2. 5) ,并 可 写作 


了 
式 (2. 3. 4) 与 式 的 平方 相对 应 ,满足 


YHY, 一 2 十 ?十 zi 十 czt 一 好 十 并 十 对 十 c 天 一 巡 也 


式 (2. 3. 3) 也 可 写成 分 量 形式 ， 


一 z 十 ( 六 一 1) 持 生 二 部 
= 二 (六 一) 于 于 + 部 
=z+ 人 人 1) + 
,1/,_Fe5 
4 3( 到 ) 
当 w = 二 v,v, 一 三 一 0 时 , 式 (2.3.3) 和 (2. 3. 6) 简 化 成 
村 i 
iz/ B Re | [iz 
jy 加 1 iy 
这 | 1 iz 
dt i 卫 工 | ke 
Be B 


| 一 识 Cz+aDy =yx 一 z 


二] 
式 (2.3.2)、(2.3.3) 以 及 (2. 3. 6) 的 逆 变 换 可 分 别 写 为 


nd 


Et 


t= (r+) 


站 
B 


(2. 3.4) 


(2. 3.5) 


(2. 3. 6) 


(2. 3.7) 


(2. 3. 8) 


(2. 3.9) 
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i + 人 (村 1) 要 舍 1)2 (3 1) ue: Ea i 
ow 
sl 
| 二 放 - 生 2 
(2. 3. 10) 
各 zx 十 (全 1) Fd 
I (2.3.11) 
= 一 z 十 ( 方 -1 pu 2 
(+) 
当 w = v,v, 二 v. 二 0 时 ,简化 成 
z= 让 (z Vi),y=y ,z= 
(2. 3. 12) 
:= 廊 (* +z) 


显然 ,椭圆 复数 对 应 Euclidean 复 空间 ,其 时 空 变换 关系 普遍 形式 (2. 3. 10) 并 不 是 
Lorentz 变换 。 


2.4 四 维 时 空 性 质 的 讨论 


虚 单 位 的 差异 使 两 类 四 维 复 空间 对 应 不 同 的 时 空 变换 关系 ,这 涉及 多 复 变 函 
数 本 体 空间 的 性 质问 题 。 四 维 Minkowski 空间 坐标 变换 的 普遍 形式 一 方面 可 以 
讨论 狭义 相对 论 中 的 物理 问题 , 另 一 方面 能 够 完整 地 刻画 几何 空间 的 数学 性 质 。 
由 双 曲 型 Minkowski 空间 可 抽象 出 一 类 广 域 复 函 ,包括 时 空 度量 ,距离 以 及 公理 
体系 , 既 要 体现 几何 空间 的 普 适 性 ,又 要 具有 很 高 的 应 用 价值 , 它 涉及 Minkowski 
空间 的 方向 奇异 性 、 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 以 及 狭义 相对 论 与 量子 力学 一 元 
化 等 问题 。 四 维 Euclidean 复 空间 的 时 空 变换 关系 (2. 3. 2) 目 前 还 不 清楚 在 物理 
中 的 应 用 价值 ,由 于 Lorentz 变换 的 普遍 形式 (2. 2. 11) 与 虚 单 位 无 关 ,能 否 在 四 维 
Minkowski 空间 引信 椭圆 虚 单 位 ,建立 起 与 传统 狭义 相对 论 相 对 应 的 时 空 变换 关 
系 ,是 探讨 四 维 时 空 性 质 的 重要 问题 。 
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引 人 椭 圆 复 矢量 的 Minkowski 空间 称 为 必 Euclidean 空间 或 伪 Euclidean 空 
间 , 传 统 狭义 相对 论 中 利用 椭圆 复数 可 以 讨论 Minkowski 空间 的 Lorentz 变换 。 
取 四 维 坐 标 Y (zx ,y ,z ,it'),Y(zx,y,z,id)，, 变换 关系 满足 


z= A = yz 一 z 
(2.4.1) 
7 v 
t= 过 (: 一 号 z) 
其 中 ,a 一 (2 ， 式 (2. 4. 1) 表 示 两 惯性 系 在 x' 和 < 坐标 分 量 方向 上 作 相 对 
运动 。 对 应 矩阵 表示 为 
工 i 
zx’ a ac I 
> |= 1 : (2.4.2) 
z 1 和 
id’) |_iv 1|\lia 
ac a 
满足 关系 
UzU, =U.U> = 了 (2.4.3) 


其 中 , Uz 为 U 的 转 置 矩阵 。 同 理 取 X/ 和 X, 的 转 置 和 矩阵 分 别 为 X'> 和 X>， 所 
对 应 的 时 空 变换 不 变量 可 写 为 
YY =YY,=z+y +e et (2.4.4) 
从 运算 规则 角度 来 说 , 式 (2. 4. 1) 是 一 种 特殊 Lorentz 变换 ,要 求 两 坐标 系 zx 
和 <z 相互 平行 。 或 者 说 , 式 (2. 4. 1) 只 能 保持 某 一 坐标 分 量 满足 相对 性 变换 , 而 不 
能 像 式 (2. 2. 15) 保 持 各 个 坐标 分 量 的 Lorentz 变换 不 变性 。 因 此 , 式 (2.2.15) 比 
式 (2.4. 1) 更 具有 普 适 性 。 另 一 方面 , 式 (2. 4. 2) 应 看 做 是 一 种 特殊 的 运算 规则 , 即 
不 考虑 各 坐标 分 量 间 的 交叉 运算 ,等 同 于 一 种 缩 并 运算 。 而 式 (2. 1. 11) 的 算法 对 
应 的 是 复 矢 量 乘积 运算 ,在 特殊 情况 下 对 应 复 矢 量 的 缩 并 ,满足 


YY。 = Dy (2.4.5) 


式 (2.4.5) 和 (2. 4. 4) 相 类 同 ， 它们 均 不 考虑 交叉 项 的 混合 乘积 ， 这 对 于 讨论 特殊 
Lorentz 变换 所 对 应 的 物理 问题 没有 影响 ,但 建立 非 欧 几何 的 公理 体系 ,进一步 论 
证 Minkowski 空间 的 时 空 性 质 却 存在 问题 。 

四 维 复 空间 的 公理 体系 涉及 时 空间 度量 和 距离 的 定义 ,也 涉及 时 空 性 质 和 时 
空 点 的 变化 关系 。 一 般 来 讲 ,坐标 变换 对 应 不 同 空间 中 一 点 的 变换 或 映射 关系 ,两 
点 的 变换 对 应 不 同 坐 标的 等 距 变换 。 坐 标 中 任意 两 点 间 的 关系 决定 了 空间 的 度量 
和 距离 ,也 决定 了 空间 的 邻近 关系 和 区 域 的 化 分 。 仅 通过 时 空 变换 的 特殊 形式 不 
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具有 时 空 性 质 的 普 适 性 ,不 能 分 析 任意 时 空 点 间 的 邻近 关系 和 局 域 性 质 , 也 不 能 建 
立 Minkowski 空间 的 公理 体系 。 因 为 时 空 点 的 度量 和 距离 涉及 任意 两 点 间 的 不 
变量 ,涉及 各 分 量 间 的 交叉 运算 ,而 四 元 数 缩 并 不 能 满足 四 维 空间 度量 和 距离 的 运 
算 规则 ,这 可 能 是 传统 的 Hilbert 空间 不 能 与 Minkowski 空间 相 联 系 的 原因 。 

其 实 ,将 椭圆 复数 引入 Minkowski 空间 也 可 以 得 到 四 维 Lorentz 变换 的 普遍 
形式 。 取 椭圆 复 矢量 Y = Y(a , 访 ), 四 维 变换 矩阵 满足 


2 G-0 营 划 
vl 
i 
a iu a iv 1 


(2.4.6) 
式 (2. 4. 6) 可 写成 式 (2. 2. 15) 的 分 量 形式 ,变换 矩阵 满足 正 交 关系 式 (2.4.3)。 时 
空间 隔 不 变量 由 式 (2. 4. 4) 写 成 矩阵 形式 : 


iz iz 
1 ， 
Gz’ iy i A) ,= zr iy iz cl2|=R (2.4.7) 
lz 1Z 
dt/ a 


式 (2.4. 6) 虽 为 Lorentz 变换 的 普遍 形式 ,但 只 能 作为 一 个 数学 方法 来 对 待 。 因 为 
椭圆 复 矢量 Y 一 Y(c ,这 ) 不 能 写成 线性 多 项 式 形式 ,运算 规则 与 Minkowski 空间 
性 质 存 在 差异 ,不 可 能 进行 矢量 本 身 或 矢量 微分 后 各 分 量 间 的 交叉 运算 。 不 能 定 
义 复 矢量 的 四 则 运算 ,Minkowski 空间 的 几何 性 质 也 就 不 可 能 通过 复 时空 矢 量 的 
运算 规则 来 论述 。 式 (2.4.7) 作为 时 空间 隔 不 变量 不 能 写成 内 积 形式 , 在 
Minkowski 空间 不 能 按 内 积 形式 定义 度量 ,也 就 不 能 抽象 出 Hilbert 空间 ,从 数学 
角度 这 可 能 是 狭义 相对 论 与 量子 力学 不 能 进行 一 元 化 表述 的 主要 原因 。 
Minkowski 复 空间 的 时 空 性 质 与 X 一 XCa ,并 ) 的 复数 性 质 有 关 , 即 Lorentz 
变换 的 普遍 形式 与 双 曲 复数 运算 规则 存在 内 在 的 逻辑 关联 ,可 以 说 在 Minkowski 
复 空间 中 双 曲 复数 X 一 X(c ,这 ) 具有 较 高 的 数学 秩序 ;而 在 Euclidean 复 空间 中 
椭圆 复数 了 一 Y(c ,这 ) 具有 较 高 的 数学 秩序 , 即 了 一 Y(c ,这 ) 的 复数 性 质 与 椭圆 
复 空 间 存在 内 在 的 逻辑 关联 。 从 虚 单位 的 性 质 分 析 , 两 类 复数 既 具 有 共性 ,也 具有 
个 性 。 虑 单位 的 共 罗 变 换 i = 一 i,j* = 一 j, 其 正 、 负 号 的 变化 相同 为 共性 ; 虚 单 位 
的 平方 了 = 一 1,7 二 1, 符号 相反 为 个 性 。 利 用 复数 的 共性 可 以 对 特殊 情况 下 的 物 
理事 件 作 出 相同 的 描述 。 在 经 典 近似 时 ,两 种 复数 对 低速 粒子 本 身 的 运动 行为 可 
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以 作出 一 致 的 描述 ,表现 了 它们 的 共性 ;但 实物 粒子 与 光量 子 的 相互 作用 涉及 类 时 
区 与 类 光 区 的 几何 关联 ,就 需要 利用 双 曲 复数 的 个 性 。 对 于 Minkowski 空间 的 时 
空间 隔 不 变量 R = cz 一 二 ,椭圆 虚 单位 利用 了 让 一 一 1， 双 曲 虚 单位 采取 了 
j"j 二 一 1。 两 者 虽然 间隔 不 变量 的 形式 相同 ,但 椭圆 复数 是 以 牺牲 交叉 项 的 乘积 
运算 为 代价 ,而 交叉 项 对 描述 坐标 变换 的 一 般 形 式 , 表 示 粒 子 的 干涉 ,衍射 等 物理 
内 容 起 到 了 关键 性 作用 。 从 普 适 性 角度 ,复数 与 各 自 本 体 空间 的 联系 体现 了 复数 
个 性 与 相应 复 空间 性 质 之 间 的 逻辑 关联 。 问 题 的 关键 ,我 们 的 宇宙 与 哪 一 类 复 时 
空间 相对 应 ,物质 世界 是 否 与 复数 性 质 有 关 , 复 空间 的 公理 化 体系 能 否 反 映 物质 的 
运动 和 演化 规律 ,这 些 都 是 需要 进一步 探讨 的 重要 问题 。 

现代 物理 学 ,包括 狭义 相对 论 和 量子 力学 , 均 使 用 椭圆 复数 讨论 物理 内 容 。 引 
人 双 曲 虚 单位 后 ,强化 复数 性 质 与 它们 对 应 的 复 时 空 性 质 存在 逻辑 关联 是 必要 的 。 
但 为 了 尊重 传统 习惯 ,本 书 不 强调 在 Minkowski 空间 中 必须 替换 虚 单位 ,在 不 需 
要 与 时 空 性 质 相 联系 的 情况 下 ,两 种 复数 均 可 作为 一 种 数学 算法 来 解决 物理 问题 ， 
也 可 以 通过 两 类 复数 的 实 部 和 虚 部 具有 的 等 同 关 系 来 讨论 二 元 实 函数 的 应 用 ,后 
续 章 节 分 别 作 了 一 些 对 比 和 讨论 。 需 要 利用 复数 的 个 性 论述 数学 或 物理 问题 时 ， 
分 别 冠 名 双 曲 复数 和 椭圆 复数 , 双 曲 虚 单 位 对 应 的 Minkowski 空间 称 为 Minkowski 
复 空间 或 广 域 ,椭圆 虚 单位 对 应 复 空间 称 为 Euclidean 复 空间 。 
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Minkowski 复 空间 中 引入 双 曲 虚 单 位 , 双 曲 复数 的 性 质 与 Minkowski 几何 的 
时 空 性 质 相 吻合 ,利用 双 曲 复数 的 运算 规则 可 以 讨论 狭义 相对 论 的 物理 问题 。 由 
于 非 欧 几何 的 方向 奇异 性 ,在 Minkowski 空间 定义 两 时 空 点 的 度量 时 ,同一 类 时 
区 中 不 同方 向 的 两 点 间距 离 存 在 很 大 差异 ,有 必要 对 两 点 的 度量 和 物理 事件 之 间 
的 联系 进行 分 类 。 同 一 时 空 点 与 邻近 时 空 点 的 连 线 按 不 同方 位 分 别 对 应 类 时 间 
隔 、 类 光 间 隔 和 类 空间 隔 , 物 理 上 也 分 别 对 应 以 亚 光速 进行 因果 联系 的 类 时 事件 、 
以 光 信 号 进行 因果 联系 的 类 光 事 件 和 不 可 能 进行 因果 联系 的 类 空 事件 。 在 
Minkowski 空间 进行 四 则 运算 涉及 不 同 连 通 区 域 时 空 点 间 的 关联 ,其 中 减法 运算 
确定 了 时 间 箭 头 的 单 向 性 ,否定 了 时 间 倒 流 ,这 与 传统 相对 论 理 论 存在 很 大 差异 。 
相对 论 效 应 ,如 同时 的 相对 性 、 时 间 膨 胀 .尺度 收缩 以 及 光 的 Doppler 效应 等 在 
Minkowski 复 空间 都 能 得 到 相应 的 几何 解释 。 


3.1 Minkowski 复 时 空中 的 物理 事件 


用 Minkowski 复 空间 类 时 区 的 时 空 点 可 以 表示 物理 事件 。 图 3. 1 中 四 维 复 
空间 (四 维 时 空 、 四 维 速度 或 四 维 动量 ) 的 类 时 区 Ci 中 取 时 空 点 Xi (di,jm) 和 
Xz《ctz ,jrz), 分 别 表示 以 亚 光速 运动 (或 静止 ) 的 客体 所 发 生 的 两 个 物理 事件 。 由 
于 Minkowski 复 空间 具有 方向 奇异 性 ,在 讨论 物理 事件 相互 关联 时 就 应 该 与 
Minkowski 复 空 间 的 时 空 性 质 对 应 起 来 , 即 用 不 同方 向 的 几何 连 线 或 世界 线 表 示 
不 同性 质 的 两 个 物理 事件 的 因果 关联 。 


图 3.1 物理 事件 的 几何 关联 图 
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在 类 时 区 Ci 中 以 时 空 点 Xa1,jn) 为 中 心 , 分 三 种 情况 来 讨论 两 个 物理 事 
件 之 间 的 几何 联系 。 取 时 空 点 X,《cn,jr,) 与 Xi Cd，,jm) 相 减 ,满足 关系 : 


AX = cAt+jAr (3.1.1) 
时 空间 隔 不 变量 为 
AR’ = AX* AX = cAt —Ar (3.1.2) 
其 中 , At 为 两 物理 事件 的 时 间 间 隔 , Ar 为 空间 间隔 。 由 式 (1. 1. 6), 令 
9= arcth 各 (3.1.3) 


式 (3.1. 3) 中 为 两 时 空 点 的 连 线 相对 于 实 轴 ct 的 辐 角 。 
当 c|Atl> |Arl,0 入 wp<< 王 ,或 一 至 <9 委 0 时 ,图 3.1 中 两 物理 事件 


Xi (aa,jm) 和 Xa《ctz ,jrs) 以 亚 光速 v 取 得 因果 联系 , 称 为 类 时 事件 。 即 在 类 时 区 
以 亚 光速 v 相 对 运动 的 两 物理 事件 ,它们 在 空间 间隔 为 Ar 二 7; 一 7 中 取得 因果 联 


系 的 时 间 间隔 为 A 二 太一 4 二 冬 。 如 光速 传播 的 时 间 间隔 为 At 一 储 , 因为 < 


则 At > At'。 这 种 情况 可 用 于 讨论 狭义 相对 论 中 两 个 具有 静止 质量 的 客体 之 间 所 
发 生物 理事 件 的 因果 关联 ,例如 两 物体 的 碰撞 。 
两 个 以 亚 光速 取得 因果 联系 的 物理 事件 所 对 应 的 时 空间 隔 不 变量 为 


AR: = cA 一 AP 二 0 (3.1.4) 
式 (3.1.4) 称 为 同一 类 时 区 (如 C1 ) 两 物理 事件 的 类 时 间隔 。 取 
AX 一 2 一 Xi 一 cAt 十 jarE C (3.1.5) 


式 (3.1.5) 中 的 AX 为 类 时 区 的 时 空 点 。 在 图 3. 1 中 取 Xs = aX。,X。E C 命名 为 
单位 因子 , a € R 为 实数 (参见 第 二 十 章 定义 20.5)。 当 a 一 定时 ,如 Xo, Xi， 


.，X,，… 在 同一 类 时 区 , 则 它们 的 连 线 对 应 相同 的 辐 角 。a 的 不 同 取 值 ,在 式 (3. 1. 3) 


中 辐 角 不 同 ,方向 因子 0 < m 过 1 也 不 同 (参见 第 二 十 一 章 定义 21. 8) 。 对 以 匀速 


本 , | Ee 
v 运 动 的 客体 ,相对 论 因子 为 =F 同一 类 时 区 中 每 一 个 确定 的 v 对 应 一 个 
确定 的 方向 因子 mw 二 Vchzg 一 shzg, 是 一 系列 相互 平行 的 世界 线 。 不 同 的 v, 相 
对 论 因子 的 取 值 不 同 , 方 向 因子 p。 也 不 同 , 两 个 物理 事件 在 类 时 区 连 线 的 角度 也 
不 同 。 


当 c|At|= |Ar|l,p = 士 至 时 ,在 Minkowski 复 空间 的 同一 类 时 区 (如 C ) 


中 ,由 图 3. 1 对 应 连 线 X,Xs 和 XX。。 两 物理 事件 Xi (ci ,jr ) 和 Xs(ds,jrs) 的 
几何 连 线 平行 或 垂直 于 类 光 区 S。 这 种 情况 下 ,同一 类 时 区 中 以 亚 光 速 运动 的 两 
物理 事件 只 能 用 光 信 号 取得 联系 。[ 参 见 第 二 十 章 中 式 (20. 2. 1)]J 有 关系 : 
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下 (3.1.6a) 

AX "一 Xi 一 XT 一 a00 (3.1.6b) 
或 

Xas 一 Xi 十 ago (3. 1.7a) 

{ xX: = Xr +a (3. 1.7b) 


其 中 , a € R 为 实数 , 8,€ 号 命名 为 单位 零 因子 , 8 与 pm 相互 复 共 轿 , 分 别 位 于 两 
个 相互 复 共 思 的 类 光 区 中 。 式 (3. 1.6) 和 (3. 1.7) 中 AX 与 AX" 相互 正 交 , 它 们 分 
别 平行 或 垂直 于 同一 类 光 区 ,可 命名 为 正 交 同类 元 。 将 式 (3.1. 6) 和 (3.1.7)? 取 内 
积 , 有 关系 ， 
bb 一 Wi 一 0 (3.1.8) 
式 (3.1.8) 为 零 模 点 。 对 应 的 时 空间 隔 不 变量 为 
AR2 一 c2At 一 Ar 一 az 加 一 0 (3.1.9) 
图 3. 1 中 ,两 物理 事件 Xi (di,jn) 和 Xs: (ds mm)， 或 (ai 和) 和 Xie(Cdtyjr)， 
看 做 同一 类 时 区 中 的 类 光 事 件 。 式 (3. 1. 6) (3.1.7) 和 (3.1.9) 将 Minkowski 复 
空间 的 类 时 区 和 类 光 区 从 时 空 性 质 上 联系 起 来 ,就 是 说 ,两 个 以 亚 光 速 运动 的 物理 
事件 ,如 果 它 们 可 以 用 光 信号 取得 因果 联系 , 则 在 Minkowski 空间 类 时 区 中 所 对 
应 的 时 空 点 连 线 平行 或 垂直 于 类 光 区 。 对 此 我 们 可 以 提出 这 样 的 问题 ,量子 力学 
中 粒子 的 量子 唉 迁 是 否 能 通过 Minkowski 几何 性 质 来 表示 它们 之 间 的 因果 联系 
呢 ? 因为 传统 的 狭义 相对 论 中 的 物理 事件 可 以 当做 质点 处 理 ,相互 传递 光 信号 并 
没有 与 时 空 性 质 相 联 系 ; 量 子 力学 中 ,微观 粒子 的 能 级 路 迁 和 光电 效应 与 吸收 和 放 
出 光量 子 有 关 , 但 我 们 也 一 直 没 能 把 它们 与 时 空 性 质 联 系 起 来 。 式 (3. 1. 6)、 
(3.1. 7) 刻 商 了 Minkowski 空间 的 方向 奇异 性 ,同一 类 时 区 中 时 空 点 XU (cs ,jr2) 
与 时 空 点 X, (cl ,jm) 士 ag。 具有 一 种 等 价 关系 ,数学 上 Minkowski 空间 的 类 时 区 
与 类 光 区 取得 的 几何 关联 ,物理 上 可 能 为 有 静止 质量 粒子 与 光量 子 的 克 合 提供 一 
种 时 空 诠释 。 
例 3.1 在 图 3.1 的 Ci 中 , 取 时 空 点 Xi 二 5 十 2j,X 一 6 十 3j,Xs 一 ?7 十), 则 
XX 一 Xi 二 1 十 j 二 AX,Xs 一 Xi 二 2 一 2j 二 AX*，, 取 内 积 有 关系 : AX* AX = 0; 
对 Ci 中 的 时 空 点 取 复 共 堪 对 应 于 Cs 中 时 空 点 ,有 关系 : X? 一 X? 二 AX*" 上 
(X4 一 X1) ;XI 一 X? 二 AX | (Xs 一 X1)。 即 Ci 与 Cs 中 的 时 空 点 相互 正 交 ,同时 
满足 厄 米 共 堪 关系 。 


当 和 到 <p 过 至 时 ,有 c|At|< |Ar| , 对 应 图 3.1 连 线 XX;, 即 两 物理 事件 


的 空间 间隔 大 于 光 信号 在 时 间 间 隔 Az 内 传播 的 空间 距离 , 称 为 类 空 事件 。 因 为 自 
然 界 中 光速 为 极限 速度 ,类 时 区 两 物理 事件 Xi (ai,j 斑 ) 和 Xs(cs,jrs) 不 可 能 取 
得 因果 联系 ,所 对 应 的 时 空间 隔 不 变量 称 为 类 空间 隔 。 满 足 关系 : 
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AR: 一 cA2 一 A2<0 (3.1.10) 
从 上 文 分 析 可 见 ,Minkowski 空间 具有 方向 奇异 性 。 类 时 区 两 个 时 空 点 的 时 
空 差 值 分 别 与 类 光 区 或 类 空 区 的 某 个 时 空 点 取得 了 几何 上 的 关联 ,物理 上 解释 为 
不 同事 件 间 的 几何 联系 ,这 可 能 暗示 现代 物理 学 与 Minkowski 复 空 间 存 在 深层 次 
的 逻辑 关联 。 特 别 是 有 静止 质量 的 实物 粒子 与 光量 子 的 几何 关联 ,可 能 对 量子 力 
学 基本 原理 赋予 新 的 物理 解释 。 由 于 这 种 逻辑 联系 与 Minkowski 复 空间 的 几何 
性 质 紧密 相关 ,所 以 严格 定义 和 分 析 Minkowski 复 空间 中 两 点 间 的 度量 和 邻近 关 
系 ,可 以 提高 传统 物理 理论 的 数学 秩序 , 必 将 给 现代 物理 学 带 来 新 的 内 涵 。 


3.2 时 间 箭 头 的 正定 性 


时 间 以 及 时 间 的 方向 性 是 一 个 古老 的 话题 ,时 间 这 一 概念 是 为 了 描述 事件 之 
间 顺 序 而 引入 的 ,时 间 的 方向 性 则 是 为 了 区 分 过 去 、 现 在 和 将 来 的 需要 而 定义 的 。 
对 于 时 间 本 性 的 研究 历史 由 来 已 久 ,许多 科学 家 经 过 长 期 的 努力 和 探索 ,对 现代 科 
学 时 间 理 论 的 建立 作出 了 重大 贡献 。 英 国 理论 物理 学 家 Hawking 认为 ,至 少 存在 
三 个 时 间 箭 头 ,将 过 去 和 将 来 区 分 开 来 。 它 们 是 热力 学 稍 头 ,就 是 无 序 度 增加 的 时 
间 方 向 ;心理 学 第 头 , 即 是 在 这 个 方向 上 我 们 能 记 住 过 去 而 不 是 将 来 ;第 三 个 是 字 
宙 学 箭头 ,也 就 是 宇宙 膨胀 而 不 是 收缩 的 方向 。Hawking 指出 ,心理 学 箭头 本 质 
上 应 和 热力 学 箭头 相同 ,而 观测 表明 热力 学 箭头 和 宇宙 学 箭头 是 相 一 致 的 。 因 此 ， 
热力 学 箭头 是 三 种 箭头 的 核心 ,而 热力 学 箭头 反映 出 时 间 流 逝 的 单 向 性 和 正定 性 。 

尽管 Hawking 的 三 个 时 间 稍 头 刻画 了 时 间 方 向 的 单 向 性 和 正定 性 ,但 现代 物 
理 理论 并 不 完全 支持 这 种 时 间 箭头 的 观点 。 对 Newton 力学 而 言 ,时 间 是 绝对 的 ， 
它 与 空间 和 物质 及 物体 的 运动 无 关 。 时 间 的 方向 也 与 物体 的 运动 规律 无 关 ,即时 
间 方向 的 改变 ,将 t 变 为 一 t, 并 不 影响 经 典 物 体 的 运动 规律 。Einstein 的 狭义 相 
对 论 对 绝对 的 时 间 观 有 了 本 质 上 的 突破 ,他 将 三 维 空间 和 一 维 时 间 统 一 起 来 , 即 四 
维 Minkowski 时 空 理论 。 但 在 狭义 相对 论 中 ,时 间 方向 的 改变 也 不 影响 物体 的 运 
动 规律 ,这 与 Newton 力学 并 无 本 质 上 的 区 别 。 在 Minkowski 空间 中 ,通常 将 时 
间 轴 对 应 的 下 光 锥 称 为 过 去 类 时 区 ,上 光 锥 为 未 来 类 时 区 ,下 光 锥 是 上 光 锥 的 时 间 
反 演 区 。 即 : 变 为 一 ,将 未 来 变 为 过 去 是 狭义 相对 论 所 允许 的 。 甚 至 有 人 认为 ， 
通过 时 间 隧 道 时 间 可 以 倒流 , 即 可 曙 倒 现在 与 过 去 的 时 序 关 系 。 科 幻 电 影 中 人 们 
重新 返回 远古 时 代 , 就 是 以 这 种 时 间 隧 道 为 依托 将 时 间 演 义 成 倒流 。 显 然 ,在 传统 
的 狭义 相对 论 中 ,时 间 并 不 是 单 向 的 ,也 不 是 正定 的 , t 变 为 一 t, 将 未 来 变 为 过 去 
是 允许 的 ,时 间 的 不 正定 显现 出 它 与 热力 学 箭头 的 差异 。 

众所周知 ,时 间 反 演 与 其 他 种 类 的 对 称 性 不 同 , 它 既 没 有 守恒 量 相 对 应 , 自然 
界 也 没有 发 现时 间 倒流 现象 。 在 生物 学 和 社会 学 中 ,时 间作 为 历史 流逝 只 沿 着 未 
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来 进行 ;万 物 的 生老病死 ,也 都 表明 时 间 按 正 定 的 方向 来 运行 。 炳 的 增加 和 宇宙 的 
膨胀 与 时 间 的 不 可 逆 性 相关 联 , 这 就 是 热力 学 箭头 和 字 宙 学 箭头 的 时 间 单 向 性 。 
在 微观 粒子 理论 中 ,时 间 反 演 与 粒子 的 波 函 数 的 么 正 变换 相对 应 ,而 这 种 对 应 关系 
恰恰 反映 了 时 间 反 演 与 共 罗 变 换 的 联系 。 在 Minkowski 空间 中 , 如 何 协 调 狭义 相 
对 论 的 时 间 稍 头 与 热力 学 箭头 的 关系 , 找 出 时 间 反 演 与 共 罗 变 换 的 内 在 联系 以 及 
时 间 反 演 的 本 质 ,是 我 们 感 兴趣 的 问题 。 

传统 Minkowski 空间 将 上 光 锥 或 下 光 锥 用 以 区 别 未 来 事件 和 过 去 事件 ,从 几 
何 角度 讲 就 是 将 上 光 锥 和 下 光 锥 两 个 不 同 区 域 的 单个 时 空 点 进行 对 比 。 所 谓 时 间 
倒流 是 指 未 来 类 时 区 的 时 空 点 取 为 * 过 去 类 时 区 中 时 空 点 取 为 一 t。 这 涉及 两 个 
不 同 区 域 的 一 点 问题 ,而 不 是 同一 区 域 中 的 两 点 问题 ,也 不 是 同一 类 时 区 两 个 不 同 
时 空 点 或 不 同 物理 事件 的 关联 和 对 比 。 就 是 说 ,狭义 相对 论 并 没有 将 两 个 物理 事 
件 的 联系 与 时 空 性 质 结合 起 来 ,所 谓 “ 倒 流 ”, 在 几何 中 没有 通过 不 同时 空 点 的 时 间 
差异 表现 出 来 。 要 表示 时 间 的 流动 ,涉及 同一 时 空中 的 两 点 问题 ,涉及 两 个 物理 事 
件 的 时 间 差 ,也 涉及 时 空 的 减法 规则 。 

在 Minkowski 尾 欧 空间 (7,it) 中 , 虚 轴 ic 反 演 到 一 id , 是 :到 一 上 的 反 演 还 
是 i 到 i 的 变换 ,出 现 了 一 种 不 相 容 现象 。 如 果 是 时 间 反 演 , 下 光 锥 就 不 应 看 做 上 
光 锥 的 共 罗 复 域 ,这 样 如 何 来 确定 共 罗 复 数 的 时 空 对 应 点 呢 ? 反之 ,把 下 光 锥 看 做 
上 光 锥 的 共 固 复 域 , 则 时 间 应 该 是 正定 的 ,这 又 如 何 体 现 过 去 类 时 区 的 时 间 反 演 
呢 ? 另外 ,在 实 Minkowski 空间 (7,a) 中 ,上 到 一 上 的 变换 就 是 时 间 反 演 。 显 然 ， 
传统 的 狭义 相对 论 在 协调 两 类 空间 (F,id) 和 (六 ,4) 的 关系 ,以 及 刻画 时 间 反 演 
和 共 配 变换 的 联系 上 出 现 混乱 。 

双 曲 Minkowski 复 空 间 互 (c ,并 ), 将 时 间 a 作为 复 坐 标的 实 轴 ,空间 地 作为 
虚 轴 ,这 与 传统 的 Minkowski 复 空间 及 (ic ,7) 或 肌 (a ,7) 的 时 空 存在 差异 ,物理 “ 
意义 也 有 所 不 同 。 如 图 3. 1, 将 X(Cc ,地 ) = a 十 了 作为 二 维 超 复 平面 HC, 六 ) 的 
物理 事件 ,将 肛 (a ,六 ) 划分 成 不 同 的 空间 区 域 C: (i 二 1,…,8) 或 BB (i 二 1,*…， 
4) (参见 第 二 十 章 20. 1 节 )。 其 中 , Ci (i 二 1,…,8) 中 Cl Cs、C4 及 Cs 为 类 时 区 ， 
Gs 与 Cl 互 为 复 共 轰 ，C4 与 Cs 互 为 复 共 轧 , Ci 与 Cs 及 Gs 与 C4 互 为 负 元 区 ; Cz、 
Gs、Cs 及 C 构成 类 空 区 ,其 中 Cz 与 C) 及 Cs 与 Ce 互 为 复 共 轿 , Cz 与 C1 及 Cs 与 
Gs 互 为 负 元 区 ;在 写 (i 二 1,…,4) 中 妃 、 乌 、BB 及 如 为 类 光 区 ,其 中 马 与 所 及 妃 
与 马 互 为 复 共 罗 , 所 与 马 及 辟 与 万, 互 为 负 元 区 。 

Minkowski 复 空间 的 类 时 区 C, 和 Cs 按 传统 狭义 相对 论 的 解释 应 是 C 和 Cs 
的 时 间 反 演 区 , 即 过 去 类 时 区 。 在 Minkowski 复 空间 过 去 时 的 含义 已 不 存在 , 因 
为 C 和 Cs 互 为 负 元 区 ,两 个 区 域 时 空 点 的 直 和 定义 为 双 曲 复 空间 的 减法 。 例 如 ， 
在 Ci 中 取 两 个 时 空 点 或 两 个 物理 事件 Xi (ci ,jz,) 和 Xaz (cs，, 诡 :), 它们 的 时 空间 
隔 为 
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AX = Xz 一 Xi = AX(CcAr,jAF) (3.2.1) 

式 (3. 2.1) 可 以 看 做 C 中 两 个 物理 事件 Xi (ci ,地 ; ) 和 X(t ,并 ,) 的 减法 ,但 从 
数学 和 几何 角度 , C1 本 身 不 能 定义 减法 。 所 以 ,严格 讲 应 该 理解 为 C 中 时 空 点 
X22 ,7,) 与 Cs 中 时 空 点 一 Xi(d1 »j7,) 的 直 和 ,或 X 田 (一 六 )。 同 理 , 如 果 
(di 地 ) 和 Xz(dz,j:) 是 Ca 的 时 空 点 , 则 式 (3. 2. 1) 为 Cs 与 C, 中 时 空 点 的 直 
和 。 从 物理 上 我 们 不 能 把 式 (3. 2. 1) 理 解 为 未 来 事件 X。 和 过 去 事件 一 Xi 的 因果 
联系 ,而 只 能 看 做 两 个 同类 事件 (如 同 是 未 来 事件 ) 的 时 空间 隔 。 tz 一 一 At 应 理 
解 为 时 间 差 或 时 间 间 隔 , |7, 一 六 | = Ar 为 三 维 空间 距离 。 由 于 一 上 与 上 的 关系 不 
能 看 做 过 去 时 到 未 来 时 的 变换 , 则 在 双 曲 Minkowski 空间 的 类 时 区 C, 和 Cs 中 就 
失去 了 时 间 反 演 的 意义 。 从 物理 上 讲 , 应 将 C。 和 Cs 中 时 空 点 的 时 间 分 量 前 面 的 
负 号 理解 为 时 间 间 隔 的 减法 ,无 论 是 复 域 C 和 Cs, 还 是 C, 和 Cs, 从 物理 角度 对 
应 的 时 间 均 应 为 正定 的 ,这 为 Minkowski 复 空间 的 时 间 正 定性 以 及 正 、 反 粒子 的 
时 空 对 应 关系 莫 定 了 几何 基础 。 

四 维 Minkowski 时 空 只 用 以 表示 未 来 事件 的 时 间 间 隔 , 排 除了 过 去 事件 和 时 
间 倒 流 。 我 们 希望 时 间 正 定性 问题 以 及 时 间 反 演 和 共 力 变换 的 这 种 混乱 状态 能 在 
Minkowski 复 空间 肛 (a ,六 ) 中 得 到 解决 。 与 传统 的 Minkowski 恬 欧 空间 不 同 的 
是 ,Minkowski 复 空间 中 类 时 区 没有 上 下 之 分 ,只 有 左右 之 别 。 取 X(a ,这 ) 为 Ci 
中 的 时 空 点 , 它 的 复 巷 在 Cs 中 ,不 需 跨越 类 光 区 ,时 间 也 均 为 正定 的 。 C, 和 Cs 
对 应 一 t, 但 时 间 即 不 表示 过 去 ,也 不 能 倒流 ,上 文 分 析 了 C, 和 Cs 分 别 是 Cs 和 CC 
的 负 元 区 ,所 以 时 间 的 倒流 是 传统 物理 理论 缺少 数学 秩序 造成 的 。 

Minkowski 复 空 间 的 类 时 区 ,具有 相互 复 共 罗 的 时 空 点 同 在 未 来 类 时 光 锥 
中 ,这 种 性 质 与 传统 Minkowski 厢 欧 空间 具有 很 大 区 别 。 首 先 , 它 将 时 间 反 演 与 
共 轿 变换 分 成 两 个 不 同 区 域 。Minkowski 复 空间 的 时 空 点 XCca ,过 ) 的 复 共 罗 变 
换 对 应 着 空间 反 演 X" (a , 一 这 )， 两 时 空 点 的 时 间 均 为 正定 的 。Hawking 在 应 用 
Feynman 对 历史 求 和 的 问题 中 ,使 用 了 时 间 的 虚数 化 ,与 此 相反 ,在 Minkowski 复 
时 空 同样 也 可 应 用 Feynman 对 历史 求 和 的 方法 ,但 使 用 了 三 维 空间 的 虚数 化 。 其 
实 ,在 量子 力学 的 实验 中 已 证 实 了 在 正定 的 时 间 里 , 正 \ 反 粒子 在 三 维 空间 中 具有 
相反 的 运动 轨迹 。 第 十 三 章 中 我 们 也 将 看 到 ,描述 正 、 反 微观 粒子 的 CTQ 反 演 对 
应 着 共 思 变 换 , 即 厄 米 共 固 变 换 应 与 CTQ 的 联合 反 演 相 联系 。 

双 曲 Minkowski 空间 的 时 间 正 定性 与 热力 学 时 间 单 向 性 相 吻 合 , 它 否 认 了 时 
间 倒 流 的 可 能 性 ,也 排除 了 有 守恒 量 相对 应 。 我 们 认为 ,完善 双 曲 Minkowski 空 
间 的 时 空 性 质 和 时 间 方 向 的 讨论 ,在 量子 力学 和 狭义 相对 论 中 有 利于 一 些 物理 疑 
难 问 题 的 解决 。Minkowski 空间 的 两 点 问题 对 应 距离 和 度量 等 概念 ,方向 异性 的 
时 空 性 质 使 在 Minkowski 空间 中 讨论 距离 和 度量 要 比 Euclidean 空间 复杂 得 多 。 
其 实 , 无 论 在 狭义 相对 论 还 是 量子 力学 从 来 没有 真正 地 将 物理 事件 与 时 空 坐标 结 
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合 起 来 ,也 从 来 没有 从 几何 时 空中 给 出 数学 的 定义 并 规范 数学 的 运算 规则 。 双 曲 
Minkowski 空间 代数 结构 的 建立 规范 了 非 欧 几 何 与 数学 算法 的 关系 , 理 顺 了 物理 
规律 与 数学 秩序 的 联系 。 


3.3 同时 的 相对 性 和 类 空 区 的 物理 性 


式 (3. 1, 10) 为 Minkowski 复 空间 同一 类 时 区 中 两 个 物理 事件 的 类 空间 隔 , 在 
类 时 区 怎么 会 出 现 类 空间 隔 呢 ? 可 以 这 样 考虑 问题 ,在 图 3.1 中 ,从 物理 事件 
Xi (ci ,jm) 发 出 一 个 光 信号 ,还 没有 到 达 Xs (cs ,jrs), 在 Xs 处 的 物理 事件 就 发 生 
了 , 即 Xi (di,jrm) 和 Xs (ds ,jrs) 没有 取得 因果 联系 。 说 明 两 个 物理 事件 的 空间 
间隔 Ar 大 于 光 在 时 间 间 隔 Ar 内 传播 的 空间 距离 ,有 关系 : c|At| = |Ar| 过 
| Ar| , 所 以 两 物理 事件 的 时 空间 隔 是 类 空 的 。Minkowski 复 空间 类 时 区 中 两 个 物 
理事 件 的 类 空间 隔 对 应 于 类 空 区 域 的 一 个 时 空 点 ,这 为 类 空 区 即 所 谓 的 超 光 速 区 
赋予 了 一 种 新 的 物理 诠释 。 类 空 区 中 的 时 空 点 ,并 不 一 定 表示 该 时 空 点 所 对 应 的 
物理 事件 是 以 超 光速 运行 的 , 它 可 以 与 类 时 区 中 两 个 物理 事件 的 类 空间 隔 相 关联 。 
同一 类 时 区 两 个 物理 事件 在 类 空间 隔 中 不 会 有 因果 联系 ,但 仍 可 利用 光 信号 作为 
一 个 标准 或 尺子 来 描述 它们 的 时 间 间 隔 与 空间 间隔 的 关系 。 例 如 取 Ar 是 cAt 的 
二 倍 、 三 倍 等 ,表示 两 个 类 时 事件 发 生 的 空间 距离 与 光 传播 距离 的 对 比 关系 ,可 以 
在 类 空 区 由 不 同 的 时 空 点 来 表示 。 这 样 , 在 狭义 相对 论 中 就 没有 必要 引入 超 光 速 
的 概念 ,去 追求 与 类 空 区 时 空 点 相对 应 的 物理 事件 在 超 光速 下 的 因果 诠释 。 

例 3.2 在 图 3.1 的 C 中 , 取 时 空 点 Xi 一 5 十 2j,Xs 一 6 十 有 , 则 Xs 一 Xi: 一 
1 十 2j € Cz。 取 内 积 , 有 关系 : AX" AX 二 1 一 4 = 一 3 二 0, 时 空间 隔 为 类 空 的 。 如 
取 Xs 一 5 十 有, 则 Xs 一 Xi 一 2j, 满足 AX* AX = 一 4 过 0。 


类 时 区 中 两 个 物理 事件 的 类 空间 隔 在 特殊 情况 下 取 A 二 0,Ar 天 0,8 一 也 


时 ,说 明 两 物理 事件 异地 同时 发 生 。 图 3. 1 中 如 Xi(a ,jr) 和 Xs (a ,jr) 的 连 线 垂 
直 于 a 轴 , 这 时 不 可 能 考虑 两 物理 事件 的 因果 联系 ,但 由 Lorentz 变换 可 以 讨论 两 
个 参照 系 同时 性 的 相对 性 。 在 类 时 区 取 两 个 时 空 点 的 差 值 


AX = Xs 一 Xi = cAt +jiA7 (3.3.1) 
对 应 间隔 不 变量 为 
AX"AX 一 cz (AD2 一 (Ar)2 (3.3.2) 
当 At = 二 0 时 ,有 
AX* AX =— (Ar)* <0 (3.3.3) 


式 (3. 3. 3) 为 类 空间 隔 , 说 明 异 地 同时 发 生 的 两 物理 事件 之 间 没 有 因果 联系 。 将 式 
(2. 2. 20) 的 时 空 变换 关系 改写 成 
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Ce ea a Ci A Ad Cnt ca 
= (t+) + 
we 
(3. 3.4) 
当 式 (3. 3.4) 中 At = 0 时 ,有 
Ar 一 对 A 十 车 Ay 十 革 Ae 一 本 各 G8.3.5) 
[3 c C Cc 


式 (3. 3. 5) 说 明 , 在 坐标 系 X(a ,jr) 中 同时 发 生 的 物理 事件 ,在 X (a ,jr ) 系 中 并 
不 一 定 同时 发 生 , 即 同时 性 具有 相对 性 。 
参照 时 空间 隔 不 变量 关系 式 (2. 2. 14) ,可 以 将 式 (3. 3.4) 写 成 内 积 形式 
AX"* AX= (cAt)’ 一 (Az)2 — (Ay)’ — (Az)’ 
= (cAt)’ — (Ar)’: — (Ay)’— (Az)’ = AX'" AX’ 
将 式 (3. 3. 6) 代 和 人 同时 性 条 件 , 有 
— (Az)’ — (Ay)’ — (Az)’ = (cAt)’ — (Azr)’ — (Ay)’ — (Az’)’ 


(3. 3.6) 


(3.3.7) 

将 式 (3. 3. 5) 与 (3. 3.7) 联 立 , 满 足 

(eae) — Ar) — (ay) (Ar) = (FA) 一 (Ar = (1) 
(3. 3. 8) 


由 于 两 参照 系 之 间 的 相互 运动 为 亚 光速 ,满足 v 二 c, 则 式 (3. 3. 7) 满 足 关系 式 ， 
AX'*AX’ = (1)(ar): = 一 人 An: = AX*AX<0O (3.3.9) 


式 (3. 3.9) 为 类 空 的 。 即 两 个 物理 事件 如 在 坐标 系 XCa ,jr) 中 同时 发 生 ,在 坐标 
系 X' (ad ,jr ) 中 可 以 不 同时 发 生 , 但 两 事件 之 间 保持 类 空 性 质 ,不 可 能 发 生 因果 
联系 。 


3.4 时 胀 . 尺 缩 及 时 序 问题 


两 个 物理 事件 在 不 同 参照 系 X (a' ,jr ) 和 X(ca ,jr) 中 的 坐标 变换 关系 由 式 
(2. 2. 11) 可 以 写成 
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(3.4. 1) 


取 两 个 事件 在 X(a ,jr) 中 同一 地 点 发 生 , 有 关系 : A7 二 ,一 = 0。 如 果 两 事件 


先后 发 生 , 则 相应 的 时 间 间 隔 At 一 握 一 所 之 0。 将 Ar 一 0 代入 式 (3.4.1) 中 ,可 简 
化 为 
ArF' = At 
时 (3.4.2) 
A 一 工 A 


式 (3.4. 2) 表 明 同 地 也 具有 相对 性 , 即 在 XCca ,jr) 中 同一 地 点 发 生 的 两 个 事件 ,在 
X' (ca ,jr ) 中 必 ' 夭 0, 说 明 两 个 物理 事件 是 异地 发 生 的 。 图 3. 1 坐标 系 XCa ,jr) 
中 , 同 地 发 生 的 物理 事件 对 应 于 a 轴 是 一 条 水 平 线 , 辐 角 p = 0。 但 在 坐标 系 
X'(a' ,jr ) 中 ,对 应 异地 发 生 的 物理 事件 是 与 a 轴 具 有 一 定 倾角 的 直线 , 辐 角 
9 >0。 因 此 ,不 同 参照 系 X (cd“,jr) 和 X(ca ,jr) 间 的 坐标 变换 相当 于 同一 参照 
系 X(a ,jr) 绕 定点 转动 。 
式 (3.4. 2) 中 包含 了 时 间 膨 胀 和 尺度 收缩 的 相对 论 效应 。 其 中 第 二 式 的 At 是 
由 静止 于 此 参照 系 X(a ,jr) 中 的 钟 测 出 的 ,对 应 的 固有 时 最 短 。Ax 是 两 事件 在 相 
对 运动 的 参照 系 X' (ca“ ,jz') 中 的 时 间 间 隔 , At 与 固有 时 At 相 比 发 生 了 时 间 膨 胀 
效应 。 如 取 一 个 尺子 静止 在 X (ca ,jz') 中 , 则 在 式 (3.4.2) 第 一 式 中 , | A7’| = 
六 一 六 | 二 坟 , 为 尺 的 原 长 。 在 X(a ,jr) 中 同一 地 点 , A7 二 0, 用 时 间 间 隔 At 测 
得 该 尺 的 长 度 为 | 亏 | At = 1, 为 测 长 。 式 (3. 4. 2) 中 第 一 式 可 改写 为 
l= (3.4.3) 
式 (3.4. 3) 满 足 尺度 收 缩 的 相对 论 效 应 。 显 然 时 间 膨 胀 和 尺度 收缩 的 相对 论 效 应 
对 应 同一 个 四 维 时 空 变换 关系 ,即时 间 膨 胀 应 伴随 尺度 收缩 ,反之 亦 然 。 式 
(3.4. 2) 的 时 空 变换 不 变量 为 
(cAt)2 一 (Ar )2 = (cAz)’ (3.4.4) 
由 于 式 (3. 4.4) 中 (cAz)? 之 0, 所 以 为 类 时 间隔 。 即 时 间 膨 胀 和 尺度 收缩 效应 只 满 
足 于 两 物理 事件 以 亚 光速 运动 的 类 时 间隔 ,而 两 事件 的 类 光 间 隔 和 类 空间 隔 均 不 
满足 时 胀 和 尺 缩 效 应 。 
式 (3. 4. 2) 第 二 式 中 At 和 Az 的 时 间 次 序 是 不 能 颠倒 的 。 可 以 证 明 时 序 颠 倒 
只 适用 于 类 空 事件 。 方 便 起 见 , 取 逆 变换 式 (3. 3. 4) 中 的 一 维 情况 ,满足 关系 At 一 
所 一 址 < 去 0At 二 太一 二 之 0, 以 及 Azr' = zs 一 zi 之 0, 即 假设 两 物理 事件 在 坐 
标 系 XCa,jz) 和 X'(c“,jz') 的 时 序 是 颠倒 的 。 对 应 式 (3. 3.4) 中 第 四 式 满足 
关系 : 
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必 = 工 (A 一 zs 全 )<0 (3.4.5) 
a C 
因为 相对 论 因子 a > 0, 有 关系 : 

必 一 s 和 全 <0 (3.4.6) 
或 

CA ww 

Az” < 这 (3.4.7) 
满足 关系 : 

CA < Ar’ (3.4.8) 


式 (3.4. 8) 说 明 时 序 颠 倒 只 能 在 事件 的 类 空间 隔 中 发 生 , 即 满足 时 序 颠 倒 的 事件 之 
间 不 能 产生 因果 关系 。 


3.5 光 的 Doppler 效应 


两 个 物理 事件 以 光 信号 取得 因果 联系 时 对 应 于 类 时 区 中 的 类 光 间 隔 。 在 图 
3. 1 中 ,两 物理 事件 X(t1,jri) 和 Xs(cds ,jms) 以 及 Xi (djr) 和 XiCdtyjr) 均 
为 事件 的 类 光 间 隔 。 满 足 四 维 间隔 不 变量 
(cAt')2 一 (Ar )2 一 (cAt)2 一 (Ar)2 一 0 (3.5.1) 
对 于 微观 客体 之 间 实 物 粒子 与 光量 子 的 耦合 涉及 质量 和 能 量 的 转换 关系 ,在 
后 续 章节 中 进行 讨论 。 对 于 宏观 物体 之 间 通 过 光 信 号 的 联系 ,由 式 (3. 5. 1) 有 
cAt’ 一 AP 
低 一 Ar 
式 (3. 5. 1) 和 (3. 5. 2) 说 明 , 在 不 同 坐标 系 X' (a ,jz’) 和 XX(a ,jr) 中 两 个 事件 的 类 
光 间 隔 相 等 ,这 表示 两 个 事件 相距 的 空间 距离 等 于 光 信号 传播 的 时 间 间 隔 , 或 两 个 
物理 事件 可 以 通过 光 信号 取得 因果 联系 。 当 发 出 光 信号 的 光源 与 观察 者 相对 静止 


时 , 光 信号 的 波长 .周期 以 及 频率 分 别 为 4、T、v 一 一 于， 或 cT = 1, 与 式 


(3. 5. 2) 的 第 二 式 类 同 。 当 光源 向 着 观察 者 运动 ,发 出 相 邻 两 个 光波 峰 时 ,光源 向 
观察 者 运动 距离 为 vAt == vT'。 两 波峰 之 间距 离 为 X 二 (c 一 v)T ,观察 者 测 得 光 
的 频率 为 


(3. 5. 2) 


当 C 


2 一 力 一 THT 《3.5.3) 
了 是 相对 于 波源 静止 的 参照 系 测 得 同一 地 点 光源 相继 发 出 两 个 波峰 的 时 间 周 期 ， 
为 固有 时 ,满足 式 (3.4. 2) 的 时 间 膨 胀 关 系 

T= 17 = 


(3. 5. 4) 
(i 
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式 (3. 5. 4) 为 光源 以 亚 光速 运动 时 所 对 应 的 参照 系 与 静止 参照 系 之 间 所 满足 的 相 
对 论 效 应 。 由 式 (3. 5. 3) 和 (3. 5. 4), 有 


机 家 _ /ctv 
» = DT Nw (3. 5. 5) 
同 理 , 当 光源 远离 观察 者 时 ,将 一 代替 式 (3. 5. 5) 中 的 有 
v= (3.5.6) 


ci+v 
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Minkowski 复 空间 作为 双 曲 复数 的 本 体 空 间 ,可 以 将 狭义 相对 论 的 物理 问题 
进行 数学 化 处 理 。 按 双 曲 复 函 数 的 运算 规则 论述 狭义 相对 论 中 的 物理 问题 ,使 高 
速 运 动 客体 的 物理 规律 与 复数 的 性 质 结合 起 来 ,为 解决 狭义 相对 论 的 普遍 形式 提 
供 了 新 的 数学 工具 。 对 高 速 运动 物体 的 客观 规律 赋予 几何 代数 以 及 分 析 结构 ,使 
狭义 相对 论 的 理论 基础 脱离 了 对 物理 思辩 的 依赖 关系 。 两 个 物理 基本 假设 融入 数 
学 的 运算 规则 中 ,完成 了 狭义 相对 论 从 物理 假设 到 数学 基础 的 转变 过 程 。 同 时 ,从 
复 变 函数 的 运算 规则 出 发 使 狭义 相对 论 物理 规律 与 复 变 函 数 的 性 质 建立 起 内 在 的 
多 辑 关联 ,为 后 续 内 容 特 别 是 找到 并 建立 一 套 与 量子 力学 具有 深层 次 联系 的 数学 
框架 莫 定 了 理论 基础 。 


4.1 四 维 双 曲 速度 


在 四 维 Minkowski 复 空间 取 惯 性 系 HCa' ,jz') 和 百 (d”,j 产 ) 以 常 速 志 相对 
运动 。 对 坐标 函数 微分 , 则 式 (3. 4. 1) 的 变换 可 写成 


| 二 "十 ( 沙 一 1)< 柜 于 十 本 df 


, i (4.1.1) 
pa Sv 
de =P (M+) 
其 中 ,相对 论 因子 a = 1 一 到 。 式 (4.1.1) 中 , 令 六 二 + 为 固有 时 , 取 dz” 二 0, 满 
足 关系 : 
dz 一 ap 一 ar 
关 (4.1.2) 
dz 一 了 dy 一 Bdr 
a a 
间隔 不 变量 可 写作 
Cd — dr = ed = ede (4.1.3) 
另 取 惯性 系 HH(a ,六 ), 令 其 与 H(a”,j 产 ) 以 常 速 矿 相对 运动 ,满足 关系 : 
dF = df = dr 
(4.1.4) 
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其 中 ,相对 论 因 子 /一 二 十 ， 间隔 不 变量 可 写作 


czdz2 一 dr2 = od 一 czdr2 (4.1.5) 
如 惯性 系 HC(a',j7) 和 五 (a ,这 ) 以 常 速度 世相 对 运动 , 则 由 式 C4. 1.1) 满 足 
关系 式 : 


(4.1.6) 


其 中 ,相对 论 因子 a 二 1 一 z。 由 式 (4. 1.3) 和 (4. 1.5) 联 立 , 有 间隔 不 变量 


Cd?—dr’?=cedi—dr= cdr (4.1.7) 
或 
e (至 ) 一 ( 坚 ) =< (时 ) -( 笠 ) = (4.1.8) 


式 (4. 1. 8) 中 包含 了 狭义 相对 论 两 条 基本 原理 。 惯 性 系 HCG’, )、HCa”,j7) 以 
及 H(t，, 江 ) 相互 间 具 有 任意 性 和 等 价 性 , 满足 狭义 相对 论 中 的 相对 性 原理 ; 式 
(4.1. 8) 表 示 在 四 维 速度 空间 的 坐标 变换 中 光速 为 坐标 变换 不 变量 ,满足 光速 不 变 
原理 。 式 (4. 1. 8) 是 从 复 变 函 数 的 运算 规则 出 发 ,以 四 维 时 空 等 距 变换 的 数学 形式 
推导 出 狭义 相对 论 两 条 基本 原理 ,应 该 具有 较 高 的 数学 秩序 。 
由 式 (2.1.3), 取 

dX, = cdt +jd7 (4.1.9) 

式 (2. 2. 12) 的 四 维 Lorentz 变换 可 改写 为 


a [+ 全- 旺 全 -9 本 人 -区 刘 取 


v a v a v ac 
, 1 J 1 仅 1 = jj 
地 | | ta DE lv 
, 党 1 Ue 1 UyUs 1 1 \ 妈 ju 
i 全 1) v (a 1 1+(3 1) 要 ac jdz 
cd 过 jv, 过 工 | cd 
ac ac ac a 
(4.1.10) 
满足 时 空间 隔 不 变量 
dX/+dX, = dX+ dX, (4.1.11) 


式 (4.1.11) 和 (4. 1. 7) 是 相同 的 。 式 (4. 1. 8) 可 改写 为 
dXe dX dX; dX _ 


i i 人 
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由 式 (4. 1. 12) 可 以 抽象 出 一 类 随 固有 时 变化 的 四 维 速度 , 取 


ds (4.1.13) 
dr 
式 (4. 1. 13) 定 义 为 四 维 速度 ,间隔 不 变量 为 光速 。 式 (4. 1. 12) 写 成 
oo = oo, = (4.1.14) 


Minkowski 复 空间 有 H(t ,地 ) 和 (a,j) 的 时 空 映射 关系 式 (2. 1. 14) 可 改写 为 


MX = XmX, — SX (4.1.15) 


站 


其 中 , 6@ = 工 (c 十 过 ) 为 四 维 速度 , # 一 字 为 三 维 空间 速度 。 令 


= 时 = 加 十 运 (4.1. 16) 
有 关系 : 
j= 和 1 lr 
5= 至 = 二 到 = (4.1.17) 
.Ee (4.1.18) 
dr a a 


取 台 为 物理 事件 A 相对 于 时 空 坐标 HH(a ,jF) 的 运动 速度 , 5 为 两 个 四 维 时 
空 坐标 五 (cd ,地 ) 和 (a,j') 的 相对 运动 速度 。 当 HH(a ,jz') 与 物理 事件 A 相 
对 静止 , dr = dr 为 固有 时 ,有 关系 : 立 二 广 。 速度 空间 间隔 (4. 1. 14) 可 写作 
,二 哆 一 六 二 (4.1.19) 
取 四 维 速度 空间 及 (am ,次 ), 由 式 (4. 1.6) 和 (4.1.17) ,一 般 情况 下 去 与 可 并 
不 相等 。 式 (4. 1. 19) 中 物理 事件 在 两 空间 坐标 中 的 速度 分 别 是 上 和 总 , 即 在 
H(a ,这 ) 中 物体 的 运动 速度 区 与 可 是 不 同 的 。 可 将 区 分 解 为 芒 二 症 十 本 ， 其 中 
$y 与 十 的 方向 相同 ,并 具有 相对 论 效应 ; 5 与 六 的 方向 垂直 ,不 具有 相对 论 效 应 。 
对 式 (4. 1. 6) 除 以 固有 时 ,有 四 维 速 度 空间 的 普遍 Lorentz 变换 形式 为 


居 一 可 + (1) SE +2 


sp (4. 1. 20) 
B= (B+) 
其 中 ,可 = 竺 ,66 ==。 学 。 式 (4.1.20) 也 可 写成 四 维 算 阵 形式 
不 一 Una (4.1.21) 


其 中 ,变换 矩阵 U, 满足 式 (2. 2. 5) 。 展 开 式 (4. 1. 21) ,有 与 式 (4. 1. 10) 相 对 应 的 
四 维 速度 变换 矩阵 
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二 


a vv a v ac 
nh 1 _1\vv. 1_i\ 1 vu jvy||.. 
AC 1+( 人 -] ( 人 -本 受 局 
这 | | li (liv 1_1)s jill|;s 
I (a 1) 驾 (a 区 1+(s 1) 演 ac | | 
/ jv jv, jve 工 | La 
ac ac 人 由 
(4. 1. 22) 
式 (4. 1. 22) 可 写成 分 量 的 形式 
= =&+ (i -1)S “Du + Eo 
st (Lp 
a 人 ac 
wn (4. 1.23) 
d= (tl) +s 


4 -1a+) 


对 式 (4. 1. 21) 或 (4. 1. 22) 取 内 积 ,间隔 不 变量 可 对 应 写作 


-12 __ 12 


好 二 区 二 研一 均一 去 Ce ai2) 一 去 Cc az2) 一 c (4.1.24) 
式 (4. 1. 24) 与 (4. 1. 14) 具 有 类 同 的 形式 。 
非 欧 内 积 空间 抽象 出 的 拟 距 离 由 线 度 因子 和 方位 因子 共同 决定 (参见 第 二 十 
一 章 定义 21. 8) 。 式 (4. 1. 24) 中 四 维 速度 所 对 应 的 拟 距离 可 定义 为 
p= Vo, = Yeu (4.1.25) 


a 


式 (4.1.25) 中 Ve 一 看 做 线 度 因 子 ,相对 论 因子 a 为 方位 因子 。 当 取 0 寺 vc 
时 ,限定 了 0 过 a 过 1。 图 3.1 类 时 区 Ci 中 ,两 时 空 点 的 连 线 Xi Xs 和 XX 对 应 于 


类 光 间隔 ,满足 5 一 ,或 | 经 | 二 1 二 0, 拟 噬 离 等 于 零 ;而 连 线 XiX: 对 应 w< 
< 或 | 多 


CAt 


二 1,0 二 a 二 1, 对 应 拟 距 离 大 于 零 。 


4.2 速度 的 合成 


在 四 维 Minkowski 复 空间 可 以 讨论 速度 合成 的 一 般 形式 。 式 (4. 1.6? 可 改 
写成 
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d+ (1) + 
et (4.2.D) 
et) 


(3 


用 式 (4. 2. 1) 的 第 二 式 除 第 一 式 , 得 
D+ + 10) CP 
(4. 2. 2) 


= = 
1 十 
二 时 ,得 
(4. 2. 3) 


十 
式 (4. 2. 2), 速 度 合 成 公式 可 写成 分 


C 
式 (4. 2. 3) 为 特殊 情况 下 的 速度 合成 公式 。 由 
量 形 式 


TVr 
i Us 


wt [e+ 00) 区 
v 
1 十 言 (vaus 二 vuy 十 vue) 


w+ (1—a) Du, 
vw? 


+a @) EY, + (1—a) 
v Vv 


v2 
二 (1 一 ) 广 


轧 十 (1 一 a) zzgzve 十 [< 
1 = 1 
1+ (vu 二 vuy 二 vue) 


ew, + (1 —0) ew, + [e+ (1—a) 要 | 


ww 十 (1 一 oa) 


1 十 去 (oa 十 wzuy vu:) 
(4. 2. 4) 


或 
wtas+ (1—a) 2 


和 二 EE 
lt 
_ te te 3 DD 


uy Pa 
veu 
和 

CC 


(4.2.5) 


ae 十 一 由 到 2 到 


pe EE 
lt 
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当 v= 二 wyw, 二 v= 二 0 时 , 式 (4.2.5) 可 写成 


dz -= 2 十 上 e 
各 1 十 这 : 
ee 
dy /ay 
入 一 必 一 (4. 2.6) 
I 
C 
dz 一 = 
上 1 十 验 
由 式 (4. 1. 13) 一 式 (4. 2. 3) ,可 验证 式 (4. 2. 5) 和 (4. 2. 6) 满 足 关系 式 : 
妈 二 媒 十 她 十 志 
4.2.7 
人 一 2 十 zz 十 zz 


双 曲 复 空间 速度 合成 公式 (4. 2. 3) 也 可 通过 双 曲 复数 辐 角 加 法 或 Minkowski 
复 空间 的 时 空 旋转 而 得 到 。 设 wm ,pz 分 别 为 双 曲 复数 ai = Ri (chp 十 jshpl) ,az 一 
Ra: (chys 十 jshygz) 的 辐 角 。 取 p 二 十 pe， 有 双 曲 复数 a 二 RCchp 十 jshp), 由 式 
(1.1.18), 取 v= Rshpyc 一 Rechp, 有 


arcth 和 = arcth 2 十 arcth 2 (4.2.8) 
因为 
(Ee 十 za) = shzichz; 十 chzishzz (2.9) 
ch(zi 十 zz) 一 chzichz; 十 shzishzz 
式 (4. 2. 9) 与 (4. 2. 8) 联 立 得 
v 二 也 十 呈 (4.2. 10) 


1 十 宝生 
式 (4. 2. 10) 与 (4. 2. 3) 具 有 相同 的 形式 ,为 双 曲 复 空 间 的 速度 合成 公式 。 
4.3 惯性 系 中 的 加 速度 
在 四 维 Minkowski 复 空间 取 加 速度 空间 H(W。,j 还 ), 四维 双 曲 加 速度 定 
义 为 
一 Wu 十 甫 (4. 3. 1) 
其 中 
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(4. 3. 2) 
dr 本 也 


取 两 惯性 系 HCa ,地 ) 和 HH(a ,jz'), 相对 运动 速度 吉 为 常 矢量 ,客体 的 运动 速度 
为 下 二 入， 加 速度 为 z 二 至。 式 (4. 3. 2) 可 写作 


六 ld_d 
A pr Fk) 
| 3 (4.3.3) 
i Va 
Wo &(z) 9 


加 速度 空间 间隔 不 变量 


W:W, =Wi— 四 


a 


(4.3.4) 
式 (4. 3.4) 为 类 空 的 。 在 四 维 惯性 系 中 可 以 讨论 加 速度 的 变换 关系 ,对 式 (4. 2. 2) 
取 微分 ,并 注意 到 式 (4. 2. 1) 的 第 二 式 , 有 关系 


Eta 0) (G+ 5 二 十 (1 一 o) 于 相模 


) .到 
i 
(+ 2) (+ ) 
(4. 3.5) 
其 中 , 7 二 蝶 为 客体 在 Ha 人 ) 中 的 如 速度 , z 二 坚 为 客体 在 H(a, 志 ) 中 
的 加 速度 。 当 去 办 六 时 ,由 式 (4. 2. 3) ,得 
4 一 3a (4.3.6) 
(+ 党 ) 
当 取 v= wy 二 v 二 0 时 ,由 式 (4. 3. 6) ,有 分 量 关系 : 
3 
A 2 


(4. 3.7) 


式 (4. 3. 7) 为 两 惯性 系 相 互 间 以 速率 " = v. 运动 时 客体 的 加 速度 变换 式 。 
在 惯性 系 中 四 维 Minkowski 复 空 间 为 平 直 空间 ,所 谓 加 速度 空间 互 (W。,jW)， 
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是 客体 在 平 直 的 非 欧 空 间 中 作 加 速 运动 。 对 式 (4. 1. 20) 进 行 微分 ,有 


W.T=0 
式 (4. 3. 9) 第 一 式 表明 四 维 Minkowski 平 直 空间 中 客体 的 三 维 空间 加 速度 相等 ; 
式 (4. 3. 9) 的 第 二 式 表示 三 维 空间 加 速度 矢量 矿 一 和 与 两 惯性 系 相 对 运动 速度 亏 
相互 正 交 。 由 于 两 惯性 系 之 间 的 相对 运动 为 匀速 直线 运动 ,说 明 客体 在 四 维 
Minkowski 平 直 空间 中 作 加 速 运动 时 世界 线 为 曲线 ,如 图 4. 1。 


dG _ /1 ,5 do 
1) (全 了 7+ 志 dr 二 
炭 _1( 晤 -+ 是. 
dr + 这 5) 
注意 到 式 (4. 3. 3) ,有 关系 Pe 
W’=W 
| (4. 3. 9) 


图 4.1 变速 运动 客体 世界 线 图 


四 维 加 速度 矢量 也 可 写成 矩阵 形式 
W’ = U,W, (4. 3. 10) 
或 

WwW’ 14_1) 朗 (ii1)22 工 _lyzzs jl],; 
这 = 1+ 人 (2 1 了 2 (8 1 加 ( 1) vv? ac jW 
本- 学 人- 人 -学 下 
| | (11 工 _1Nyz2zs 工 _1N 到 过 ||; 
Ww | 

» ac ac ac a : 


(4. 3. 11) 
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对 式 (4. 3. 10) 或 (4. 3. 11) 进 行内 积 运算 ,满足 式 (4. 3.4) 的 加 速度 空间 间隔 不 变 
量 。 式 (4. 3.4) 也 可 以 写成 度 规 张 量 的 形式 ,加 速度 空间 间隔 不 变量 写 为 g, 称 
为 基本 度 规 张 量 , 则 
ds = gp dey dey = gh, do do” (4. 3. 12) 
其 中 , gu 二 ge ,为 基本 度 规 张 量 [参见 第 二 十 四 章 式 (24. 2. 16)]。 
由 于 式 (4. 3. 11) 中 的 变换 矩阵 或 基本 度 规 张 量 满足 
Ergp = gg =1 (4.3.13) 
所 以 惯性 系 为 平 直 空间 ,惯性 系 之 间 的 相对 运动 为 匀速 直线 运动 ,但 作 加 速 运动 的 
粒子 的 世界 线 为 曲线 。 由 于 实物 粒子 作 亚 光 速 运动 , 则 世界 线 上 各 点 的 切线 斜率 


满足 0<<p 过 下 ,或 一 到 之 p 之 0, 如 图 4.1 所 示 。 


4.4” 非 惯性 系 中 的 加 速度 


两 时 空 坐标 H(d ,六 ) 和 (a ,地 ') 相对 运动 速度 立 为 变 矢量 时 对 应 非 惯 性 

系 。 论 述 一 般 情况 下 非 惯性 系 的 坐标 变换 关系 应 该 在 弯曲 时 空中 进行 ,这 超出 了 

本 书 的 讨论 范围 ,本 节 只 讨论 特殊 情况 。 取 及 (a',jz') 固定 在 客体 上 , df = dr， 
二 5, 以 二 0。 有 关系 : 


旺 ( 革 )= 王 有 (4.4.1) 


将 式 (4. 4. 1) 代 人 式 (4. 3. 1) ,注意 到 式 (4. 1. 12) 和 (4. 1.13), 有 


廊 1 TT a) 
Ld 人 本 


(4.4.2) 
dt 
We ad atc 
而 四 维 加 速度 为 
do _ d/l\ .ad_Tad, .rd dT.ad) 
Wa dr = 色 名 (+ 所 ac 十 iL 全 二 atc2 ] (4.4.3) 
由 式 (4. 4. 3) ,加 速度 空间 间隔 可 写作 
% (Ta)’ 
WiW, = Wi—wW’ [s + | (4.4.4) 
如 取 右 /区 , 则 式 (4. 4. 4) 为 
W: WW,=Wi—W’ 一 一 拖 (4.4.5) 


将 式 (4. 4. 3) 写 成 分 量 形 式 
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| Ve(TD * ad) 


2 
人 (4.4.6) 
Ws 一生 十 和 
Wo 加 
在 Hq, 地) 中 , 式 (4.4. 6) 可 简化 为 
W= s+2W,, Wu。 一 亏 : 开 (4.4.7) 
a C arc 
由 式 (4. 1. 14) 取 微分 ,有 关系 式 : 
dor to ds = W: 本 十 下 *W,=0 (4.4.8) 
一 般 形式 的 度 规 张 量 满足 关系 : 
sg. BE WdXe dx = gdX'rdX” 
度 规 之 间 的 联系 为 
, _ BX* 3Xp 
gh XT OXTE® 
4.5 四 维 双 曲 动量 


在 四 维 Minkowski 动量 空间 取 P, = mo6,, 为 四 维 双 曲 动量 ,其 中 xm 为 静 质 
量 , 取 客 体 的 质量 m = 开 ， 则 


P, = po ti = PE + jmo =m PE (4.5.1) 
a a T 
令 客体 的 能 量 和 质量 关系 为 
E=™e i (4.5.2) 
则 式 (4. 5. 1) 可 写作 
已 一 ma, = 鼎 + 泛 (4.5.3) 
对 式 (4. 5. 3) 取 内 积 ,并 注意 到 式 (4. 1. 14), 有 
PrP, = -p=me (4.5.4) 


显然 , ric > 0 为 四 维 动量 空间 的 坐标 变换 不 变量 ,在 非 欧 度量 空间 中 定义 为 拟 
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距离 。 式 (4. 5. 4) 中 moc? 为 静 能 ,满足 能 量 动量 关系 : 
EF: = pc+mic (4.5.5) 
四 维 双 曲 动量 在 Minkowski 动量 空间 中 应 有 相应 的 几何 表示 。 将 图 4. 2 分 
成 类 时 区 、 类 光 区 和 类 空 区 , 式 (4. 5. 1) 在 图 4. 2 的 类 时 区 为 一 个 四 维 几 何 点 。 在 
四 维 动量 空间 进行 映射 , 取 单 位 四 元 数 


Pw = ché 十 jshE (4. 5.6) 
其 中 , E 为 四 维 动量 矢量 相对 E/c 人 有 关系 : 
和 一 [1 Earctha 动 (4.5.7) 


| 


马 G 0 EA 
图 4.2 Minkowski 动量 空间 


对 式 (4. 5. 6) 取 内 积 ,满足 
ch:é—sh:*é=1 (4. 5. 8) 


参照 式 (2. 1. 14) ,到 两 避 性 系 P (三 , 涝 ') 和 了 (三 , 远 ) 以 速度 吉 作 相对 运动 , 满 
足 映 射 关系 
P=—E+i' = PwP, = (ht +jsh) (E+iB) (4.5.9) 
展开 式 (4. 5. 9) 有 关系 式 : 
FB = ECsh¥ + BchE) 


E Eche + BshE) 


C 


(4. 5. 10) 
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和 一 she 一 羡 
th = (4.5.11) 
由 式 (4. 5. 8) 和 (4. 5. 11), 有 
a RY Ca t 
ché 站 (1 5 ) (4. 5. 12) 


将 式 (4. 5. 11) 和 (4. 5. 12) 代 入 式 (4. 5. 10) 导 出 动量 形式 的 Lorentz 变换 


这 光 


(4. 5. 13) 
已 一 十 (E 十 在, 如) 
将 式 (4. 5. 13) 写 为 矩阵 形式 
话 ] {1 ;去 |[ 泛 
a oc 
= (4. 5. 14) 
E| | 这 1|lE 
C J a C 


在 双 曲 动量 空间 ， H(E ,8) 和 HH(E 'j”) 也 可 讨论 四 维 动量 的 一 般 变换 形 
式 ,参照 式 (4. 1. 16) (4. 1. 20) 和 (4. 5. 1) ,有 关系 : 
9 


(4. 5. 15) 
El1E+B.5 


其 中 
(4. 5. 16) 


式 (4. 5.15) 可 以 写成 四 维和 矩阵 形式 
P, =U,P, (4.5.17) 

展开 式 (4. 5. 17), 有 式 (4. 1. 22) 类 似 的 矩阵 形式 
国生 汪 
Cl 


we 
E 地 也 jo 


nl- 8 AE a 
3 


| 


C ac ac ac 


(4.5.18) 
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对 式 (4. 5. 17) 或 (4. 5. 18) 取 内 积 , 有 关系 式 : 


UtU, =U,Us =1I (4.5.19) 
对 应 的 动量 空间 间隔 不 变量 为 
PP’ = PtP, 一 mic (4. 5. 20) 
或 
pe (4.5.21) 


式 (4. 5. 20) 和 (4. 5. 21) 与 能 量 动量 关系 式 (4. 5. 5) 具 有 相同 的 形式 ,但 乘法 规 
则 却 不 相同 。 式 (4. 5. 20) 和 (4. 5. 21) 为 四 维 动量 空间 中 四 维 矢量 的 内 积 所 对 应 的 
间隔 不 变量 ,满足 动量 空间 的 映射 关系 ,利用 了 四 维 动量 乘法 所 满足 的 多 项 式 混合 
运算 。 它 不 仅 是 联系 着 四 维 时 空中 物体 能 量 ,动量 和 静止 质量 的 关联 方程 式 ,也 应 
满足 高 速 运动 粒子 运动 方程 所 满足 的 协 变性 条 件 , 比 传统 理论 内 积 的 缩 并 运算 具 
有 较 高 数学 秩序 。 式 (4. 5. 18) 能 展 成 分 量 形式 


和 1_1\(B. Du , Ev, 
六 一 加 十 (< 1) 了 2 Let 


et (ss) 
(4.5.22) 


, 1 (BDv , Ev 
P=pt 1) + 


在 图 4.2 的 类 时 区 也 可 以 讨论 两 点 问题 。 当 两 几何 点 ( 旦 ,jp ) 和 
( 吾 ,jps ) 的 连 线 平行 或 垂直 类 光 区 时 ,由 式 (4. 5. 3) 满 足 关系 式 : 


AP, = Ps, —P, = AE+iAF (4.5.23) 


对 式 (4. 5.23) 取 内 积 ,有 

(AE)2 = (Es—E)’= (ps—p)c 一 (Ap)zc2 一 0 (4.5.24) 
式 (4. 5. 24) 将 类 时 区 的 实物 粒子 与 类 光 区 的 光量 子 在 动量 空间 中 联系 起 来 ,使 实 
物 粒子 与 场 的 质量 能 量 转化 关系 有 了 几何 解释 。 这 为 Dirac 方程 和 Yang-Mills 方 
程 以 及 Maxwell 方程 的 几何 联系 莫 定 了 几何 基础 。 


4.6 ”四 维 椭圆 动量 
相对 论 量子 力学 中 ,高 速 粒 子 运动 微分 方程 满足 的 能 量 动量 关系 与 Minkowski 
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动量 空间 是 有 联系 的 ,有 必要 讨论 酉 图 复数 和 其 对 应 复 空间 的 几何 关联 。 在 四 维 
椭圆 动 量 空间 取 四 维 矢量 P. (三 , 旋 ), 取 线性 关系 


B= 三 十 话 = Ge® 一 G(cosz 十 ising) (4. 6.1) 
其 中 ,G 一 [ (三) 十 大 ] 为 椭 加 四 维 动量 的 模 , E 为 机 加 动量 复 空间 中 四 维 动量 
P( 于 , 话 ) 相对 E/c 轴 的 矢量 辐 角 ,有 关系 ; 


= p 
t= Tetan( 埃 :) (4. 6. 2) 
满足 关系 式 
cos:t+ sint = 1 (4. 6. 3) 
在 椭圆 动量 空间 取 内 积 ,有 
P:P, = (三 一 访 ) (三 十 旋 ) E+tp Ge (4. 6.4) 
如 取 G: = 一 mgcz， 有 
E+P: =me (4. 6.5) 


则 式 (4. 6. 5) 并 不 是 相对 论 中 的 能 量 动量 关系 。 由 式 (1. 2. 9) 取 四 维 动量 的 乘法 运 
算 ,满足 关系 
PP 一 (时 + 沪 )( 时 + 丙 )= (人 一 天)+i( 全 5+ 全 天) 
(4. 6. 6) 


可 见 式 (4. 6. 6) 右 边 是 四 维 动量 ,并 不 是 动量 空间 的 动量 间隔 不 变量 。 特 殊 情况 
下 取 


P= PwP, = (cost + ising) (E+) (4.6.7) 
Euclidean 复 空间 中 四 维 线性 多 项 式 乘法 满足 乘法 封闭 性 条 件 , 式 (4. 6.7) 是 四 维 
线性 动量 构成 的 多 项 式 ,各 分 量 之 间 的 交叉 混合 乘积 是 四 维 椭圆 矢量 的 坐标 映射 。 


展开 式 (4. 6. 7) ,有 关系 : 
B= Esing + Beost 


(4. 6. 8) 
E 一 Ecost —PBsing 
取 
tanE = Sin& 一 王 (4.6.9) 


cosg < 
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有 
Yi_1 
cost = (1+ 杞 ) = (4. 6. 10) 
满足 四 维 椭 圆 动量 空间 变换 关系 : 
一 上 (B+ 
A( 7) (4.6.11) 
E= BE-F D0) 


式 (4. 6. 11) 不 是 动量 空间 的 Lorentz 变换 ,而 是 复 Euclidean 动量 空间 的 坐标 变换 
关系 。 显 然 在 椭圆 动量 空间 四 维 动量 写 为 线性 四 元 数 形式 ,无 论 式 (4. 6. 4) 还 是 式 
《4. 6. 6) 的 算法 都 不 能 给 出 狭义 相对 论 中 的 能 量 动量 关系 。 


4.7 Minkowski 空间 的 椭圆 四 元 数 


狭义 相对 论 的 能 量 动量 关系 还 需要 在 Minkowski 空间 中 建立 , 在 四 维 
Minkowski 空间 中 引入 椭圆 复数 ,时 空 点 坐标 构成 四 维 椭圆 复 矢量 XCa ,这 ) 。 在 
Minkowski 空间 , X(c , 访 ) 一 般 不 能 写成 线性 多 项 式 形式 ,也 不 能 按 线性 多 项 式 
乘法 规则 进行 运算 。 如 果 用 X(c ,这 ) 表示 四 维 位 形 矢 量 , 通 过 二 次 项 的 缩 并 可 以 
将 时 空间 隔 不 变量 写 为 

XK, = or =R’ (4.7.1) 
取 Pp,(E,) 表示 四 维 动量 ,通过 二 次 项 缩 并 给 出 满足 相对 论 效应 的 能 量 动量 
关系 ， 
PP, -Bp 
Pr = -P=me (4.7.2) 


四 维 动量 P, 一 P, (三 , 话 ) 也 可 写成 四 维 矩 阵 形式 


和 人 汪汪 < 


下 a vv 
WN ea 


v 
ips (2 1 到 (CD 1+ (2+ 一!) iv. | |ip. 


=" | 


ac 
— iv 一 这 iv 1IIE 
ac ac CC a 


满足 四 维 动量 间隔 不 变量 
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ips ip: 
,ips ip, 

(pip ip E)lipl= (ip. ip, ip. E)lip|=me .7.0 
E E 


C C 
式 (4. 7. 4) 为 狭义 相对 论 中 的 能 量 动量 关系 
E?—p?c=FE— pc 一 mc (4.7.5) 
传统 狭义 相对 论 和 量子 力学 的 复数 形式 均 使 用 椭圆 虚 单 位 ,但 椭圆 四 元 数 在 
Minkowski 空间 是 不 能 写成 由 独立 坐标 分 量 组 成 的 线性 多 项 式 ,也 不 能 刻画 时 空 
点 的 运行 轨迹 ,只 能 看 做 处 理 物 理 问题 的 一 种 数学 方法 和 手段 。 式 (4.7.2) 与 
(4.7. 5) 虽 然 形式 相同 ,都 是 狭义 相对 论 中 的 能 量 动量 关系 ,但 推导 的 方法 不 同 ,其 
数学 性 质 和 物理 性 质 也 存在 差异 。 式 (4. 7. 1) 和 (4. 7. 2) 虽 然 满 足 时 空间 隔 不 变量 
和 能 量 动量 关系 ,由 于 二 次 项 的 缩 并 不 考虑 空间 分 量 和 时 间 分 量 的 交叉 运算 ,将 四 
维 坐标 中 时 间 分 量 和 空间 分 量 割 裂 开 来 ,体现 不 出 客体 的 相对 论 效应 ,也 不 能 将 
Minkowski 空间 的 几何 性 质 和 客体 的 物理 性 质 结合 起 来 ; 式 (4. 7. 3) 是 由 Hermite 
四 元 数 演变 来 的 [参见 第 十 九 章 式 (19. 3. 19)] ,满足 矩阵 的 运算 规则 , 即 式 (4.7. 3) 
至 (4.7.5) 考 虚 了 矩阵 中 时 间 分 量 和 空间 分 量 的 交叉 乘积 运算 。 式 (4.7.3) 在 
Minkowski 空间 能 够 得 到 相应 的 几何 解释 ,但 将 非 欧 空间 的 几何 性 质 和 客体 的 物 
理性 质 结合 起 来 却 存在 瑕 疫 , 主要 原因 是 椭圆 虚 单位 与 Minkowski 空间 存在 错位 
关系 。 这 时 ,可 以 将 四 维 复 函数 分 解 成 二 元 实 函数 , 即 用 复数 的 实 部 和 虚 部 分 别 讨 
论 微观 客体 的 物理 规律 就 能 绕 过 数学 和 物理 的 抵触 。 所 以 只 要 不 涉及 物理 量 与 时 
空 性 质 的 联系 ,表述 的 物理 规律 与 实验 相 吻 合 ,就 可 以 沿用 传统 的 习惯 ,利用 椭圆 
复数 讨论 狭义 相对 论 和 量子 理论 的 内 容 。 


4.8 四 维 力 与 运动 方程 
对 式 (4. 5. 4) 取 微分 ,得 


P: .dP, 十 dP; .P,=0 (4.8.1) 
展开 式 (4. 8. 1), 有 
EE 5. (4. 8.2) 
或 
=p- (4.8.3) 


在 四 维 时 空中 取 四 维 力 为 


。56 。 
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=mW, = 时 一 Ft 证 (4.8.4) 
其 中 
一 df(m 开工 do 好 
站 一 二 (mw es 人 
责 = 工 domam)= 工 下 
ad ocd 
取 五 (d ,地 ) 和 Hla',j) 的 相对 运动 速度 立 为 常 矢量 , 则 式 (4. 8. 5) 可 写作 
= 工 aooz) = 全 
a 
Fu 一 全 dm 一 工 dE- 


(4. 8. 6) 
ad ad 0 
其 中 ,了 了 一 是 Cmni) 为 三 维 空间 的 运动 方程 ,由 式 (4. 8.5) 和 (4. 8.6) 的 第 二 式 得 
权 =0，E=me? 一 常量 


(4.8.7) 
式 (4. 8. 7) 为 能 量 守恒 关系 式 。 如 两 坐标 系 Hla ,地 ) 和 HC(a',jz') 的 相对 运动 
速度 芯 为 变 矢 量 , 则 式 (4. 8. 5) 对 应 写作 


(4. 8. 8) 
六 .六 
其 中 , 式 (4. 8. 8) 的 第 一 式 为 相对 论 质 点 的 运动 方程 ,第 二 式 为 运动 方程 的 能 量 积 
分 , 即 坚 = 玫 .z。 


式 (4. 8. 4) 也 可 写作 


dP, = F,dr = aF,dt 
式 (4. 8. 9) 命 名 为 四 维 动量 定理 ,并 可 分 写成 : dP, = dpo 十 jd5, 其 中 


(4. 8.9) 
d# = Fdr = oF dt (4. 8. 10) 
为 相对 论 中 相对 于 三 维 空间 的 动量 定理 。 
dp = OE = oFod 
或 


dE =aFodt=aF .dr (4.8. 11) 
为 相对 论 中 的 能 量 定理 。 当 vc 时 , 式 (4. 8. 6) 和 (4. 8. 8) 可 分 别 过 渡 到 经 典 的 
动量 定理 及 能 量 定理 。 


如 取 广 /去 , 则 对 式 (4. 8. 4) 取 内 积 
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Fi »F,=mW; * W, 一 一 码 务 一 一 双 务 (4. 8. 12) 
或 
2 2 
( 坚 ) = 二 (至 ) + may (4.8.13) 


其 中 , mA 一 六 到 定义 为 广义 惯性 力 。 式 (4. 8. 13) 可 看 做 非 惯性 系 中 具有 相对 论 


效应 的 质点 运动 方程 , 它 给 出 了 能 量变 化 率 .动量 变化 率 和 广义 惯性 力 之 间 的 关联 
式 。 当 xz< 和 <c 时 ,mm = mo，, 式 (4. 8. 13) 过 渡 到 Newton 第 二 定律 


一 dwr 一， 
F= gr) ma (4. 8. 14) 
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Minkowski 说 过 :“ 在 复数 这 个 时 空 数量 关系 里 ,空间 和 时 间 本 身 都 已 成 为 影 
子 ,两 者 的 结合 才 保证 独立 的 存在 。" 双 曲 复数 与 Minkowski 空间 的 逻辑 关联 使 描 
述 四 维 时 空中 的 物理 规律 更 能 体现 时 间 和 空间 的 辩证 统一 关系 。 在 经 典 物理 中 ， 
运动 物体 的 能 量 \ 动 量 以 及 质量 分 别 为 守恒 量 ，Hamilton 函数 一 般 与 物体 的 能 量 
相关 联 。 在 狭义 相对 论 中 ,能 量 本 身 不 再 是 守恒 量 ,质量 和 能 量 之 间 可 以 相互 转 
换 , 这 时 的 能 量 还 是 系统 的 Hamilton 量 吗 ? 粒子 的 静 能 作为 四 维 动量 空间 坐标 
变换 不 变量 也 是 体系 的 守恒 量 ,能 否 取代 经 典 物 理 中 能 量 的 位 置 成 为 物体 Hamil- 
ton 量 , 可 以 通过 能 量 和 动量 这 两 个 “影子 ”的 结合 表现 出 独立 存在 的 形式 。 


5.1 第 一 类 双 曲 型 Lagrangian 函数 


在 Minkowski 复 空 间 取 最 小 作用 量 方程 
s= | (5.1.1) 
其 中 , 0 为 待定 常数 。 因 作用 量 函 数 必须 满足 与 惯性 系 选择 无 关 的 要 求 , 取 ds 为 
四 维 间隔 不 变量 ,有 
ds 一 dXI dX, = (c: 一 妇 )d2 (5.1.2) 
则 式 (5. 1.1) 可 写作 
s=|a -a = Ld (5.1.3) 
其 中 , Li = (0 一 尹 )t 称 为 第 一 类 双 曲 型 Lagrangian 函数 。 对 L(g) 一 Li(v) 
作 偏 微分 ,得 


EE -3L: ~- %7 
一 页 (5.1.4) 
ag 
当 取 妈 = 一 moc 时 , 则 
B01 -= Po 六 一) 厅 二 方 
Es 人 m=p (5. 1. 5) 


H=52—L =m=E (5.1.6) 
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式 (5.1. 6) 也 可 写作 
H=—Li+ Zp 
对 式 (5.1.7) 微 分 ,有 
dH =— dLi + 2) (pidé; + Gdp:) 
i==l] 
如 取 L = Li(g,G,), 则 
_ /du ,A AL 
di 一 了 (这 时 十 计 ) 二 号 
将 式 (5. 1. 9) 代 入 式 (5. 1. 8) ,注意 到 式 (5. 1. 5) ,得 
3 
dH = DY Gdp, -dg) -Sa 
取 妃 = Hlg,p,t), 则 Hamilton 函数 的 全 微分 为 
/aH 4H a 
dH= 2 (六 + pd)+ Sd 
将 式 (5. 1. 10) 和 (5. 1. 11) 联 立 ,得 


af__a 
Og; aa 
aH a 
oat ot 
aH_1l12L 


因 绢 ! = 至 地 , 式 (5.1.12) 可 写作 


Ea 
3 一) 
ax 一 如 
ag_， 
ap: = 
式 (5.1. 13) 为 第 一 类 双 曲 型 正则 方程 , 则 
4 (EC:)— a 0 
di\adi/’ oy: 


式 (5. 1. 14) 为 第 一 类 双 曲 型 Lagrangian 方程 。 


5.2 第 二 类 双 曲 型 Lagrangian 函数 


由 式 (5. 1. 1), 如 取 
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(5.1.7) 


(5.1.8) 


(5.1.9) 


(5.1.10) 


(5.1.11) 


(5.1.12) 


(5.1.13) 


(5.1.14) 


(5.2.1) 
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则 式 (5. 2. 1) 作 用 量 函数 必须 满足 与 惯性 系 选择 无 关 的 要 求 , 式 (5. 1. 1) 可 写作 
Ss= [6; otdr = fredr (5.2.2) 
如 取 bs = moc = 一 b 时 ,有 
=b (@ 6) =mc 一 E= (5.2.3) 
L; 为 静 能 ,命名 为 第 二 类 双 曲 型 Lagrangian 函数 ,在 四 维 动量 坐标 变换 中 第 二 类 
双 曲 型 Lagrangian 函数 保持 为 不 变量 。 由 式 (4. 1. 16), 有 
aLs: ~ Ls | ;Ls (5.2.4) 


L 
a 


因 L = bh (% 一 尽 注 , 则 


A hm no- 
B50 ce | 2 加 
二 《5. 2.5) 
i 
式 (5. 2.4) 可 写作 
En = m6 = P; (5. 2. 6) 
将 式 (5.2.6) 代 入 式 (5.2.3), 有 
La: ap; (5.2.7) 
由 


而 me 一 P; P, 一 已 一 疡 对 应 着 能 量 动量 关系 式 (4. 5. 5)。 所 以 式 (5. 2. 7) 可 看 


做 质 能 关系 的 Lagrangian 画 数 形式 。 由 式 (5. 2. 7) ,有 关系 : 


az 
5 了 2: (5. 2. 8) 


如 令 系统 的 Hamilton 函数 @ 如 -- HH', 式 (5.2.8) 可 以 写成 与 式 (5.1.7) 类 
同 的 形式 : 

H’ =—L+ BP 3 (5. 2.9) 
式 (5.2.9) 中 五 等于零, Hamilton 函数 可 能 不 再 是 系统 的 能 量 。 在 四 维 
Minkowski 动量 空间 中 ,由 式 (4. 5. 3) 粒 子 的 能 量 和 动量 是 四 维 动量 的 坐标 分 量 ， 
它们 不 再 是 守恒 量 ,能 量 和 动量 的 结合 才 是 独立 的 。 系 统 的 Hamilton 函数 也 不 
应 该 再 与 能 量 相 对 应 ,而 应 该 取 系统 的 静止 能 量 ,因为 静 能 在 四 维 坐 标 变换 下 保持 


为 不 变量 , 可 看 做 四 维 动 量 空间 的 拟 距 离 。 取 系统 的 Hamilton 函数 等 于 
Lagrangian 函 数 为 静 能 ,可 写作 
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了 一 mocz =L; (5. 2. 10) 
式 (5. 2.9) 改 写成 
H, = 本 az: = 6 -ap; (5.2.11) 
对 式 (5. 2. 11) 进 行 全 微分 ,有 
dH = dL; = %,dP; + P: da (5. 2. 12) 
因 @ = 时,F; = ， 则 @dP; 一 F; dX,, 所 以 式 (5.2.12) 可 写作 
dHo = dL = F; dX, + P; dw, (5. 2. 13) 
如 取 L = Lz(X,，,6,), 进行 全 微分 ,有 
dr = ER + 路 (5.2. 14) 
比较 式 (5. 2. 13) 和 (5. 2. 14), 有 
aHo _ AaL: ,A 
aX, 8 0 (5.2.15) 
aHo al -4 一 六 
机 dr 
式 (5. 2. 15) 称 为 四 维 双 曲 正则 方程 由 式 (5. 2.15) 和 (5. 2. 6) ,给 出 
dfaz a 
(3 )- 租 =， (5.2. 16) 
式 (5. 2. 16) 为 第 二 类 四 维 双 曲 型 Lagrangian 方程 。 
将 式 (5. 2. 3) 中 的 L 对 P, 取 偏 导数 ,有 
aL:_a ;ai _ 
ti (5.2. 17) 
式 (5. 2.3) 也 可 写作 
Ls =c PrP) =6:P,=P, Ey (5.2.18) 
. 
对 式 (5. 2. 18) 进 行 全 微分 ,有 
dLs = & dP, + Pd = F,dX; 十 Pda' (5.2.19) 
取 L: = L,(X; ,0 ) 的 全 微分 ,得 
ara gx: + Li gg: 
de 一 BR dX + git do (5. 2. 20) 
比较 式 (5. 2. 19) 和 (5. 2.20), 有 
aHo_ aL: _F 
ax; aX; * 
5.2. 21 
aHo _ aL: _, ( 2 


ap ap: 一作 
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式 (5. 2. 21) 也 为 四 维 双 曲 正 则 方程 , 它 与 式 (5. 2. 6) 具 有 相互 共 固 关系 。 对 应 的 
Lagrangian 方程 可 写作 


da a 
加 全 梧 和 =， (5.2. 22) 


式 (5. 2.15) 和 (5. 2. 21) 的 第 一 式 分 别 可 写作 


az _ aa _ rr 
ti 2 
as -ax _ jarz _ 本 
Dit 
由 式 (5. 2. 23) 取 四 维 双 曲 梯度 算 符 
口 = 汪 = 说 +i7 
| 人 i (5.2.24) 
枉 昌 一 下 7 二 3 二 二] 
对 式 (5. 2. 24) 作 内 积 
.Do-.23 19_y 
口 * . 口 3X 5X 一 立 六 ” (5. 2. 25) 
式 (5. 2. 25) 为 Laplace 算 符 。 由 式 (5. 2. 15) 中 第 一 式 得 
Da=F:, OL=F, (5. 2. 26) 


由 式 (4. 8. 12) ,对 式 (5.2. 26) 作 内 积 得 式 (4.8.13): (至 ) = 二 ( 坚 ) + mAy， 
为 相对 论 中 能 量 动量 变换 关系 式 。 


5.3 质点 组 中 Poisson 括号 与 Liouville 定理 


对 式 (5.1. 1) 取 变 分 


3S 一 站 sd = 和 [ao (5.3.1) 
则 
3S = hs (5. 3.2) 
在 惯性 系 中 取 8%, = 0, 对 式 (4. 1.15) 取 变 分 ,得 
3X = 时。8X, (5. 3. 3) 
由 式 (5. 1. 2) (5. 3. 3) 和 (5. 3. 2) ,得 
8S 一 站 (38X » 8X’)! = (mg BX » o,8X,) (5.3.4) 


令 Q 为 主 函数 , 取 
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ia= Pi — Rx, (5.3.5) 
亦 即 
-QQ 
P=3%. = DQ (5. 3. 6) 
式 (5. 3.4) 也 可 写作 
8S = (8Q" 5Q) (5.3.7) 
或 
1 /aQY_ /aQY_ 1aQ aa ss 
C2 (号 ) (5) (53) (32) 7 (5. 3..8) 


为 双 曲 型 Hamilton-Jacobi 方程 。 

双 曲 复 空间 中 取 系统 由 N 个 质点 组 成 ,在 保守 力 的 作用 下 其 运动 状态 由 了 个 
广义 坐标 qi ,qs，…,qy， 及 与 其 共 堪 的 个 广义 动量 记 ,pe，…,pj, 共 2f 个 变量 为 
直角 坐标 构成 一 个 2f 维 相 空 间 称谓 本 空间 。 双 曲 型 Hamilton 正则 方程 式 
(5. 1. 13) 可 写作 


(5. 3. 9) 


各 az; 

取 相 空间 单位 体积 的 代表 点 密度 为 po，…,gr，* 回 ,…*zry5， 在 相 空间 中 取 体积 
元 d= dq…dgqy,dpi…dpy, 则 dn 内 的 代表 点 数 为 p(gqi sg7 Pi Prt) dN, 
设 六 是 系统 的 总 代表 点 数 ,为 常量 ,有 


je epao=N (5. 3. 10) 
ad ,prt)， 并 注意 到 式 (5. 3. 9), 则 
a Bp BeeH ao 9H 
和 
(5.3.11) 


ee 一 9Cg… gr) 力 ,bryb， 将 p 对 上 微 商 , 得 


= 如 + 全 省 全 名 强 )=- +i{p,H} (5. 3.12) 


多 dg: Op: 9p: og: 


式 (5. 3.12) 中 
-凡人 祝 强 - 京 训 ) (5.3.13) 
式 (5. 3. 13) 为 双 曲 复 空间 的 Poisson 括号 。 
两 惯性 系 S 和 S’ 相互 间 以 常 速 v 运动 。 惯 性 系 S 的 体积 元 do 中 代表 点 数 
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pd0 应 等 于 惯性 系 S 的 体积 元 d0' 中 代表 点 数 p dQ 。 如 取 S' 相对 于 代表 点 为 静 
止 坐标 系 ,由 相对 论 效应 ,有 关系 dQ 一 adQ, 即 


pd0 = p dN = pad0/ (5. 3. 14) 
或 
qp 二 p 一 不 变量 (5. 3. 15) 
取 p 一 p(g 9，…gr* 加 ,szr)， 可 以 导出 双 曲 型 Liouville 定理 
do -ao- ap'9H _9p'9H\)_ 
4 全 2 35) 0 (5.3.16) 
或 
ae +{p,H}=0 (5.3.17) 
at 
5.4” 双 曲 连 续 方 程 


在 双 曲 复 空间 的 连续 体 中 , 取 某 惯性 系 S 上 时 空 点 X,(a ,二 ) 在 8V 体积 内 ， 
包含 质量 Sm,p(7,t) 称 为 连续 体 在 时 空 点 XCac, 过 ) 处 的 密度 。 取 均一 字 为 三 


维 空间 X(z,y,z) 的 运动 速度 ,由 Za 一 m, 则 8Y 内 所 含 静 止 质量 为 Sm 一 cam， 


或 
i uw 
和 一 pA/1 一 它 (5.4, 1) 


式 (5.4. 1) 中 , m 称 为 S 系 上 静止 质量 密度 。 取 惯性 系 S 对 X(z,y,z) 点 相对 静 
止 ,用 p 一 6 表示 在 S 上 测 得 的 质量 密度 。 因 S 系 上 8Y 内 所 含 静止 质量 和 S' 系 
上 相应 体积 8V” 内 所 含 静 止 质量 相等 ,有 关系 : 


pdV 一 pi (5.4.2) 
取 两 惯性 系 S 和 SS" 相对 运动 速度 为 x 二 v, 则 
3 一 3 1 一 上 二 a8V” (5.4.3) 
将 式 (5.4. 1) 至 (5. 4. 3) 联 立 , 得 
aoo 二 aip = 二 po = 二 p = 不 变量 (5. 4. 4) 


其 实 式 (5.1.3) 中 工 = 一 wnoc? = 一 aEo，, 如 将 Eo = oE。, 则 式 (5.4.4) 中 的 mm 和 
Pp 可 分 别 看 做 惯性 系 S 和 SS“ 中 的 静 能 密度 。 
静止 质量 的 守恒 性 可 由 连续 性 方程 表示 , 取 


d 一 4 = 
是 Gamo) 一 是 (ws8V) 一 0 
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或 
稳 3V +p (VD) =0 (5.4.5) 
其 中 , 5V 对 时 间 dz 的 变化 来 源 于 连续 体内 物质 运动 速度 的 变化 , 即 


去 us 纪 us > 
da = (Bz+ Odzd:) (3y+ 8yd) (B+ Sdzd:)— dzdydz 
~ [sy us 二 
~ (1 2 )az8yazd: 一 了 .58Vd (5.4.6) 
或 
EW) =WVV*i (5.4.7) 
将 式 (5.4.7) 代 入 式 (5. 4. 5) ,得 
垄 +mv.z=0 (5.4.8) 


取 p 王 m(z,yyzyi， 有 


dm — dpo | Bpo dx | dpo dy | po dz — aoo : 
人 和 + 总 旺 + 总 全 + 特 生 = 名 +(Vp) 五 《549) 


代入 式 (5.4.8), 有 


Bp + vpa) 一 0 (5.4.10) 
由 式 (5. 4.4) 和 (5. 1. 2), 取 


(5.4.11) 


式 (5.4. 10) 可 写作 


(oa) =0 (5.4.12) 
为 四 维 双 曲 型 连续 方程 。 


5.5 连续 运动 方程 与 能 量 张 量 
惯性 系 S 中 连续 体 体积 元 5V 内 物质 的 动量 为 88V, 其 中 g = pe 为 动量 密度 。 
在 不 考虑 应 力 的 情况 下 ,体积 元 物体 受 力 为 f8V,y 为 力 密度 。 运 动 方程 为 
是 esv = fav (5.5.1) 
参照 式 (5. 4. 6) 和 (5.4.9), 有 
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88) = aV + 8: LO - (Bi ta vg)aV + edV vu 


_ [8: , a(gau) 
[ 包 中 Brzi jv 
可 得 
dg: ,dgu) _p 
a 二 Er fi (0 527 
为 惯性 系 S 中 的 运动 方程 。 代 入 g = pu， 并 注意 到 式 (5. 4. 4), 令 
0 = pi = Eu; = po (5. 5. 3) 
如 取 
bw 一 baom =p $F = pc? (5.5.4) 
bo 一 bu 一 po = jp 等 = jqpu: (5. 5. 5) 
则 式 (5. 5. 3) 扩 展 为 四 维 张 量 : 
0% = po, (5.5.6) 
对 应 矩阵 形式 为 
ps puzuy puzus jqptz 
0, = Muy puy A Jopuy (5.5.7) 


Cuzrtr puyus puz jaqus 
jqus: jquy jou: pce? 
式 (5. 5.2) 可 写作 


2 = (5. 5. 8) 
式 (5. 5. 8) 扩 展 到 四 维 时 空 , 可 写作 
闻 =/ (5.5.9) 
由 式 (4. 8. 8) 和 (5. 4. 3), 有 
(EL) =, (EF)av (5. 5. 10) 
其 中 8V" 为 不 变量 , 则 式 (5. 5. 
+vn) = (5.5.11) 


式 (5. 5. 11) 为 连续 性 方程 ， pa 5.11) 与 (5.4. 10) 并 不 相同 。 式 (5.4. 10) 为 静 


质量 守恒 关系 式 ,但 式 (5. 5. 11) 质 量 并 不 守恒 ,由 于 外 力 了 所 做 的 功 总 是 联系 着 
质量 的 变化 ,所 以 式 (5. 5. 11) 右 边 不 为 零 。 
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20 世纪 初创 立 量子 理论 以 后 ,量子 力学 的 物理 诠释 挫 人 了 一 些 主观 因素 ,使 
数学 和 物理 开始 分 道 扬 镶 , 人 们 怀疑 物理 对 数学 的 依存 关系 ,怀疑 两 者 的 内 在 联 
系 。 近 几 十 年 , 随 着 量子 理论 的 发 展 和 深入 ,数学 家 和 物理 学 家 意识 到 ,现代 几何 
学 与 规范 理论 存在 着 内 在 关联 ,人 们 提出 数学 和 理论 物理 重新 统一 以 及 如 何 打破 
两 者 界限 问题 。 从 目前 来 看 ,这 个 愿望 的 实现 还 有 很 长 路 要 走 , 因 为 数学 上 ,现代 
几何 的 公理 化 体系 还 没有 建立 ;物理 上 ,尽管 人 们 提出 了 诸如 奇 点 量子 化 以 及 超 弦 
理论 ,但 相对 论 和 量子 理论 的 抵触 至 今 没 有 消除 。 我 们 希望 ,通过 双 浊 型 单 复 变 函 
数 以 及 相应 的 几何 代数 ,建立 起 一 类 能 与 非 欧 几何 相 联 系 的 公理 体系 和 泛 函 分 析 
的 基础 框架 。 现 代 物理 学 的 各 个 分 支 像 机 体 的 各 块 骨骼 ,在 这 个 数学 框架 中 这 些 
分 支 可 以 逻辑 性 地 组 合 在 一 起 并 显现 出 现代 物理 的 整体 轮廓 ,从 而 表现 出 数学 和 
物理 之 间 的 同根 关系 和 内 在 联系 。 

从 本 章 开始 连续 用 五 章 的 篇 幅 , 从 Minkowski 复 空间 的 奇异 性 出 发 ,为 非 欧 
理论 的 几何 \ 代 数 及 泛 函 分 析 等 各 数学 分 支 的 相互 融合 作 铺垫 ,对 狭义 相对 论 和 量 
子 力学 的 若干 物理 和 哲学 问题 作出 合理 的 解释 ,力求 物理 规律 和 谐 互补 ,哲学 解释 
辩证 统一 。 当 然 ,这 也 会 对 传统 的 理论 作出 较 大 的 修改 ,甚至 是 根本 性 的 改变 , 希 
望 这 种 改变 能 引起 业内 读者 的 关注 。 在 广 域 Hilbert 相 空 间 中 建立 量子 力学 的 理 
论 框架 具有 鲜明 的 非 欧 几 何 特征 ,对 量子 力学 赋予 几何 结构 ,物理 事件 的 演化 与 时 
空 点 的 运动 轨迹 相关 联 ,使 微观 客体 的 量子 事件 在 广 域 Hilbert 相 空间 具有 一 种 
几何 性 质 和 分 析 性 质 相 关联 的 因果 解释 ,这 也 是 一 个 世纪 以 来 现代 物理 学 所 追求 
的 目标 ,希望 广 域 Hilbert 相 空间 与 量子 力学 的 融合 能 为 这 种 目标 和 愿望 带 来 一 
线 曙光 。 


6.1 客体 运动 规律 与 时 空 性 质 关联 


Minkowski 四 维 复 空间 互 (c ,jF) 中 时 间 分 量 和 空间 分 量 相互 关联 ,使 描述 客 
体 的 运动 规律 要 考虑 时 间 和 空间 的 双重 变化 。 简 单 来 说 ,一 个 静止 客体 ,在 三 维 
Euclidean 空间 与 一 个 几何 点 相对 应 ,但 同样 一 个 静止 客体 在 Minkowski 空间 中 
却 与 一 条 线 ( 世 界线 ) 相 对 应 。 这 是 因为 , 三维 Euclidean 空间 与 时 间 是 独立 的 ,时 
间 的 流逝 在 空间 中 并 不 体现 。 但 Minkowski 复 空间 中 时 间 和 空间 是 统一 的 ,尽管 
静止 客体 在 空间 坐标 对 应 一 个 点 ,但 随 着 时 间 的 流逝 在 四 维 时 空中 却 留 下 一 条 平 
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行 于 时 间 轴 a 的 直线 轨迹 XX,, 如 图 6. 1。 

传统 观念 认为 , Minkowski 空间 不 能 描述 低速 运动 客体 ,只 能 描述 高 速 运 动 
的 客体 ,其 实 不 然 。 既 然 在 Minkowski 时 空中 能 用 直线 描述 静止 客体 ,为 什么 不 
能 描述 低速 运动 的 客体 呢 ? 微观 客体 的 运动 轨迹 与 时 间 轴 a 的 关系 可 以 用 辐 角 gp 


刻画 。 由 式 (3.1.4), 当 c|At|>> |A71,0<p<< 卫 或 一 于 之 pg 过 0 时 ,两 物理 事 


件 Xi (divin) 和 Xslqzsjr) 以 亚 光速 取得 因果 联系 ,时 空间 隔 大 于 零 。 当 
Ar 二 0,At 关 0,9 二 0 时 , X1(di,jri) 和 Xs(dz,jrz) 的 连 线 平行 于 时 间 轴 ,表示 
实物 客体 在 At 时 间 间隔 内 静止 于 同一 空间 点 ,在 Minkowski 空间 中 是 一 条 平行 
于 a 轴 的 直线 。 当 实物 客体 在 三 维 空间 作 义 束 直 线 运动 时 ,|Ar| < c| At| ,或 
:人 [< 1, 辐 角 1p| < 至 为 常量 ,在 双 曲 时 空 是 一 条 具有 一 定 方向 的 直线 。 作 
匀速 运动 的 客体 沿 空间 坐标 正 向 运动 时 p > 0, 向 空间 坐标 反 向 运动 时 p < 0。 当 
实物 客体 以 低速 运动 时 | Ar| < c| At| , 辐 角 是 个 小 量 p 过 0, 时 空 坐标 变换 对 应 
Galilei 变换 ,在 类 时 区 对 应 一 条 有 微小 倾角 的 直线 ,如 图 6. 1; 实物 客体 作 高 速 匀 
速 运动 时 ,时 空 坐标 变换 为 Lorentz 变换 ,在 类 时 区 对 应 一 条 有 一 定 倾角 的 直线 ; 
实物 客体 以 光速 运动 时 Ar 一 cx, 或 站 守 | 一 1,19| 一 至 ,描述 光 信号 的 传播 行 为 。 

在 三 维 坐标 空间 中 ,客体 作 变 速 直线 运动 时 ,四 维 时 空 轨迹 应 该 是 一 条 曲线 ， 


有 关系 二 1, 辐 角 9 是 一 个 变量 。 当 客体 向 空间 坐标 正 向 加 速 运动 时 ， 
J 各 二 1 并 逐渐 变 大 ,曲线 切线 的 辐 角 gp > 0, 也 相应 增 大 ,如 图 6. 2; 减 速 运 动 


时 ,= 冬 二 1 并 逐渐 缩小 ,曲线 切线 的 辐 角 p 相应 减 小 。 客 体 向 空间 坐标 反 向 运 
动 时 ,时 空 曲线 具有 相反 的 性 质 。 


图 6.1 静止 和 低速 运动 客体 的 世界 线 图 图 6.2 变速 客体 世界 线 图 
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四 维 Minkowski 动量 空间 的 类 时 区 中 ,微观 客体 的 能 量 动 量 关系 可 以 用 
HH( 旦 , 记 ) 中 一 个 点 表示 。 类 光 区 对 应 | 上 | = | 五 | 为 光 和 电磁 场 的 能 量 动量 区 


域 ;类 时 区 中 满足 | 上 |> | 五 | 对 应 亚 光速 运动 的 粒子 。 当 微观 客体 静止 时 具有 
能 量 忌 一 mocz, 速度 和 动量 分 别 满足 v 二 0,p 二 0, 相应 时 空 点 玉 ( 忆 ,0) 在 实 轴 
硅 上 。 微观 客体 作 低速 运动 时 ,满足 


已 一 为 十 及 一 mc 十 去 mon (6.1.1) 
式 (6.1.1) 中 c 六 Se 六 瓦 , 在 Minkowski 能 量 动量 复 空间 对 应 的 几何 点 
刀 ( 王 , 旋 ) 位 于 能 量 轴 上 附近。 因此 ,低速 运动 的 微观 客体 在 Minkowski 能 量 动 


量 复 空间 刀 ( 三, 运 ) 中 可 以 找到 相应 的 时 空 对 应 点 。 
对 宏观 低速 客体 ,一 般 不 考虑 物体 的 静止 质量 ,能 量 满足 已 一 E, 一 于 mo 。 


在 囊 ( 王 , 话 ) 中 ,二 六 mv? < 为 一 om， 因为 一 户 位 于 类 空 区 ,时 空 点 没有 物 


a ee 空间 相对 应 。 需 要 注意 的 是 ， 
Euclidean 空间 中 光速 c ~> co, 对 微观 客体 无 论 是 低速 运动 还 是 高 速 运动 都 找 不 到 
相应 的 空间 对 应 点 ,因为 微观 客体 的 静 能 E。 一 roc: 一 oo。 在 量子 力学 中 只 要 考虑 
实物 粒子 的 静 能 ,其 几何 关联 就 不 可 能 与 Euclidean 空间 相对 应 , 即 无 论 是 有 静止 
质量 的 实物 粒子 还 是 光量 子 , 它 们 的 运动 规律 在 Euclidean 空间 都 不 可 能 给 出 相 
应 的 几何 解释 。 当 然 , 这 也 涉及 以 Euclidean 几何 为 原 空 间 抽象 出 的 Hilbert 空间 ， 
涉及 量子 力学 数学 基础 框架 的 性 质问 题 。 也 就 是 说 ,在 Euclidean 几何 为 原 空间 
抽象 出 的 Hilbert 空间 中 讨论 量子 力学 的 物理 问题 ,可 能 存在 数学 基础 的 缺陷 和 
错位 问题 。 


6.2 Minkowski 复 空 间 的 经 典 近似 


在 Minkowski 空间 中 可 以 描述 静止 乃至 低速 运动 物体 的 轨迹 ,是 否 能 够 表述 
经 典 的 微观 客体 物理 规律 呢 ? 这 涉及 经 典 量子 力学 的 几何 基础 问题 。 狭 义 相对 论 
中 所 谓 对 应 原理 是 ,Lorentz 变换 在 经 典 近似 时 (" << c) 可 过 渡 到 Galilei 变换 , 相 
对 论 力学 过 渡 到 Newton 力学 ,一 般 不 加 证 明 地 也 认为 Minkowski 空间 过 渡 到 
Euclidean 空间 。 在 实数 域 ,低速 运动 的 宏观 物体 运用 Newton 力学 在 Euclidean 
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空间 描述 其 运动 规律 ,用 Galilei 变换 和 Cartestan 坐标 表示 Euclidean 空间 的 坐标 
变换 关系 是 无 可 非议 的 。 然 而 在 复 空间 进行 经 典 近似 时 , 由 Lorentz 变换 过 渡 到 
Galilei 变换 ,Minkowski 空间 是 否 也 能 过 渡 到 Euclidean 空间 是 一 个 值得 探讨 的 
问题 ,这 涉及 微观 理论 的 时 空 关联 。 应 该 说 ,经 典 量子 力学 中 微观 低速 粒子 对 应 的 
时 空 性 质 是 一 个 尚未 解决 的 问题 。 

第 一 章 中 分 析 了 椭圆 复数 和 双 曲 复数 的 交 是 抛物 复数 , 即 Galilei 变换 可 能 对 
应 Euclidean 复 空间 ,也 可 能 对 应 Minkowski 复 空间 。 具 有 相对 论 效应 的 高 速 粒 
子 在 经 典 近 似 时 ,虽然 坐标 变换 由 Lorentz 变换 过 渡 到 Galilei 变换 ,但 所 对 应 的 时 
空间 却 仍然 可 能 是 Minkowski 复 空间 ,当然 ,也 可 能 是 Euclidean 复 空间 。 应 该 注 
意 到 , 双 曲 复数 对 应 的 Minkowski 复 空间 和 椭圆 复数 对 应 的 Euclidean 复 空 间 存 
在 很 大 差异 ,Minkowski 复 空间 具有 各 向 异性 特点 ,而 Euclidean 复 空间 却 各 向 同 
性 。Minkowski 复 空间 区 分 了 实物 粒子 与 光量 子 的 对 应 区 域 , 利 用 各 向 异性 可 以 
表述 实物 粒子 与 光量 子 的 耦合 。 对 于 低速 运动 的 微观 物体 ,除了 本 身 的 运动 规律 
之 外 还 要 考虑 粒子 和 光 或 场 的 相互 作用 ,这 种 双重 性 质 的 考虑 就 应 该 与 具有 各 向 
异性 的 Minkowski 空间 相对 应 。 所 以 ,Galilei 变换 所 对 应 的 空间 , 既 有 实 空间 与 
复 空间 的 区 别 , 也 有 各 向 同性 与 各 向 异性 的 差异 。 针 对 不 同 的 物理 领域 , 找 出 时 空 
间 与 坐标 变换 的 对 应 关系 ,是 建立 现代 物理 学 中 微观 理论 的 重要 问题 ,也 是 找到 经 
典 量子 力学 几何 对 应 的 关键 。 

四 维 Minkowski 复 空间 中 取 两 个 物理 事件 Xi (ct ,这 ) 和 Xa《ctz ,jz,) 作 亚 


光速 运动 ,在 四 维 速 度 空间 分 别 对 应 时 空 点 把 (上 jj 妆 ) 和 本 (jj 伴 ). 当 < 全 c， 


a a 
也 < 鲜 < 时 ,这 两 个 物理 事件 所 对 应 的 实物 粒子 均 为 低速 运动 ,在 Cartestan 坐标 中 
满足 Galilei 变换 。 如 果 这 两 个 物理 事件 是 宏观 物体 ,它们 之 间 的 相互 作用 以 碰撞 
等 亚 光速 的 运动 行为 来 进行 ,运动 规律 可 以 用 实 Euclidean 空间 的 几何 点 来 表示 。 
这 时 Minkowski 空间 可 过 渡 到 Euclidean 空间 ,相对 论 力学 过 渡 到 Newton 力学 ; 
两 个 物理 事件 如 果 是 微观 物体 ,这 时 对 应 的 时 空间 就 不 应 是 Euclidean 空间 ,而 应 
该 为 Minkowski 空间 ,其 原因 主要 有 三 个 :原因 一 ,Minkowski 空间 的 方向 奇异 性 
在 经 典 近似 时 仍然 得 到 保留 。 当 低速 运动 的 微观 客体 发 生 的 两 个 物理 事件 
Xi (cl ,这 ) 和 Xaz (cz,jF:) 用 光 信号 取得 因果 联系 时 ,在 类 时 区 可 用 类 光 间 隔 描 
述 相互 作用 ,两 者 的 时 空 连 线 仍然 平行 或 垂直 类 光 区 号 , 有 关系 式 Xs 一 X € ES。 
这 时 相对 论 力学 就 不 能 简单 地 过 渡 到 Newton 力学 , 因 实物 粒子 与 光量 子 的 耦合 ， 
超越 了 Newton 力学 的 应 用 范畴 。 原 因 二 ,Minkowski 空间 的 复数 性 质 与 微观 客 
体 存在 着 深层 次 的 内 在 联系 ,这 点 可 以 在 量子 力学 中 得 到 验证 。 而 不 管 是 实 的 还 
是 复 的 Euclidean 空间 ,由 于 缺少 光量 子 的 对 应 区 域 , 均 不 能 描述 低速 微观 客体 与 
光 信 号 联系 的 几何 行为 ,这 也 是 量子 力学 不 能 确定 几何 空间 的 根本 原因 。 原 因 三 ， 
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微观 物体 具有 的 更 能 roc 在 Euclidean 空间 是 没有 物理 意义 的 ,也 是 没有 几何 对 
应 的 ,只 有 在 Minkowski 空间 才能 找到 物体 更 能 的 时 空 对 应 点 。 

例 6.1 Minkowski 空间 的 类 时 区 取 Xi = Ni 十 ji ,Xz 二 Nz 十 j6,， 有 关系 
Ni ,Ni 污 5%, 但 如 果 Nis 一 Ni = 二 6 一 6 二 A, 则 Xs 一 Xi 一 A 十 AE ES。. 如 : 
令 大 数 Ni = 1000,NN; = 1001, 取 小 数 9 二 1,6s 二 2, 有 Xs 一 Xi 一 1 十 jE 马 。 
Xi 和 XX; 均 可 说 明 经 典 近似 时 类 时 区 的 时 空 点 与 类 光 区 的 时 空 点 存在 几何 关联 。 

经 典 近似 时 Minkowski 复 空间 与 Galilei 变换 相对 应 ,有 必要 认真 分 析 微观 客 
体 运动 规律 与 几何 性 质 的 内 在 联系 。 首 先 ,由 Lorentz 变换 过 渡 到 Galilei 变换 描 
述 实物 粒子 本 身 运动 规律 时 ,四 维 时 空 可 分 离 成 三 维 空间 坐标 和 一 维 独立 的 时 间 
坐标 。 当 考虑 微观 .低速 实物 粒子 的 量子 跃迁 ,相互 间 以 光 信 号 取得 因果 联系 时 
(吸收 或 放出 光量 子 ) ,应 将 它们 与 四 维 Minkowski 复 空间 类 时 区 中 的 类 光 间 隔 相 
对 应 ,这 时 虽然 微观 客体 本 身 运 动 规律 满足 Galilei 变换 ,但 光量 子 满足 Lorentz 变 
换 。 微 观 客体 与 光量 子 耦 合 表现 为 波 粒 二 象 性 ,用 光 信 号 联系 的 实物 粒子 可 用 分 
立 结构 的 非 质点 相 格 来 描述 ,不 同 相 格 之 间 的 量子 跃迁 伴随 着 实物 粒子 与 光量 子 
耦合 。 式 (3.1.9) 中 |Ar| = |cAt| 反映 了 这 种 相互 作用 是 以 光速 传播 的 , 即 具 有 
非 质点 相 格 的 微观 ,低速 客体 与 相 邻 的 微观 客体 通过 传递 光 信号 取得 了 因果 联系 。 
这 一 方面 说 明 非 质点 相 格 之 间 并 不 是 孤立 的 ,而 是 通过 类 光 间 隔 相互 间 取得 了 几 
何 关 联 ; 另 一 方面 ,实物 粒子 本 身 能 量 不 守恒 ,微观 客体 在 通过 吸收 或 放出 光量 子 
时 发 生 了 质 能 转变 。 四 维 能 量 动量 空间 的 动量 分 量 和 能 量 分 量 相等 时 ,就 表示 了 
质 能 转变 的 等 量 关系 , 这 也 是 四 维 空间 中 微观 客体 与 场 耦合 时 表现 出 的 能 量 守 便 、 
动量 守恒 与 经 典 力学 中 物体 的 能 量 守恒 和 动量 守恒 的 区 别 所 在 。 

用 Minkowski 复 空间 描述 相互 间 以 光 信 号 取得 因果 联系 的 微观 ,低速 实物 粒 
子 , 使 Minkowski 空间 与 Galilei 变换 取得 了 形式 上 的 关联 ,为 经 典 量子 力学 的 几 
何 诠释 提供 了 理论 依据 ,这 涉及 量子 力学 的 数学 基础 和 数学 框架 问题 。 传 统 量子 
力学 的 数学 基础 是 以 Euclidean 空间 为 原 空间 抽象 出 的 Hilbert 空间 ,这 种 Hil- 
bert 空间 不 可 能 对 光量 子 和 实物 粒子 的 耦合 赋予 几何 诠释 。 而 用 Minkowski 复 
空间 的 分 立 结构 来 刻画 经 典 量子 力学 , 可 能 对 量子 力学 和 狭义 相对 论 提 供 统一 的 
几何 诠释 ,这 需要 重新 审视 量子 力学 的 数学 基础 或 Hilbert 空间 。 其 实 , Einstein 
和 Bohr 这 两 位 物理 大 师 争 论 的 焦点 也 在 这 里 。Einstein 虽然 接受 了 量子 力学 系 
统 的 内 在 逻辑 的 完整 性 ,但 他 怀疑 量子 力学 的 数学 基础 和 哲学 解释 ,而 Bohr 颇 似 
站 在 Euclidean 几何 的 公理 上 , 坚 拒 建立 非 Euclidean 几何 的 企图 。 我们 认为 ， 
Einstein 和 Bohr 的 矛盾 是 可 以 协调 的 。 一 方面 ,Minkowski 空间 与 Galilei 变换 相 
对 应 ,应 该 覆盖 经 典 量 子 力学 乃至 三 维 Euclidean 空间 的 全 部 内 容 。 也 就 是 说 , 利 
用 复数 的 共性 ,利用 两 类 Hilbert 空间 的 吻合 区 域 ,可 以 对 传统 量子 力学 的 内 容 作 
出 一 致 的 描述 。 另 一 方面 ,在 Minkowski 空间 给 出 经 典 量子 力学 的 几何 诠释 , 解 
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决 了 量子 力学 与 相对 论 相 抵触 的 矛盾 ,可 能 对 解决 Einstein 提出 的 量子 力学 完备 
性 条 件 以 及 实在 与 几率 诠释 的 内 在 关联 都 是 有 意义 的 。 当 然 ,这 需要 重新 建立 一 
种 与 非 Euclidean 几何 相对 应 的 公理 体系 和 广 域 的 Hilbert 空间 ,第 二 十 一 章 对 广 
域 泛 函 分 析 作 了 较 系统 的 讨论 。 


6. 3 Minkowski 复 空间 的 分 立 结构 


量子 力学 建立 以 后 ,为 了 使 量子 力学 得 到 一 种 几何 解释 ,一 度 曾 有 人 提出 时 空 
可 能 有 分 立 结构 。 但 什么 样 的 时 空 可 以 分 立 , 怎 样 分 立 , 分 立 与 连续 有 何 关联 ,都 
是 一 些 没有 解决 的 问题 。 在 传统 的 物理 理论 中 ,经 典 力学 所 对 应 的 Euclidean 空 
间 和 狭义 相对 论 对 应 的 Minkowski 空间 一 般 认为 是 连续 空间 ,而 量子 力学 所 对 应 
Hilbert 相 空 间 一 般 认为 是 分 立 空间 。 但 分 立 结 构 和 连续 结构 之 间 存 在 相互 抵触 ， 
几何 结构 与 分 析 结构 之 间 缺 少 沟通 和 联系 。 连 续 空 间 突 出 了 时 空 的 几何 结构 , 宏 
观 客体 在 三 (四 ) 维 时 空中 可 作为 质点 处 理 ;而 Hilbert 空间 是 以 Euclidean 空间 为 
原 空间 的 多 维 相 空间 , 它 是 由 完备 内 积 空间 抽象 出 来 的 泛 函 分 析 结构 。 在 Hilbert 
相 空间 中 ,微观 客体 的 量子 特征 与 非 质点 相 格 相 联系 ,所 以 不 能 像 连续 空间 那样 将 
物体 抽象 为 质点 。 从 传统 理论 的 角度 讲 , Hilbert 空间 已 失去 了 原 空间 的 几何 结 
构 , 只 具有 分 析 结 构 。 但 分 析 结构 真 的 不 具有 原 空间 的 几何 性 质 吗 ? 是 否 存在 量 
子 力学 与 Hilbert 原 空间 几何 结构 不 匹配 、. 相 抵触 ,应 是 一 个 值得 关注 的 问题 。 狭 
义 相对 论 和 量子 力学 两 种 理论 互相 抵触 的 关键 在 于 它们 没有 一 套 统一 的 ,可 以 相 
互 融合 的 几何 结构 和 分 析 结构 。 或 者 说 , Hilbert 空间 以 Euclidean 几何 为 原 空间 
作为 量子 力学 的 数学 基础 ,存在 着 数学 秩序 乃至 逻辑 关联 上 的 缺陷 和 瑕 羔 。 狭 义 
相对 论 和 量子 力学 虽然 分 别 对 应 两 套 自治 的 物理 理论 ,但 找 出 分 立 与 连续 的 抵触 ， 
建立 两 者 的 几何 性 质 与 分 析 性 质 的 逻辑 关联 是 解决 问题 的 关键 。 

分 立 结构 和 连续 结构 相互 抵触 主要 有 三 个 原因 。 一 是 传统 Hilbert 空间 所 对 
应 的 原 空间 为 Euclidean 复 空 间或 椭圆 复 空间 ,1. 3 节 中 分 析 了 Euclidean 复 空间 
与 Minkowski 复 空间 的 类 时 区 域 相对 应 ,数学 上 可 以 给 出 它们 的 同 构 关系 。 由 于 
Euclidean 复 空间 的 类 光 区 域 仅 为 坐标 原点 ,光量 子 没有 几何 对 应 区 域 ,所 以 不 能 
讨论 微观 客体 的 量子 跃迁 以 及 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 。 传 统 Hilbert 空间 中 
实物 粒子 和 光子 的 区 域 界定 是 模糊 的 ,它们 的 数学 关联 也 是 一 个 尚未 解决 的 问题 。 
二 是 传统 狭义 相对 论 讨论 两 个 物理 事件 用 光 信号 取得 因果 联系 时 ,并 没有 与 时 空 
性 质 联系 起 来 , 即 没 有 系统 地 讨论 Minkowski 空间 中 两 点 的 度量 问题 , 当然 这 涉 
及 Minkowski 空间 的 距离 公理 ,具有 复杂 的 理论 背景 。 由 于 没有 建立 类 时 区 与 类 
光 区 的 几何 关联 ,就 不 可 能 给 出 Minkowski 空间 的 分 立 结构 ,这 是 传统 狭义 相对 
论 在 连续 的 几何 空间 中 能 够 描述 高 速 运动 质点 而 不 能 刻画 有 静止 质量 粒子 与 光量 


第 六 章 ”Minkowski 时 空 性 质 分 析 。73。 


子 耦 合 的 原因 。 三 是 传统 的 狭义 相对 论 和 泛 函 分 析 中 的 Hilbert 空间 理论 都 没有 
将 复数 性 质 与 时 空 的 几何 性 质 联 系 起 来 ,这 涉及 数学 运算 规则 的 局 限 性 问题 。 
Hilbert 空间 是 由 内 积 的 距离 公理 抽象 出 来 的 ,但 椭圆 复数 的 内 积 与 狭义 相对 论 的 
时 空间 隔 不 变量 是 不 相 容 的 。 虽 然 量子 力学 中 粒子 态 函 数 的 几率 诠释 与 复数 的 性 
质 存在 逻辑 关联 ,但 它 不 能 将 原 空间 的 几何 性 质 通过 内 积 的 复数 性 质 引入 量子 力 
学 ,这 是 传统 Hilbert 空间 理论 的 缺陷 之 处 。 
在 Minkowski 复 空间 的 类 时 区 Ci 中 取 时 空 点 X, (cjm) 和 X,《c,,jr,), 由 
上 文 分 析 可 分 别 表示 以 亚 光 速 运动 的 不 同时 空 点 所 发 生 的 物理 事件 。 如 果 它 们 用 
光 信 和 号 取得 因果 联系 , 则 时 空 连 线 平行 或 垂直 零 因子 区 或 类 光 区 ,满足 关系 式 
X,—X,= dg (一 士 1,…) (6.3.1) 
两 物理 事件 的 时 空间 隔 满足 关系 式 |Az| = | cAt| , 说 明 它 们 只 能 通过 传递 光 信 
号 取得 因果 联系 。 由 式 (6. 3. 1) 可 以 将 Minkowski 复 空间 的 类 时 区 进行 定向 格式 
化 ,使 四 维 时 空间 和 四 维 能 量 动量 空间 分 别 形成 分 立 结构 。 将 式 (6.3.1) 中 b 命 
名 为 单位 类 光 元 ,系数 4 一 士 1, 士 2,… 取 分 立 值 ,在 类 时 区 Ci 中 以 士 p 为 单位 ,分 
别 作出 类 光 区 扎 (或 马 ) 的 平行 线 族 ( 或 垂直 线 族 ) 和 垂直 线 族 (或 平行 线 族 )。 将 
整个 类 时 区 Ci 分 割 成 一 系列 定向 相 格 ,如 图 6. 3。 每 个 相 格 的 线 度 表 示 为 (参见 
第 二 十 一 章 定义 21.6 的 虚 距 离 ) 
|X,—Xal= | 土 %|= do (6. 3. 2) 
当 将 这 种 定向 相 格 由 类 时 空间 推广 P40P) 
到 整个 四 维 坐标 空间 五 (c ,六 ) 和 四 维 动 


量 空间 要 (于 , 话 ) 时 ,在 八 维 Minkowski 


复 空间 或 八 维 y(q… ,qi，…,pP4) 空 or (Ec) 
间 中 形成 了 与 类 光 区 相 平 行 或 相 垂直 的 
超 平面 族 。 这 些 超 平面 族 将 整个 类 时 区 
分 割 成 一 系列 8 维 定向 相 格 ,并 对 整个 
Minkowski 复 空间 的 位 型 空间 和 动量 空 
间 施 行 了 定向 格式 化 。 如 果 以 这 种 定向 ”图 6.3 Minkowski 复 空间 的 定向 格式 化 
格式 化 的 Minkowski 复 空间 为 原 空间 并 
赋予 其 泛 函 分 析 结构 ,可 能 为 量子 力学 提供 一 种 与 非 Euclidean 几何 相关 联 的 数 
学 框架 (参照 第 二 十 一 章 的 定义 21. 23, 由 完备 的 内 积 空间 抽象 出 三 类 广 域 Hil- 
bert 相 空 间 ) 。 这 种 数学 框架 具有 统一 的 几何 结构 、 分 析 结构 以 及 代数 结构 ,从 数 
学 和 物理 两 方面 建立 起 它们 之 间 的 逻辑 关联 ,可 为 量子 力学 和 狭义 相对 论 的 一 元 
化 表述 提供 了 理论 依据 。 

在 传统 的 狭义 相对 论 中 ,Minkowski 连续 空间 所 研究 的 实物 物体 可 作为 时 空 
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中 一 个 质点 或 一 个 时 空 点 处 理 , 仅 涉及 时 空 的 局 域 性 和 连续 性 。 在 量子 力学 中 , 粒 
子 量子 路 迁 吸 收 或 放出 光量 子 涉及 时 空中 两 个 时 空 点 的 关联 问题 ,涉及 时 空 的 整 
体 性 和 光量 子 或 场 的 全 域 性 。 光 量子 和 场 的 整体 性 ,要 求 所 对 应 的 波长 和 频率 与 
时 空 的 分 立 结构 有 关 , 所 以 如 何 将 粒子 和 场 有 机 地 结合 起 来 , 找 出 分 立 与 连续 之 间 
的 联系 是 我 们 应 该 关注 的 问题 。Minkowski 复 空间 的 方向 奇异 性 为 广 域 Hilbert 
相 空 间 的 分 立 结构 赋予 了 几何 结构 ,使 具有 连续 性 的 几何 结构 与 具有 分 立 性 的 分 
析 结 构 之 间 建 立 起 沟通 和 联系 的 平台 。Minkowski 复 空间 中 实物 粒子 和 光量 子 
分 别 有 各 自 的 对 应 区 域 ,时 空 方向 的 奇异 性 将 类 光 区 和 类 时 区 以 及 实物 粒子 和 光 
量子 联系 起 来 ,使 得 在 抽象 的 广 域 Hilbert 相 空 间 中 用 非 质 点 相 格 描述 实物 粒子 
和 光量 子 的 耦合 具有 了 统一 的 几何 背景 和 泛 函 分 析 背 景 。 同 一 时 空 点 通过 不 同方 
向 的 连 线 可 以 描述 不 同 的 时 空 性 质 , 物 理 上 就 可 能 区 分 为 物体 所 具有 的 不 同 的 运 
动 特性 和 相互 作用 形式 。 ， 

将 Plank 量子 假设 与 Minkowski 空间 的 分 立 结构 相 结合 ,可 以 描述 微观 客体 
的 量子 特征 。 定 义 21. 23 第 二 类 广 域 Hilbert 相 空间 ,用 分 立 相 格 刻画 物理 事件 
之 间 用 光 信号 取得 的 因果 联系 以 及 实物 粒子 与 光量 子 耦合 的 相互 作用 。Minkowski 
复 空间 中 类 时 区 两 个 物理 事件 的 类 光 间 隔 满 足 Az = cAt, 说 明 微 观 客体 之 间 的 因 
果 联 系 是 通过 光 信 号 的 传递 来 实现 的 。 将 微观 客体 量子 跃迁 与 广 域 Hilbert 空间 
的 非 质 点 定向 相 格 相对 应 ,使 具有 粒子 特性 的 微观 客体 以 跃迁 的 方式 吸收 或 放出 
光量 子 ,也 与 相 邻 非 质 点 相 格 的 微观 粒子 相互 交换 这 种 光 信号 。 整 个 分 立 空间 的 
非 质 点 相 格 对 应 类 时 区 域 的 类 光 间 隔 ,所 有 具有 非 质点 性 质 的 实物 粒子 都 是 通过 
传递 光 信号 亦 即 与 场 的 相互 作用 取得 了 因果 联系 。 

在 Minkowski 空间 同一 类 时 区 域 ,类 时 间隔 满足 关系 式 |Az|< |cAz| . 类 时 
区 域 不 能 与 类 光 区 域 取得 几何 关联 ,物理 上 只 能 表示 以 亚 光 速 取得 因果 联系 的 两 
个 物理 事件 ,它们 对 应 实物 粒子 间 的 相互 作用 ,例如 粒子 间 的 碰撞 。 不 能 描述 粒子 
和 场 的 耦合 ,排除 了 类 时 事件 用 光 信 号 联系 的 可 能 性 ,粒子 的 特征 长 度 不 能 用 相干 
波长 描述 ,就 失去 了 时 空 分 立 的 意义 。 在 这 种 情况 下 ,实物 粒子 可 抽象 为 质点 ,这 
就 是 传统 狭义 相对 论 所 对 应 的 连续 空间 , 它 包含 了 有 静止 质量 粒子 本 身 所 具有 的 
运动 特征 以 及 实物 粒子 之 间 以 亚 光 速 形式 所 进行 的 因果 联系 。 定 义 21. 23 中 第 一 
类 广 域 Hilbert 相 空间 ,利用 类 时 区 的 类 时 间隔 可 描述 实物 粒子 本 身 的 运动 行为 。 

Minkowski 复 空间 的 分 立 和 连续 具有 一 种 相辅相成 的 辩证 关系 ,定义 21. 23 
中 三 类 广 域 Hilbert 相 空间 分 别 对 应 实物 粒子 和 场所 具有 的 不 同 的 运动 特征 和 相 
互 作用 形式 。Minkowski 复 空间 的 方向 奇异 性 使 四 维 几何 表现 为 时 空 的 不 光滑 
性 , 当 类 时 区 与 类 光 区 取得 了 几何 上 的 关联 ,时 空 就 具有 了 分 立 结构 ,物理 上 对 应 
实物 粒子 和 光量 子 的 相互 作用 ;而 类 时 区 的 连续 性 质 , 物 理 上 对 应 实物 粒子 间 的 相 
互 作用 形式 和 实物 粒子 本 身 的 运动 特征 。 一 般 情况 下 微观 客体 可 能 同时 参与 这 两 
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种 相互 作用 ,就 需要 分 立 和 连续 两 种 结构 相互 琶 加 和 融合 ,使 之 成 为 一 个 辩证 统一 
体 才 可 能 对 微观 客体 的 运动 规律 进行 完备 性 描述 。 广 域 Hilbert 相 空间 的 非 欧 几 
何 背 景 , 使 描述 微观 客体 的 非 质点 相 格 兼顾 分 析 结构 和 几何 结构 两 重 性 质 。 在 赋 
了 予 几何 结构 下 的 量子 解释 应 该 具有 因果 表述 ,这 需要 突破 传统 理论 基础 框架 的 束 
缚 ,突破 量子 解释 的 传统 观念 。 


6.4 ”四维 时 空 的 物 态 关系 


我 们 这 个 宇宙 世界 是 由 物质 组 成 的 ,物质 有 两 种 存在 形式 。 一 种 是 具有 静止 
质量 和 一 定形 体 的 实物 客体 ,一 种 是 弥散 于 空间 中 的 场 ,物质 的 两 种 形式 都 是 独立 
于 人 的 主观 意识 而 客观 存在 。 在 平 直 时 空中 实物 粒子 具有 局 域 性 ,而 具有 全 域 性 
的 场 主要 是 电磁 场 和 引力 场 。 从 哲学 角度 ,物质 的 两 种 形态 具有 辩证 的 统一 关系 
和 内 在 的 逻辑 关联 ,它们 可 以 相互 耦合 和 转化 ,耦合 和 转化 过 程 中 质 能 保持 守恒 。 
实物 客体 与 场 的 这 种 联系 似乎 不 完全 取决 于 实物 粒子 本 身 的 运动 状态 ,无 论 是 与 
Lorentz 变换 相对 应 的 高 速 粒子 ,还 是 与 Galilei 变换 相对 应 的 低速 粒子 ,甚至 静止 
的 微观 客体 ,都 可 以 通过 吸收 或 放出 光量 子 使 实物 粒子 与 场 进行 磷 合 ,并 在 耦合 中 
质量 与 能 量 产生 转换 。 量 子 力学 实质 上 就 是 描述 实物 粒子 与 场 相 互 作 用 的 基础 理 
论 , 实 物 粒子 的 能 级 分 立 结构 和 量子 跃迁 与 吸收 和 放出 光量 子 有 关 。 

表征 物质 的 两 种 物 态 形式 在 Minkowski 复 空间 可 以 找到 几何 对 应 区 域 ,一 种 
是 与 实物 粒子 对 应 的 类 时 区 域 ,一 种 是 与 光量 子 对 应 的 类 光 区 域 。 物 质 两 种 物 态 
的 转化 规律 是 否 可 以 通过 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 来 进行 描述 ,是 解决 量子 力 
学 几何 对 应 的 一 个 突破 口 。 为 了 解决 这 个 问题 ,需要 对 Minkowski 复 空间 的 几何 
性 质 重新 认识 , 换 一 个 角度 讲 ,就 是 抛 开 类 时 区 仅 能 描述 实物 客体 运动 状态 ,而 从 
物质 的 两 种 物 态 形式 所 对 应 区 域 的 相互 联系 来 进行 对 比分 析 。 即 不 同 区 域 的 划 
分 ,对 物质 的 不 同 物 态 给 出 了 几何 区 别 , 而 区 域 间 的 几何 关联 描述 了 不 同 物 态 间 相 
互 转换 的 逻辑 联系 。 这 时 ,表现 实物 粒子 本 身 的 运动 行为 降 为 次 要 矛盾 ,粒子 与 场 
不 同 物 态 之 间 的 耦合 上 升 为 主要 矛盾 。 

为 了 将 物质 两 种 不 同 物 态 的 几何 区 域 进行 对 比 , Minkowski 时 空间 Ha ,jz) 
可 以 改写 成 HH(a ,jvt)。 其 中 , < = vt 表示 实物 客体 在 类 时 区 中 的 位 置 和 线 度 , 取 
Zz. 二 cAt 表示 场 或 光量 子 在 类 光 区 中 的 位 置 和 线 度 。 实 物 客体 和 光量 子 两 种 不 同 
的 物质 形态 从 几何 性 质 上 可 以 描述 它们 的 区 别 和 联系 。 类 时 区 与 类 光 区 的 区 别 ， 
可 看 做 以 运动 的 实物 客体 和 以 光速 c 运动 的 光量 子 之 间 的 差别 ,类 时 区 的 定向 格 
式 化 表现 了 实物 客体 和 光量 子 的 联系 和 转化 关系 。 在 类 时 区 取 复数 XX = a 十 jvt 
表示 (a ,jz) 中 的 时 空 点 ,说 明 有 静止 质量 的 实物 客体 运动 速度 小 于 光量 子 的 运 
动 速度 "< , 或 在 相等 的 时 间 间 隔 内 光量 子 的 运行 距离 大 于 实物 客体 运动 的 距 
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离 。v 和 <z 是 变量 ,不 同 的 和 <z 在 类 时 区 对 应 不 同 的 时 空 点。 但 c 为 常量 ,对 应 
类 光 区 ,所 以 复数 的 模 方 可 以 写 为 

IRI?=er we (6.4.1) 
式 (6. 4. 1) 中 模 平方 的 物理 意义 可 解释 为 ,相等 时 间 间 隔 内 匀速 运动 的 实物 客体 与 
光量 子 运行 的 距离 平方 的 差 值 为 不 变量 。 也 可 解释 为 具有 一 定 速度 的 实物 客体 与 
光量 子 两 者 速度 平方 的 差 值 在 坐标 变换 中 保持 为 不 变量 。 


四 维 动量 空间 也 (于 ,jp) 可 改写 为 (于 ,jnw ) 或 及 (mcvjnw)， 四 维 动量 空 
间 中 的 一 个 点 代表 实物 客体 的 一 个 物理 事件 。 其 中 wm 一 为 客体 的 动量 , m 为 


实物 粒子 的 质量 , E = mc? 为 实物 粒子 的 能 量 。 当 实物 客体 对 应 的 两 个 物理 事件 
以 光 信 号 取得 联系 时 ,它们 的 时 空 连 线 ( 世 界线 ) 平 行 或 垂直 类 光 区 ,满足 关系 式 


1ap|= | 阜 |. 取 me = Ap = pwme? 二 AE 二 Eym、p 以 及 FE 分 别 为 光量 子 


的 质量 ,动量 和 能 量 。 实 物 客体 通过 量子 跃迁 或 与 光量 子 的 耦合 使 其 物质 性 或 物 
态 形式 发 生 了 改变 ,实物 客体 与 光量 子 之 间 产 生 了 质 能 转变 。 在 类 时 区 内 沿 平行 
或 垂直 类 光 区 作 直 线 ,将 类 时 区 进行 了 分 立 化 ,使 类 时 区 两 个 实物 粒子 的 位 置 差 值 
与 类 光 区 中 光量 子 的 几何 线 度 联系 起 来 ,满足 关系 式 : 

Arx = cAt = nro (6. 4.2) 
式 (6.4. 2) 中 Az 为 实物 粒子 跃迁 前 后 的 位 置 差 , 如 取 zo 为 产生 光量 子 的 线 度 , 则 
nn 二 1,2,… 为 整数 ,说 明光 量子 具有 分 立 性 。 同 理 两 实物 客体 的 动量 差 值 与 光量 
子 的 动量 满足 关系 式 


Ap=—cAm=— Ep (6.4.3) 


式 (6.4. 2) 和 (6. 4. 3) 使 物质 两 种 存在 形式 和 相互 作用 关系 在 Minkowski 复 空间 
中 具有 了 一 种 几何 描述 。 所 以 在 平 直 的 Minkowski 动量 空间 可 以 描述 物质 不 同 
物 态 之 间 的 能 量 和 质量 之 间 的 转化 关系 ,这 也 使 平 直 时 空 具有 了 物质 性 。 

类 时 区 的 分 立 结构 可 以 表征 实物 粒子 的 几何 线 度 和 光量 子 相干 波长 的 几何 关 
联 , 实 物 粒子 吸收 或 放出 光量 子 亦 即 粒子 间 相 互 交换 光 信号 ,使 粒子 不 再 是 孤立 客 
体 而 是 与 场 相互 作用 的 关联 体 。 与 实物 粒子 相伴 的 是 一 个 与 场 相 关联 的 真空 背 
景 ,这 个 背景 将 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 转换 成 实物 粒子 与 光量 子 的 因果 联系 
和 物质 变换 。 实 物 客体 如 不 考虑 光量 子 的 参与 ,其 质量 的 改变 在 传统 的 量子 理论 
中 是 无 法 进行 因果 解释 的 。 实 物 粒子 之 间 可 以 通过 相互 交换 光 信 号 取得 因果 联 
系 ,在 交换 光 信号 过 程 中 各 实物 粒子 的 质量 、 动 量 以 及 能 量 要 发 生 改 变 。 四 维 平 直 
的 Minkowski 复 空间 具有 物 态 变换 的 时 空 性 质 ,可 能 是 揭示 数学 理论 和 物理 规律 
存在 深层 次 逻辑 关联 的 钥匙 。 
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6.5 物 态 变换 的 哲学 诠释 


Minkowski 复 空间 描述 物质 的 自然 规律 具有 三 重 性 质 :一 是 实物 客体 的 运动 
性 质 ,二 是 场 的 变化 性 质 ,三 是 实物 粒子 和 场 的 转换 性 质 ,三 者 统一 起 来 构成 两 种 
物 态 的 运动 形式 和 转换 规律 。 运 动 和 转换 是 同一 个 事物 的 两 个 不 同方 面 ,它们 之 
间 既 有 区 别 , 又 有 联系 ,也 存在 一 个 从 量变 到 质变 的 演化 过 程 。 实 物 粒子 与 光量 子 
的 耦合 存在 物 态 转化 ,在 这 个 过 程 中 ,实物 粒子 的 质量 、 动 量 及 能 量 发 生 了 改变 , 实 
物 粒子 的 运动 状态 也 发 生 改 变 。 所 以 ,物质 两 种 形态 之 间 存在 相辅相成 的 关系 ,在 
具体 的 过 程 中 需要 考虑 两 种 规律 的 综合 作用 。 

实物 粒子 与 场 的 运动 和 转换 是 一 种 客观 规律 ,独立 于 人 的 主观 意识 而 客观 存 
在 。 实 物 粒子 与 场 一 起 组 成 了 自然 界 的 客观 物质 ,它们 之 间 的 因果 联系 既 要 考虑 
客观 性 ,也 要 考虑 整体 性 , 如 果 单 方面 考虑 实物 粒子 或 场 是 有 其 局 限 性 和 缺陷 性 
的 。 当 表示 实物 客体 的 两 个 物理 事件 以 光 信号 相互 联系 时 ,它们 的 时 空 连 线 (世界 
线 ) 平 行 或 垂直 类 光 区 ,对 应 关系 式 c| At| = | Az|，, 说 明光 信号 以 光速 在 两 时 空 
点 间 运 行 ,并 与 两 个 物理 事件 取得 了 因果 联系 。 例 如 取 Xi 一 5 十 2j,Xs* 一 6 十 3j， 
AX 一 Xs 一 Xi 一 1 十 j; 间隔 不 变量 AX* AX = 二 1 一 1 = 0,R? = X? Xi = 25 一 4 
二 21,Ri 一 X; Xz 二 36 一 9 二 27。 可 解释 为 ,实物 客体 吸收 或 放出 光量 子 前 后 分 别 
对 应 两 个 不 同 的 物理 事件 ,实物 客体 与 光量 子 耦合 前 后 的 时 空位 置 和 运行 速度 都 
发 生 了 改变 ,时 空间 隔 不 变量 也 发 生 了 改变 。 这 种 突变 与 吸收 或 放出 的 光量 子 有 
关 , 所 以 仅 考虑 实物 客体 所 对 应 两 个 物理 事件 而 不 考虑 光量 子 的 参与 是 无 法 进行 
因果 解释 的 。 

在 动量 空间 有 H(p.,jp) 也 是 如 此 , 当 实 物 客体 对 应 的 两 个 物理 事件 以 光 信号 
形式 相互 联系 时 ,它们 的 时 空 连 线 ( 世 界线 ) 也 平行 或 垂直 类 光 区 。 光 量子 对 应 类 
光 区 ,其 动量 空间 的 时 空间 隔 或 静 能 等 于 零 ;粒子 与 光量 子 取得 因果 联系 前 后 的 两 
个 物理 事件 其 静 能 发 生 了 改变 , 即 实物 客体 的 物质 性 发 生 了 改变 ,实物 客体 与 光量 
子 之 间 产 生 了 质 能 转变 。 实 物 客体 的 变化 如 不 考虑 光量 子 的 参与 ,其 质量 的 改变 
在 传统 的 理论 中 是 无 法 进行 因果 解释 的 。 实 物 粒子 与 场 的 关联 应 该 看 成 客观 事物 
所 表现 的 辩证 统一 关系 ,单方 面 考虑 实物 粒子 或 场 都 不 能 给 出 一 个 因果 解释 ,这 也 
是 量子 力学 不 能 给 出 一 个 客观 的 概率 解释 的 原因 。 其 实 ,早期 Einstein 对 量子 力 
学 产生 怀疑 时 ,就 提出 “ 鬼 波 ”和 “上 帝 掷 色 子 ” 的 问题 ,这 里 就 包含 了 场 或 光量 子 的 
度量 亦 即 微观 客体 因果 解释 。 可 惜 的 是 光量 子 的 度量 至 今 没 有 解决 ,传统 量子 力 
学 沿用 经 典 力学 的 思维 方法 ,研究 实物 粒子 的 运动 行为 擅 开 了 光量 子 的 参与 , 仅 从 
统计 性 角度 解释 发 现 粒子 的 概率 是 有 局 限 性 的 。 

从 几何 角度 来 说 ,经 典 力学 对 应 Euclidean 空间 的 传统 观念 始终 影响 我 们 对 
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微观 客体 的 理解 。 用 Galilei 变换 描述 粒子 的 运动 行为 , 态 函 数 表示 发 现 粒 子 的 概 
率 ,不 确定 关系 表示 对 粒子 的 测量 等 ,都 受到 传统 意义 上 三 维 坐标 空间 影响 。 由 于 
这 个 三 维 空间 带 有 Euclidean 空间 的 几何 痕迹 ,将 微观 粒子 与 场 的 背景 引入 这 个 
空间 并 得 到 几何 解释 是 不 可 能 的 。Euclidean 空间 具有 方向 同性 的 特点 ,整个 几何 
空间 只 能 描述 实物 客体 这 个 单元 物质 形态 的 运动 规律 。 无 论 是 宏观 客体 对 应 的 连 
续 空间 ,还 是 微观 客体 对 应 的 分 立 空间 以 及 由 Euclidean 空间 的 公理 体系 抽象 出 
的 Hilbert 空间 ,由 于 不 能 给 出 电磁 场 或 光量 子 的 对 应 区 域 ,不 可 能 用 几何 性 质 描 
述 实物 客体 与 场 或 光量 子 的 相互 作用 ,所 以 利用 传统 的 Hilbert 空间 表述 光量 子 
的 性 质 以 及 光量 子 与 实物 粒子 的 耦合 从 数学 角度 讲 是 存在 缺陷 的 。 

传统 狭义 相对 论 中 ,将 Minkowski 空间 看 做 高 速 运动 客体 所 对 应 的 时 空间 ， 
虽然 将 实物 客体 和 光量 子 的 对 应 区 域 进行 了 区 分 ,但 两 种 物质 形态 的 相互 转变 关 
系 并 没有 通过 时 空 性 质 描述 出 来 ,也 没有 通过 时 空 方向 的 奇异 性 表征 客体 本 身 的 
内 在 性 质 。 特 别 是 ,对 光量 子 所 对 应 的 类 光 区 不 能 描述 其 局 域 性 质 , 不 能 对 光量 子 
进行 度量 ,实物 粒子 质量 和 能 量 的 变化 就 不 能 给 出 一 个 因果 性 的 描述 ,所 以 想 要 在 
传统 的 Minkowski 空间 中 描述 微观 客体 的 转变 规律 也 是 不 可 能 的 。 对 微观 客体 
的 运动 规律 给 出 一 个 完备 的 因果 解释 ,需要 将 实物 粒子 与 场 的 背景 联系 起 来 。 要 
抛弃 Euclidean 空间 和 Minkowski 空间 的 传统 观念 ,对 实物 粒子 和 场所 具有 的 不 
同 区 域 分 别 定义 不 同 的 距离 或 度量 ,实物 粒子 与 场 的 克 合 才能 通过 不 同 区 域 间 的 
几何 关联 得 到 一 个 合理 的 因果 解释 。 

Minkowski 复 空间 的 几何 性 质 和 物质 形态 变换 的 逻辑 关联 应 与 双 曲 单 复 变 
函数 的 性 质 有 关 。 复 数 可 以 通过 实 部 和 虚 部 描述 既 有 联系 又 有 区 别 的 两 类 事物 ， 
将 双 曲 复数 的 虚 部 对 应 实物 客体 , 实 部 对 应 场 , HCp. ,jp) 表示 物质 两 种 物 态 之 间 
的 联系 。 利 用 双 曲 单 复 变 函数 的 运算 规则 ,描述 物质 不 同形 态 的 运动 规律 和 逻辑 
关联 ,说 明 物质 与 双 曲 复数 之 间 存 在 着 一 种 依存 关系 。 复 数 性 质 反 映 物质 自然 规 
律 ,客体 自然 规律 表现 复数 性 质 ,复数 和 物质 之 间 也 就 存在 一 个 辩证 统一 关系 。 如 
果 复 数 具 有 一 个 本 体 空间 ,复数 性 质 应 与 时 空 性 质 具有 内 在 的 对 应 关系 ,通过 复数 
性 质 描述 本 体 空间 的 几何 性 质 ,反之 通过 时 空 性 质 赋予 复数 的 运算 规则 ,复数 和 本 
体 空间 也 形成 了 辩证 统一 关系 。 双 曲 复 变 函数 、Minkowski 复 空间 以 及 物质 的 自 
然 规律 三 者 构成 了 一 个 辩证 统一 体 ,它们 之 间 应 该 具有 相互 依存 的 逻辑 关联 。 

在 量子 力学 中 描述 微观 客体 以 及 态 函 数 的 概率 诠释 与 复数 性 质 有 关 , 说 明 复 
数 与 微观 客体 之 间 存 在 内 在 的 逻辑 关联 。 微 观 理 论 特别 是 对 亚 核 粒子 的 描述 对 复 
数 具 有 依赖 性 ,是 否 能 归结 到 几何 空间 的 时 空 性 质 应 该 取决 于 复数 是 否 具 有 相应 
的 本 体 空间 。Euclidean 空间 不 具有 这 种 本 体 空间 的 几何 性 质 ,而 Minkowski 空 
间 与 Hilbert 相 空 间 所 对 应 完备 的 内 积 空间 又 不 吻合 ,可 能 是 量子 理论 找 不 到 相 
应 几何 空间 的 原因 。 复 数 性 质 \ 时 空 结构 以 及 物 态 形式 的 辩证 关系 和 内 在 联系 ,使 
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我 们 应 该 重新 审视 数学 和 物理 间 的 界限 和 依存 关系 ,从 系统 理论 的 完备 性 考虑 建 
立 一 套 统 一 的 基础 理论 。 这 套 理论 应 该 包括 Minkowski 空间 的 时 空 理论 , 非 欧 几 
何 的 公理 体系 、 复 变 函 数 以 及 相应 的 广 域 代数 、 复 泛 函 分 析 、 多 拓扑 和 群 表示 等 。 
利用 这 套 完备 的 数学 理论 可 以 将 狭义 相对 论 、 经 典 量子 力学 、 相 对 论 量子 力学 、 场 
论 及 广义 相对 论 和 谐 地 融合 在 一 起 ,这 符合 辩证 法 中 的 辩证 统一 原理 。 
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量子 力学 中 ,微观 客体 如 电子 在 吸收 或 放出 光子 时 表现 了 实物 粒子 与 场 的 相 
互 作 用 和 内 在 的 逻辑 关联 ,刻画 了 两 种 物质 形态 在 耦合 和 转化 过 程 中 的 辩证 统一 
关系 。 而 微观 客体 的 波 粒 二 象 性 ,不 确定 关系 以 及 能 级 理论 等 量子 力学 基本 原理 
应 是 物质 两 种 形态 因果 联系 的 表现 形式 。 但 是 ,在 传统 的 量子 力学 中 并 没有 将 两 
者 辩证 地 统一 起 来 ,而 往往 将 实物 粒子 和 场 割裂 开 来 ,这 种 割裂 和 分 离 体现 在 量子 
力学 的 基本 原理 中 , 这 也 是 不 能 将 量子 力学 进行 因果 描述 的 重要 原因 。 在 
Minkowski 空间 中 讨论 狭义 相对 论 的 物理 问题 是 个 不 争 的 事实 ,是 否 可 将 量子 理 
论 特 别 是 经 典 量子 力学 引入 Minkowski 空间 是 建立 狭义 相对 论 和 经 典 量子 力学 
统一 数学 框架 的 基本 条 件 , 也 是 在 Minkowski 复 空间 中 进行 狭义 相对 论 和 量子 力 
学 一 元 化 表述 的 基本 思路 。 


7.1 量子 特征 与 时 空格 式 化 的 对 应 关系 


量子 力学 中 , 光 和 实物 粒子 (如 电子 ) 相 互 耦 合 表现 了 光电 效应 .量子 干涉 、 能 
级 妈 迁 不 确定 关系 等 物理 特性 ,这 些 特性 是 组 成 物质 的 基本 粒子 和 场 相互 作用 的 
自然 规律 。Minkowski 复 空间 亦 即 抽象 出 的 广 域 Hilbert 相 空 间 , 如 果 通 过 几何 
和 分 析 性 质 描述 这 些 自然 规律 就 可 能 在 量子 力学 和 广 域 Hilbert 空间 之 间 建 立 一 
种 内 在 联系 ,这 种 联系 可 以 把 广 域 Hilbert 空间 的 数学 规律 与 量子 力学 中 的 物理 
规律 有 机 地 结合 起 来 。 为 量子 力学 赋予 新 的 数学 背景 给 我 们 提出 了 两 点 启发 :一 
方面 量子 力学 的 物理 现象 有 了 一 个 几何 对 应 空间 ,量子 解释 可 能 赋予 新 的 数学 、 物 
理 以 及 哲学 含义 ; 另 一 方面 ,通过 几何 性 质 对 物理 规律 给 出 因果 解释 ,提升 了 数学 
秩序 ,拓宽 了 量子 力学 与 其 他 物理 分 支 相互 联系 的 渠道 。 

在 二 维 复 平面 取 时 空 点 Xi (ci ,jzi)、Xz(cs,jzz) 为 微观 客体 所 对 应 的 物理 
事件 。Minkowski 复 空间 类 时 区 中 ,如 果 Xi (ai,jzi) 和 Xs(ds,jzs) 的 连 线 平 行 
或 垂直 类 光 区 ,由 式 (6. 3. 1) 有 关系 : 

Xz 一 Xi = AX = cAt+jAx = dgo (7.1.1) 

显然 , X1(1,jz1) ,Xz《dtz ,jzs) 为 类 时 区 C 中 的 时 空 点 ,应 具有 粒子 的 特征 ; 取 名 
为 类 光 区 的 单位 四 元 数 ,应 具有 光量 子 的 特征 。 对 式 (7. 1. 1) 取 内 积 ,有 

AX*AX= dB =0 (7.1.2) 

取 4d 二 鸡 为 虚 距 空间 (HH,d) 中 的 虚 距 离 或 线 度 因 子 。 当 == 土 1, 士 2,…, 将 do 一 
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4 作为 一 个 单位 尺度 ,对 Minkowski 复 空间 类 时 区 进行 格式 化 ,形成 了 一 种 时 空 的 
分 立 结构 ,定向 分 立 格 的 完备 内 积 空 间 可 抽象 出 广 域 Hilbert 相 空间 (参见 第 二 十 
一 章 定义 21. 23)。 取 AX。 二 4 土 认为 类 光 区 中 非 质点 相 格 对 应 的 四 元 数 ,在 虚 距 
空间 (五 ,4) 中 时 间 间 隔 分 量 和 空间 间隔 分 量 相等 。 在 位 型 时 空中 , 取 X 为 类 光 区 
光量 子 的 相干 波长 , AX。 的 空间 分 量 表示 实物 粒子 进行 量子 跃迁 时 吸收 或 放出 一 
个 光量 子 的 相干 长 度 , AX。 与 4 的 关联 ,使 有 静 质 量 粒子 间 的 相干 线 度 与 光量 子 
的 相干 波长 在 Minkowski 空间 中 找到 了 一 种 几何 关联 。 可 解释 为 ,实物 客体 在 吸 
收 或 放出 光量 子 时 取得 因果 联系 的 最 小 时 间 间 隔 为 At， 而 一 个 光量 子 在 两 个 实物 
客体 之 间 运 行 的 最 小 距离 Az 二 4 = cAt。 


在 二 维 能 量 动量 复 平面 刀 ( 三 ,je ), 微观 客体 的 量子 态 可 用 Plank 常数 来 
画 , 将 Plank 常数 引入 Minkowski 复 空间 的 分 立 结构 中 ,能 够 对 量子 假设 给 出 一 


种 几何 解释 。 取 关系 式 


= 年 +jap = dd = ks, (7.1.3) 


其 中 , % 为 动量 空间 的 单位 类 光 元 , h 为 Plank 常数 , n == 土 1, 土 2,…。 对 式 
(7. 1. 3) 取 内 积 , 有 


AP*AP=d’?%%=0 (7.1.4) 

式 (7. 1. 4) 为 四 维 动量 空间 类 时 区 中 类 光 间 隔 对 应 的 坐标 变换 不 变量 , 5 在 类 光 
区 中 对 应 复数 的 模 等 于 零 。 

四 维 Minkowski 位 型 空间 的 类 时 区 取 时 空 点 或 两 物理 事件 Xi (di , 访 ) 和 

Xa《qz ,j 访 )， 当 两 物理 事件 用 光 信 号 取得 因果 联系 时 ,其 连 线 平行 或 垂直 类 光 区 。 


如 果 两 物理 事件 在 四 维 Minkowsls 能 量 动量 空间 的 类 时 区 对 应 时 空 点 P ( 旦 ,二 ) 


和 P, ( 坚 , 雹 ), 其 连 线 也 平行 或 垂直 类 光 区 . 沿 平行 或 垂直 类 光 区 作 一 系列 分 


立 相 格 , 则 位 型 空间 和 能 量 动量 空间 构成 八 维 Minkowski 相 空 间 。 在 分 立 的 相 空 
间 中 ,将 式 (7. 1.2) 和 (7. 1. 4) 联 立 , 得 


(AX* AX)(AP"* AP) = (AX* AP)(AP* AX) 一 0 (7.1.5) 
四 元 数 AX 和 AP 中 实 部 和 虚 部 均 相 等 , 式 (7. 1. 5) 可 以 简写 成 
AX" AP 一 AP"AX 一 0 (7.1.6) 


式 (7. 1. 6) 可 看 做 八 维 Minkowski 相 空 间 的 间隔 不 变量 ,包含 了 坐标 的 零 间 隔 和 
动量 的 零 间 隔 。 八 维 虚 距 空间 的 虚 距 离 满足 

dd' 二 mh 二 氢 ，(k== 土 1, 土 2,…) (7.1.7) 

Minkowski 复 空间 的 方向 奇异 性 和 分 立 结构 在 数学 上 使 类 时 区 和 类 光 区 取 

得 了 几何 关联 ,物理 上 对 应 有 静 质量 粒子 和 光量 子 的 耦合 。 将 Plank 假设 引入 广 
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域 Hilbert 相 空间 ,用 Plank 常数 来 刻画 定向 相 格 的 线 度 并 用 以 表示 微观 客体 的 量 
子 态 , 这 为 光电 效应 \ 波 粒 二 象 性 .能 级 跃迁 .不 确定 关系 等 量子 力学 基本 原理 提供 
了 一 种 几何 解释 。 


7.2 ”Compton 效应 的 几何 解释 


Compton 散射 是 Einstein 光量 子 论 的 直接 验证 ,如 果 将 Compton 效应 在 
Minkowski 空间 通过 几何 形式 描述 出 来 ,对 量子 力学 的 几何 关联 具有 重要 的 物理 
意义 。 在 Compton 散射 中 ,入 射 光子 与 晶体 中 的 电子 相互 作用 ,由 式 (7. 1. 3), 取 


AE -= |A 才 | = | 起 | 一 到 
号 一 |A 玉 | 一 | 五 | 一 二 (7.2.1) 


式 (7. 2.1) 可 看 做 实物 粒子 与 光量 子 耦合 时 所 满足 的 能 量 和 动量 关系 式 。 其 中 ， 
AF 和 AE 分 别 为 电子 耦合 前 后 的 动量 差 和 能 量 差 , BF. 和。 分 别 为 光子 的 动量 和 
能 量 。 式 (7. 2. 1) 可 改写 成 
人 | 四 一 下 |= | 埃 |= me 
AE= FE,—E,= E.= mc’ 
其 中 , me 为 光子 的 质量 。 式 (7. 2. 2) 说 明 , 电 子 与 光量 子 的 相互 作用 分 别 满足 能 量 
守恒 和 动量 守恒 。 式 (7. 2. 2) 这 种 守恒 关系 与 四 维 Minkowski 空间 方向 奇异 性 有 
关 , 是 类 时 区 C 与 类 光 区 号 几何 联系 的 重要 标志 ,这 与 Newton 绝对 空间 中 能 量 守 
恒 和 动量 守恒 有 本 质 区 别 。 
用 类 时 区 分 立 相 格 表 示 电 子 的 量子 态 , 电 子 通过 量子 脆 迁 吸收 或 放出 光量 子 
的 前 后 在 类 光 区 对 应 不 同 的 分 立 相 格 。 散 射 过 程 分 两 步 进 行 ,首先 取 静 止 电子 , 静 


能 为 已 = mocz, 动量 为 p, 二 0; 散射 前 光子 能 量 为 Eo 一 hv。 ,动量 为 po = 过 。 


电子 吸收 整个 光子 进行 量子 跃迁 ,能 量变 为 E, = mc?, 动量 为 加 一 m'v'。 由 式 
(7. 2. 2), 分 别 满足 动量 和 能 量 守恒 关系 

五: = 所 十 Bo 

E,=FE++Eo 
如 果 跃 迁 后 的 电子 不 稳定 , 取 E = mc? 和 ps = mv 为 中 间 态 ,通过 放出 新 的 光 
子 并 跃迁 到 新 的 量子 态 , 电 子 的 能 量 改 变 成 Es = mc?, 动量 为 ps = mv; 同时 放出 


光子 的 能 量 为 E. = 加 ,动量 为 p. 一 4, 由 式 (7. 2. 2) ,该 由 迁 过 程 也 分 别 满足 能 
量 守恒 和 动量 守恒 ,有 关系 : 


(7.2.2) 


(7.2.3) 


位 三 声 十 关 (7.2.4) 


E, = Es+E. 
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将 式 (7. 2. 3) 和 (7. 2. 4) 联 立 , 有 

全 十 五 o。 = Pst+B 

已 十 Eo = E+E. 
对 式 (7. 2. 5) 移 项 , 则 处 于 终 态 电子 的 动量 和 能 量 分 别 满 足 


(7.2.5) 


Bs= Bo—B. 
世 =BE+Es—E = mc + —by CR 
终 态 电子 满足 相对 论 能 量 动量 关系 : 
Ei =mic = pc 十 mc (7.2.7) 
将 式 (7. 2. 6) 代 人 式 (7. 2.7) ,得 
moc + hyo —hy)’ — (Po —B)’e = mac (7. 2. 8) 
散射 前 后 光子 的 动量 满足 
Bo * B. = popecosg = co (7.2.9) 


其 中 , 9 为 光子 散射 前 后 动量 间 的 夹 角 。 将 式 (7. 2. 9) 代 和 人 式 (7. 2. 8) 的 展开 式 , 有 


二 一 一 一 上 一 一 一 (7.2.10) 


1 十 .aoidl 一 cosg) 
20C 


或 
cosg) ] (7.2.11) 


利用 )j = 总 光 一 Sy 式 (7. 2. 11) 可 改写 为 


入 一 1 一 一 办 G 一 cosg) 一 (1 一 cosb) (7.2.12) 


其 中 ,X 一 波 -， 为 电子 的 Compton 波长 。 式 (7. 2. 12) 为 Compton 效应 所 对 应 的 


散射 关系 式 。 

在 Minkowski 空间 推导 Compton 效应 具有 明显 几何 特征 ,与 传统 解释 相 比 
有 具有 如 下 特点 : 

(1) Compton 散射 中 ,电子 吸收 和 放出 两 个 不 同 光子 是 通过 两 个 不 同 的 能 量 
跃迁 分 别 进行 的 ,具有 量子 效应 。 量 子 效应 体现 在 电子 与 光子 散射 中 ,具有 能 量 的 
量子 化 和 动量 的 量子 化 ,两 个 能 量 嫉 迁 可 看 做 Compton 散射 的 中 间 过 程 。 

(2) 电子 与 光子 的 散射 与 Minkowski 空间 结构 有 关 , 使 具有 相对 论 效 应 的 
Compton 散射 实验 被 赋予 了 一 种 几何 解释 。 几 何 性 描述 使 散射 过 程 中 电子 与 光 
子 看 合 表现 了 量子 个 体 的 因果 效应 ,为 量子 力学 的 几何 关联 以 及 个 体 决 定论 的 因 
果 解 释 英 定 了 实验 基础 和 数学 基础 。 
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(3) 电子 与 光子 耦合 分 别 满足 能 量 守恒 和 动量 守 便 与 Minkowski 空间 的 方向 
奇异 性 有 关 , 与 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 有 关 , 这 有 别 于 经 典 物理 的 力学 规律 。 

(4) Compton 散射 与 Minkowski 空间 分 立 结构 的 几何 联系 不 仅 验证 了 Ein- 
stein 的 光量 子 论 , 也 刻画 了 电子 与 光 两 种 物 态 形式 的 相互 转化 关系 。 电 子 的 量子 
跃迁 ,吸收 或 放出 光量 子 , 同 时 表现 了 电子 的 波动 性 和 光子 的 粒子 性 ,是 实物 粒子 
和 场 作为 辩证 统一 体 共同 满足 波 粒 二 象 性 的 直接 验证 。 


7.3 对 de Broglie 关系 的 质疑 


Einsteinrde Broglie 关系 是 量子 力学 的 基本 原理 , 它 分 别 赋予 了 光量 子 和 有 静 
止 质量 实物 粒子 波 粒 二 象 性 的 微观 特征 。 由 于 de Broglie 关系 描述 微观 实物 客体 
本 身 也 具有 波 粒 二 象 性 ,可 能 是 量子 力学 对 微观 客体 不 能 进行 因果 解释 的 重要 原 
因 。 理 顺 光 量子 和 实物 粒子 的 微观 特征 和 内 在 关联 ,消除 微观 理论 的 人 为 偏见 ,可 
能 会 对 量子 力学 基本 原理 的 认识 带 来 重大 改变 。 

Einstein 利用 Plank 能 量子 假设 对 光 进 行 不 连续 性 描述 ,确定 了 光 具 有 波 粒 
二 象 性 ,给 出 了 公式 

E =mc? = 有 a，p. 一 me 一 到 (7.3.1) 

其 中 , E.、p. 和 me 分 别 为 光量 子 的 能 量 动量 和 质量 , v4 分 别 为 光 的 频率 和 波长 。 
de Broglie 从 对 称 性 考虑 ,假设 静止 质量 不 为 零 的 实物 粒子 也 具有 波动 性 ,其 波长 
和 频率 可 写 为 


已 = 和， 和 一生 一 在 一 革 (7.3.2) 
p my ys 


其 中 , xsw 和 m 分 别 为 实物 粒子 的 相 速度 、 群 速度 、 波 长 .频率 和 质量 。 式 
(7. 3. 1) 和 (7. 3. 2) 分 别 表示 光量 子 和 实物 粒子 (如 电子 ) 具 有 类 同 的 波 粒 二 象 性 
形式 


de Broglie 描述 实物 粒子 本 身 所 具有 的 波 粒 二 象 性 是 量子 力学 对 微观 客体 不 
能 进行 因果 解释 的 根源 。 量 子 解 释 告诉 我 们 ,一 个 孤立 的 电子 ,既是 波 又 是 粒子 ， 
或 既 不 是 波 也 不 是 粒子 , 波 不 是 经 典 的 波 ,是 几率 波 。 对 微观 客体 的 这 种 几率 描述 
从 概念 上 是 模糊 的 ,这 种 含糊 的 观点 也 受到 许多 人 的 怀疑 ,其 中 最 典型 是 Ein- 
stein, 他 把 Schr6dinger 方程 的 态 函 数 称 为 鬼 波 , 但 正 是 Einstein 首先 同意 de Bro- 
glie 的 观点 ,将 实物 粒子 表达 成 波 粒 二 象 性 形式 。 实 物 粒子 和 光量 子 具 有 波 粒 二 
象 性 的 等 同 关系 存在 着 许多 疑点 ,实物 粒子 在 不 同 运 动 状态 下 描述 粒子 波动 性 的 
物理 量 出 现 了 一 些 关 键 性 矛盾 。 在 狭义 相对 论 中 取 实 物 粒子 能 量 动 量 关系 满足 

EF=pe+E (7. 3. 3) 
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其 中 , E = mc?,E, = 二 moc?,p 二 mv, 代入 式 (7. 3.2)Einstein-de Broglie 关系 ,有 


二 ， E=m’ = 有 ow,， w= (7.3.4) 


p mv 
由 式 (7. 3.4) 的 前 两 式 ,得 mw 一 二 一 铝 ， 代 入 第 三 式 有 
w= (7.3.5) 
de Broglie 取 u 为 粒子 的 相 速 度 , v 为 群 速度 。 式 (7. 3. 5 说 明 当 粒子 的 相 速度 和 
群 速度 达到 光速 时 ,有 二 v 一 “, 对 应 着 光量 子 。 对 于 以 亚 光速 运动 的 实物 粒子 
其 群 速度 w<c, 相 速 度 x 之 c, 显然 三 者 满足 关系 zx 之 c 之 ve。 de Broglie 将 相 速 度 
解释 为 一 种 与 动 点 运动 相 缔 合 假想 的 波 ,这 种 假想 的 超 光速 波 应 该 不 具有 实际 的 
物理 意义 。 
当 考虑 实物 粒子 为 低速 粒子 ,满足 关系 mm = zx, 在 无 外 场 时 取 自 由 电子 如 果 
也 满足 波 粒 二 象 性 ,其 动量 和 能 量 可 写 为 


和 下， 已 = 到 mm 一 hb,， 一 站 (7.3.6) 
式 (7. 3. 6) 中 第 一 式 和 第 二 式 联 立 , 有 


2j， 


p=nm= 


(7.3.7) 


式 (7. 3. 6) 的 第 三 式 代入 式 (7. 3.7) ,会 出 现 z= 2u 即 x 二 vw 的 情况 ,说 明 在 经 典 近 
似 时 实物 粒子 的 相 速度 小 于 群 速度 。 由 于 v<<c, 所 以 有 xx<< c, 这 与 高 速 粒子 
的 相 速度 大 于 光速 也 大 于 群 速 的 解释 是 相 和 矛盾 的 。 

综合 来 看 ,光量 子 以 光速 传播 , 相 速 度 和 群 速 度 相等 也 等 于 光速 一 "一 “是 
合理 的 。 但 高 速 粒子 的 相 速度 大 于 光速 ,大 于 光量 子 的 相 速度 无 法 得 到 合理 的 物 
理解 释 。 低 速 运动 粒子 的 相 速度 小 于 群 速 度 均 远 小 于 光速 ,问题 是 ,高 速 实物 粒子 
的 相 速度 由 超 光 速 过 渡 到 经 典 粒子 的 相 速 度 不 可 能 给 出 一 个 明确 的 界限 之 分 。 在 
高 速 粒子 的 运动 速度 降低 过 程 中 ,什么 情况 下 相 速度 由 超 光速 变 成 光速 ,再 改变 成 
亚 光速 乃至 低 于 群 速度 ,这 些 都 不 能 给 出 一 个 明确 的 速度 演化 过 程 和 合理 的 物理 
解释 。 出 现 矛 盾 的 原因 在 哪里 呢 ? 答案 应 该 在 de Broglie 关系 之 中 ,显然 将 电子 
与 光子 的 波 粒 二 象 性 看 做 具有 等 同 关系 是 值得 商检 的 。 


7.4 对 Einstein-de Broglie 关系 的 修正 


如 果 光 子 与 电子 本 身 不 具有 对 等 关系 ,它们 之 间 的 耦合 关系 如 何 表 示 呢 ? 电 
子 进行 量子 跃迁 吸收 或 放出 光量 子 ,光量 子 的 能 量 和 动量 应 该 与 电子 的 能 量 和 动 
量 的 改变 量 有 关 , 这 一 点 在 Compton 散射 中 由 式 (7. 2. 2) 至 (7. 2. 12) 进 行 了 推导 。 
以 Compton 散射 为 实验 基础 可 将 Einstein-de Broglie 关系 进行 修正 。 注 意 到 光量 
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子 应 满足 波动 条 件 一 区 ， 取 

AE=E—FE=mc’=h 

Ap 一 如 一 一 一 mc 一生 (7.4.1) 
式 (7.4.1) 可 简写 成 


AE=h 
| hh (7.4.2) 


式 (7.4. 2) 称 为 修正 后 的 Einstein-de Broglie 关系 ,其 中 AE、Ap 分 别 为 电子 与 光 
子 耦合 时 的 能 量 增 量 和 动量 增 量 ,具有 粒子 的 特征 有 a、 妈 分 别 为 吸收 或 放出 光子 


的 能 量 和 动量 ,具有 光 或 电磁 场 的 特征 。 式 (7. 4. 2) 是 电子 和 光量 子 共同 遵守 的 关 
系 式 , 两 者 的 相互 作用 形成 了 具有 波 粒 二 象 性 的 辩证 统一 体 。 

式 (7.4.1) 和 (7.4. 2) 与 Compton 散射 式 (7. 2. 2) 是 相同 的 ,在 Minkowski 四 
维 动量 空间 对 应 的 四 维 动量 间隔 等 于 零 ,也 对 应 着 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 。 
实物 粒子 与 光量 子 耦合 满足 能 量 守恒 和 动量 守恒 ,由 式 (7. 1. 4) 对 应 拟 距 离 p 二 0。 
而 虚 距 离 由 式 (7. 2. 1) 满 足 关系 : 


AE_ poh 
i nd (7.4.3) 


式 (7.4. 3) 正 是 修正 后 的 Einstein-de Broglie 关系 式 (7.4. 2) ,为 四 维 Minkowski 
复 空间 所 对 应 的 度量 空间 中 的 虚 距 离 ,可 写 为 四 = A 一 笃 。 


式 (7.4.2) 和 (7.4.3) 通 过 Compton 效应 得 到 了 物理 解释 。 在 式 (7. 2. 6) 和 
(7. 2. 9) 中 Compton 效应 只 将 散射 光 的 能 量 和 动量 写成 波 粒 二 象 性 形式 ,而 电子 
进行 量子 路 迁 ,其 能 量 和 动量 的 差 值 与 吸收 或 放出 的 光子 共同 遵守 能 量 守 恒 和 动 
量 守恒 ,说 明 一 个 孤立 电子 本 身 只 具有 粒子 性 ,不 具有 波动 性 也 不 具有 波 粒 二 象 
性 。 只 有 当 电子 吸收 或 放出 光子 或 与 光 信号 取得 联系 时 , 由 耦合 的 光子 表现 为 波 
动 性 满足 相 速度 与 群 速度 相等 并 等 于 光速 二 v 一。 即 在 光电 耦合 过 程 中 ,电子 
所 表现 的 波动 性 和 光子 所 表现 的 粒子 性 是 相互 关联 的 ,耦合 使 两 者 结合 成 辩证 统 
一 体 ,它们 相辅相成 , 缺 一 不 可 。 所 以 ,de Broglie 物质 波 的 概念 应 该 修改 ,离开 电 
子 与 光子 的 耦合 ,单独 谈论 实物 粒子 的 波 粒 二 象 性 是 没有 意义 的 。 修 正 后 的 Fin- 
stein-de Broglie 关系 否定 了 孤立 电子 的 波动 性 ,排除 了 实物 粒子 本 身 所 对 应 波动 
方程 式 (7. 3.4) 和 (7. 3. 6) 。 对 实物 粒子 来 讲 , 不 存在 所 谓 超 光速 的 相 速度 w、 物质 
波长 4, 以 及 物质 波 的 频率 v,, 也 排除 了 由 于 实物 粒子 运动 状态 的 不 同 所 引起 相 速 
度 与 群 速度 变化 引起 的 矛盾 。 其 实 de Broglie 关系 是 通过 电子 双 链 衍射 实验 来 解 
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释 电 子 具有 波动 性 ,但 电子 衍射 图 样 是 多 电子 的 集体 行为 ,而 de Broglie 关系 是 电 
子 的 个 体 行为 ,在 本 章 后 续 部 分 和 第 八 章 将 对 电子 双 颖 衍射 实验 进行 四 维 解释 , 通 
过 电子 与 光子 的 几何 联系 进一步 修正 物质 波 的 概念 。 

微观 世界 中 实物 客体 特别 是 电子 与 光量 子 的 耦合 无 处 不 在 ,真空 中 的 电磁 场 
作为 运动 电子 的 背景 ,使 电子 与 光量 子 每 时 每 刻 都 在 相互 作用 。 电 子 通过 吸收 或 
放出 光量 子 共同 表现 为 波 粒 二 象 性 ,是 微观 客体 质量 和 能 量 相互 转变 的 理论 依据 ， 
也 是 两 种 物质 形态 相互 耦合 的 具体 表现 。 电 子 通过 与 光量 子 的 耦合 使 波 粒 二 象 性 
具有 了 因果 性 解释 ,在 量子 物理 中 具有 很 重要 的 物理 意义 和 哲学 意义 。 传 统 观 念 
是 把 微观 粒子 的 波 粒 二 象 性 看 做 粒子 独立 的 内 豪 性 质 ,这 很 难 给 出 一 个 令 人 信服 
的 因果 解释 。 因 为 无 法 对 粒子 波动 性 产生 的 机 制作 出 理论 上 的 论述 ,使 量子 解释 
挫 杂 了 人 为 主观 因素 ,这 也 是 量子 力学 哲学 解释 的 疑惑 所 在 。 电 子 和 光量 子 通过 
耦合 和 转变 建立 起 这 种 因果 关联 与 量子 力学 的 传统 观念 具有 很 大 区 别 , 如 果 微 观 
粒子 的 波 粒 二 象 性 是 通过 与 光量 子 耦合 而 得 到 的 ,就 不 是 粒子 的 独立 行为 ,而 是 实 
物 粒 子 与 场 相互 作用 的 因果 行为 , 它 可 以 通过 Minkowski 复 空间 的 方向 奇异 性 描 
述 出 来 。 所 以 , Einstein-de Broglie 关系 不 再 是 量子 力学 的 基本 假设 ,而 应 是 
Minkowski 复 空间 类 时 区 和 类 光 区 相互 耦合 的 必然 推论 。 这 种 粒子 和 场 的 耦合 
有 别 于 传统 的 经 典 力学 、 相 对 论 力学 以 及 电磁 场 论 ,为 微观 理论 所 独 有 。 修 正 后 的 
Einstein-de Broglie 关系 在 Minkowski 复 空 间 能 够 找到 一 种 几何 对 应 , 得 到 
Compton 效应 的 实验 验证 ,应 该 满足 Einstein 所 追求 的 因果 解释 。 


7.5 微观 客体 能 量 动量 的 几何 关联 


在 能 量 动量 空间 中 , 式 (7. 4. 1) 和 (7. 4. 2) 的 能 量 分 量 满足 
AE 一 已 一 已 一 名 一 坷 (7.5.1) 


式 (7. 5. 1) 为 微观 客体 的 能 级 跃迁 公式 , "一 全 和 无 一 2rw 分 别 为 吸收 或 放出 光量 


子 的 频率 和 圆 频率 。 EF 、E 为 实物 粒子 在 唉 迁 前 后 所 具有 的 两 个 不 同 的 能 级 ,或 
AE 表示 实物 粒子 与 光量 子 耦合 时 所 对 应 的 能 量 改变 量 。 即 能 量 是 量子 化 的 ,这 
种 量子 化 与 Minkowski 空间 的 分 立 结构 有 一 种 几何 对 应 关系 。 式 (7. 5. 1) 将 位 于 
初 态 能 级 El 的 实物 粒子 通过 吸收 或 放出 光量 子 与 末 态 能 级 Es 的 实物 粒子 在 
Minkowski 空间 取得 了 因果 联系 。 所 以 ,可 以 从 微观 客体 能 级 跃迁 的 角度 刻画 两 
实物 粒子 与 光量 子 耦合 的 关系 ,并 通过 Minkowski 空间 的 方向 奇异 性 得 到 了 几何 
诠释 。 

用 式 (7. 5. 1) 可 以 解释 Einstein 的 光电 效应 。 设 电子 在 金属 中 的 能 量 为 Ei， 
当 电 子 吸收 光子 后 成 为 具有 一 定 动能 的 自由 电子 , 取 能 量 为 Es。 达到 E; 的 电子 需 
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要 在 包 的 基础 上 添加 一 部 分 用 于 克服 金属 表面 势 合 束缚 而 做 的 逸 出 功 允 和 具有 
的 动能 已 。。 则 E = Ei 十 W 十 Es 代入 式 (7. 5. 1) ,吸收 光量 子 的 能 量 为 
by=E—E=W+E, (7. 5. 2) 
式 (7. 5.2) 为 Einstein 光电 效应 方程 。 
式 (7. 5. 1) 也 可 以 应 用 于 氢 原 子 , 解 释 氢 原 子 的 Rydberg 公式 。 氢 原子 所 具 
有 的 能 级 特点 为 E, = 号 ， Ca 一 1,2,%),E, 一 为 基态 能 量 。 利 用 式 
(7.5.D)hby=E,—E,,(n>>m), 有 
5 
式 (7. 5. 3) 为 Rydberg 公式 ,可 解释 量子 力学 中 的 能 级 分 立 结构 ,也 是 Einstein-de 
Broglie 关系 (7. 4. 2) 的 实验 验证 。 式 (7. 5. 3) 左 边 具 有 波 的 特征 ,右边 的 两 谱 项 分 
别 具 有 粒子 特征 。 谱 项 之 差 具 有 分 立 结构 的 特性 ,引入 Minkowski 动量 空间 可 用 
以 表示 类 光 区 和 类 时 区 的 几何 联系 , hv x d 对 应 虚 距 空间 ( 互 ,d) 的 虚 距 离 。 式 
(7. 5. 3) 给 出 的 能 级 谱 项 并 不 是 线性 的 ,这 是 因为 在 经 典 近似 时 粒子 的 动能 为 


E= 芯 ， 能 量 联系 着 动量 的 二 次 项 使 经 典 粒 子 产 生 了 非 线性 特点 。 另 外 ,经 典 近 


似 时 并 没有 考虑 静 能 或 静止 质量 的 贡献 ,这 使 四 维 时 空 的 对 称 性 出 现 破 缺 。 
式 (7.4.1) 和 (7. 4. 2) 的 动量 分 量 满足 


Ap: = por i (7.5.4) 


式 (7. 5.4) 中 ,4 为 光量 子 的 波长 , Ap: 为 相 邻 两 个 微观 客体 最 小 的 动量 间隔 , 即 动 
量 是 量子 化 的 。 取 光量 子 的 动量 为 
mE 
[ 


力 .一 mxc 一 一 一 


C 
式 (7. 5.4) 与 (7. 5. 5) 联 立 , 有 
Pb: = mc 一 Apz 一 por 一 加 :> = 12v02 一 72lvV1 (7. 5.6) 
式 (7. 5. 6) 可 解释 电子 吸收 或 放出 光量 子 前 后 对 应 两 个 物理 事件 的 动量 差 等 于 光 
量子 的 动量 。 显 然 ,Minkowski 四 维 动量 空间 将 电子 的 动量 和 光量 子 的 动量 联系 
起 来 , 式 (7. 5. 6) 是 它们 在 二 维 时 空 的 几何 表达 式 。 我 们 试图 对 式 (7. 5. 6) 作 出 这 
样 的 解释 ,电子 吸收 或 放出 光量 子 , 其 动量 发 生 了 改变 ,动量 差 与 光量 子 动量 的 联 
系 说 明 电子 的 波 粒 二 象 性 与 光量 子 具 有 一 种 辨证 统一 关系 , 即 有 静 质 量 实物 粒子 
的 波动 性 与 光量 子 的 粒子 性 是 具有 内 在 关联 的 矛盾 统一 体 。 
Einstein-de Broglie 关系 式 (7. 4. 2) 的 能 量 和 动量 在 四 维 时 空 是 有 几何 对 应 
的 ,是 由 四 维 能 量 动量 疝 隔 等 于 零 而 决定 的 。 电 子 的 能 量 和 动量 分 别 作为 四 维 动 
量 复 函 数 的 实 部 和 虚 部 ,结合 在 一 起 才能 表现 整体 的 运动 行为 和 变化 性 质 。 电 子 


& 
和 (7.5.5) 
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与 光子 的 能 量 交换 必然 引起 动量 的 改变 ,能 量 守恒 对 应 着 动量 守恒 ,分 立 的 能 量 也 
对 应 分 立 的 动量 ,它们 相互 关联 构成 了 一 个 四 维 统一 体 。 在 经 典 量 子 力学 中 往往 
将 电离 后 的 电子 动量 看 做 是 连续 的 ,这 主要 是 因为 Schrodinger 方程 只 考虑 了 电 
子 的 动能 ,没有 考虑 电子 的 静 能 ,也 没有 考虑 相对 论 效 应 和 几何 关联 。 电 子 在 真空 
的 四 维 背 景 中 运动 ,与 电磁 场 相 互 作 用 ,吸收 或 放出 光量 子 , 电 子 的 能 量 和 动量 均 


发 生 了 突变 。 但 动量 改变 量 Ap = 人 ,从 量 值 上 远 小 于 AE, 所 以 在 一 定 条 件 下 


将 粒子 的 动量 看 做 是 连续 的 并 不 影响 问题 的 讨论 。 
能 量 和 动量 守恒 与 电子 本 身 的 运动 状态 无 关 , 无 论 是 高 速 运动 还 是 低速 运动 


的 电子 在 吸收 或 放出 光子 时 能 量 和 动量 均 发 生 了 改变 ,其 改变 量 Ap 一 乍 与 耦合 


的 光子 动量 如 一 蔚 相等 。 电 子 动量 改变 量 为 Ap 一 一 po 一 p 一 mec 一 在 , 当 


p> 加 时 ,如 不 考虑 电子 的 初始 动量 ,满足 Ap 二 p 一 po ~ 轧 , 与 传统 的 Einstein- 
de Broglie 关系 相对 应 。 在 Davisson-Germer 实验 和 G. P. Thomson 实验 中 都 为 
类 似 情况 。 因 此 可 以 将 de Broglie 关系 式 (7. 3. 2) 看 做 是 修改 后 Einsteinrde Bro- 
glie 关系 式 (7.4. 2) 的 一 种 特例 ,但 所 表现 的 波动 性 是 实物 粒子 与 光量 子 耦合 的 结 
果 , 而 不 能 解释 为 实物 粒子 本 身 的 特性 。 


7.6 量子 干涉 的 几何 背景 


式 (7.1. 1) 是 Minkowski 复 空间 类 时 区 与 类 光 区 的 关联 式 ,在 位 型 空间 中 , 式 
(7. 1. 1) 的 分 量 形式 可 写成 

c(ts—ti)= (zs 一 Zi) 一 dd (7.6.1) 

其 中 a 为 虚 距 离 。 式 (7. 6. 1) 可 分 别 写作 
cAt = c(ts —ti)=d (7. 6.2) 
Az=zs—z=d (7.6.3) 
式 (7. 6.2) 和 (7. 6. 3) 具 有 不 同 的 物理 解释 。 式 (7. 6. 2) 可 看 做 类 光 区 三 对 应 的 关 
系 式 , di 和 tz 分 别 为 类 光 区 中 光 信 号 所 对 应 的 两 物理 事件 的 光 程 (如 光 的 双 链 干 
涉 ), cAt = d 为 光 程 差 。 如 将 式 (7. 6. 2) 看 做 光 的 干涉 方程 , 取 d 为 分 立 值 , 当 


4 一 2n 入,(n 一 0, 士 1, 士 2,…) 为 干涉 的 明 条 纹 ,4 一 (2n 一 1) 分,(n 一 土 1, 填 2,…) 
为 暗 条 纹 。 式 (7. 6. 3) 可 看 做 类 时 区 中 实物 粒子 跃迁 前 后 空间 的 位 置 间隔 。d 取 分 
立 值 ,说 明了 实物 粒子 跃迁 具有 分 立 性 质 , 并 与 耦合 光量 子 的 干涉 条 件 具有 内 在 关 


联 。 如 果 说 式 (7.1.1) 刻 画 了 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 , 则 式 (7. 6.2) 是 式 
《7. 1. 1) 的 时 间 分 量 ,可 看 做 光量 子 在 位 型 空间 中 的 干涉 条 件 。 式 (7. 6. 3) 为 式 
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《7. 1. 1) 的 空间 分 量 , zx; .zi 分 别 对 应 类 时 区 C 中 两 实物 粒子 的 空间 位 置 ,具有 粒 
子 特征 。Az = 4 为 空间 位 置 差 值 或 空间 距离 ,说 明 实物 粒子 在 与 光量 子 耦合 中 也 
具有 了 波动 性 。 将 式 (7. 6. 2) 和 (7. 6. 3) 联 合 起 来 对 应 式 (7. 6. 1) ,从 几何 上 是 类 时 
区 与 类 光 区 相互 关联 的 表达 式 , 物 理 上 描述 了 实物 粒子 与 光量 子 耦合 的 关系 。 这 
时 实物 粒子 不 再 是 孤立 的 客体 ,而 是 与 光量 子 所 对 应 的 真空 形成 一 个 具有 相互 关 
联 的 统一 体 。 在 这 个 辩证 统一 体 中 ,粒子 通过 吸收 或 放出 光量 子 与 场 乃 至 真空 进 
行 质量 和 能 量 的 转换 ,或 通过 真空 所 传递 的 光 信 号 使 实物 粒子 之 间 进 行 因果 联系 。 
其 实 , 在 粒子 与 场 的 耦合 中 出 现 的 质量 改变 或 质量 间 了 路 就 是 实物 粒子 与 真空 发 生 
质 能 转换 的 产物 ,在 后 续 章 节 中 陆续 讨论 这 个 问题 。 实 物 粒子 在 这 种 真空 的 背景 
下 ,通过 与 光量 子 相互 作用 和 转变 关系 而 具有 了 波动 性 ,这 是 修正 后 Einstein-de 
Broglie 关系 式 (7. 4. 2) 赋 予 的 几何 解释 。 

利用 式 (7. 6. 1) 可 以 解释 电子 的 双 颖 干涉 实验 。 电 子 可 以 从 双 颖 的 任 一 颖 中 
通过 ,通过 双 颖 前 后 的 电子 在 运行 过 程 中 频繁 地 与 光 发 生 耦 合 。 取 (zi,di) 和 
(zayctz) 为 某 电 子 吸收 或 放出 光量 子 前 后 的 两 物理 事件 ,并 与 四 维 时 空中 两 几何 
点 相对 应 。 两 个 事件 通过 实物 粒子 与 光 信号 的 相互 作用 表现 了 波 粒 二 象 性 , d 取 
分 立 值 ,刻画 了 电子 与 光 耦 合 的 相干 线 度 , 整 个 空间 对 应 不 同 的 分 立 取 值 ,使 电子 
通过 交换 光量 子 而 产生 干涉 现象 ,表现 了 实物 粒子 的 波动 性 。 对 光量 子 来 讲 , 当 


4 =2n 分 ,bn = 0, 士 1, 士 2…) 时 ,为 双 链 干涉 明 纹 方程 条 件 ,有 
cAt=ds—di= lsin= 芭 .，n 二 0, 土 1, 土 2,*** (7. 6. 4) 
4 = (2n 一 1 和 ,Cn = 士 1, 士 2…) 时 为 暗 条 纹 ,方程 为 


cAt = ds—dti = lsing = (2n—l) ,n=+1,+2, (7.6.5) 


其 中 , cAt = cz 一 di 为 光 程 差 , /为 双 缝 间距 , 9 为 干涉 条 纹 的 方位 角 。 
当 电 子 通 过 双 缝 时 ,考虑 到 电子 本 身 具有 一 定 的 运动 动量 ,参照 式 (7. 6. 4) 和 
《7. 6. 5) 可 写成 电子 与 光子 看 合 的 双 颖 干涉 方程 , 明 纹 公式 为 
Ar 一 cAt 一 lsing 一 内 ，7 一 0, 士 1, 士 2…- (7.6.6) 
暗 纹 公式 为 
Az 一 cat = lsing 一 (22 一 D) 分，n = 士 1, 士 2… (7.6.7) 


M. Born 对 de Broglie 波 提出 了 统计 诠释 ,认为 实物 粒子 的 波 是 一 种 概率 波 ,电子 
的 干涉 或 衍射 条 纹 表示 电子 在 屏幕 上 各 处 出 现 的 概率 不 同 。 明 纹 处 电子 出 现 的 概 
率 较 大 ,电子 分 布 较 密 集 ; 暗 纹 处 电子 出 现 的 概率 小 ,电子 分 布 稀疏 。 式 (7. 6. 6) 和 
《7. 6. 7) 为 电子 和 光子 耦合 通过 双 锋 时 所 对 应 的 明 、 暗 纹 公 式 。 用 Ap 表示 电子 吸 
收 或 放出 光量 子 时 的 动量 改变 量 , p 表示 电子 本 身 运动 所 具有 动量 , A 与 p 的 释 
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加 使 电子 在 屏幕 上 各 处 出 现 的 概率 不 同 ,表现 了 明 纹 处 电子 出 现 的 概率 大 于 暗 纹 
处 的 概率 ,从 而 呈现 了 多 电子 的 干涉 或 衍射 条 纹 。 即 通过 某 狭 锋 的 电子 由 于 吸收 
或 放出 光量 子 共同 满足 式 (7. 6. 1) , 才 形 成 了 多 电子 的 干涉 条 纹 。 

电子 的 干涉 实验 说 明 对 微观 粒子 不 能 看 成 一 个 独立 的 客体 ,微观 粒子 的 物质 
性 和 运动 规律 与 真空 背景 有 关 , 微 观 粒子 通过 吸收 或 放出 光量 子 发 生 质量 和 能 量 
的 转换 并 与 场 乃至 真空 背景 形成 了 一 个 辩证 统一 体 。 微 观 粒子 的 波动 性 是 通过 与 
光量 子 的 耦合 中 表现 出 来 的 ,同时 光 在 与 微观 粒子 耦合 时 表现 为 粒子 性 。 讨 论 电 
子 的 运动 行为 抛 开 电 子 与 光量 子 的 耦合 是 不 客观 的 ,电子 在 真空 的 背景 下 表现 的 
波动 性 是 物质 两 种 不 同 物 态 之 间 相 互 耦合 的 客观 规律 。 在 电子 的 杨 氏 双 缝 实验 
中 ,即使 电子 是 一 个 一 个 地 通过 双 甸 (电子 本 身 只 能 通过 某 个 单 颖 ), 它 们 在 屏幕 上 
形成 的 干涉 条 纹 既 不 是 电子 本 身 在 双 甸 处 的 相干 登 加 ,也 不 能 仅仅 看 做 是 电子 的 
单方 面 行为 和 性 质 ,而 是 电子 在 运行 过 程 中 通过 放出 或 吸收 的 光量 子 形成 相干 光 ， 
再 与 电子 耦合 调剂 了 电子 的 动量 分 布 , 即 电 子 与 真空 中 虚 光 子 耦 合 形成 了 干涉 
条 纹 。 

在 量子 力学 中 对 微观 客体 的 描述 不 同 于 传统 物理 对 宏观 客体 的 描述 。 宏 观 客 
体质 量 和 能 量 分 别 守恒 ,对 宏观 客体 的 运动 行为 在 距离 空间 可 进行 因果 描述 。 微 
观 客体 通过 吸收 或 放出 光量 子 其 质量 和 能 量 发 生 了 转换 ,微观 客体 的 物质 性 也 发 
生 改 变 。 这 时 抛 开 耦 合 的 光量 子 单独 描述 实物 客体 是 不 能 给 出 因果 解释 的 ,也 是 
不 完备 的 。 量 子 力学 的 因果 解释 必须 将 实物 粒子 与 光量 子 或 场 综合 考虑 ,通过 
Minkowski 空间 抽象 出 的 拟 距 离 和 虚 距 离 可 以 共同 给 出 一 个 统一 的 因果 表述 。 


7.7 不 确定 关系 的 因果 表述 


1. 不 确定 关系 的 传统 解释 


不 确定 关系 式 是 量子 力学 的 基本 原理 ,是 微观 理论 基本 思想 的 重要 支柱 , 它 与 
微观 客体 的 波 粒 二 象 性 存在 内 在 关联 。 不 确定 关系 的 一 维 形 式 为 

AzAp: 之 h (7.7.1) 

AtAE >h (7.7.2) 

式 (7.7.1) 中 Arz 和 Ap: 分 别 是 微观 客体 在 z 轴 方 向 位 置 和 动量 的 差 值 , 式 

(7.7.2) 中 At 和 AE 分 别 为 时 间 和 能 量 的 差 值 。 对 于 不 确定 关系 式 (7.7. 1) 的 传 

统 解 释 为 ,微观 粒子 的 位 置 和 动量 不 能 同时 具有 完全 确定 的 值 , 它 是 物质 波 粒 二 象 

性 的 反映 。 这 个 解释 包括 两 层 含义 ,其 中 , “位置 和 动量 不 能 同时 确定 ”是 Heisen- 

berg 的 观点 。 在 量子 力学 建立 初期 , Heisenberg 在 4 测 不 准 关系 的 由 来 > 一 文中 介 

绍 了 不 确定 关系 的 思想 渊源 ,论述 道 :“ 测 不 准 原理 指 的 是 关于 量子 论处 理 的 各 种 
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的 同时 数值 可 能 有 当前 知识 的 不 确定 程度 ; 它 并 不 限制 ,例如 ,单独 一 个 位 置 量 或 
者 单独 一 个 速度 测量 的 准确 性 。 因 此 ,假设 一 个 自由 电子 的 速度 精确 地 知道 了 ,而 
其 位 置 则 完全 不 知道 。 那 么 ,这 个 原理 就 说 明 ,随后 做 出 的 每 个 位 置 观察 都 要 改变 
这 个 电子 的 动量 ,改变 多 少 不 得 而 知 \ 不 能 确定 ,使 试验 做 出 后 我 们 关于 电子 运动 
的 知识 受到 测 不 准 关系 限制 "。 其 次 ,物质 的 波 粒 二 象 性 为 Boer 的 主要 思想 。 在 
此 思想 中 ,粒子 不 再 具有 分 别 被 很 好 定义 且 能 被 同时 观测 的 位 置 和 速度 ,而 代 之 以 
位 置 和 速度 的 结合 物 的 量子 态 , 这 种 结合 物 是 粒子 和 波形 成 的 互补 关系 。Boer 的 
互补 关系 还 包含 了 测量 对 测量 对 象 的 影响 因素 ,使 不 确定 关系 添加 了 受到 仪器 的 
不 可 控制 和 测量 对 客体 的 干扰 。 

对 于 时 间 和 能 量 的 不 确定 关系 式 (7. 7. 2) ,其 内 涵 解 释 的 争论 更 甚 一 些 。 因 为 
时 间作 为 一 个 外 部 参量 没有 守恒 量 相对 应 ,使 式 (7.7. 2) 与 (7. 7. 1) 具 有 不 相同 的 
地 位 。Heisenberg 最 初 通过 Stern-Gerlach 实验 描述 原子 穿 过 偏转 场所 需 的 时 间 
Ai 越 长 ,能 量 的 不 确定 性 AE 越 小 。Boer 认为 时 间 和 能 量 在 原子 层次 具有 不 可 兼 
容 性 ,而 两 者 的 结合 又 满足 互补 性 ,并 与 测量 环境 有 关 。Lahldy 和 Peierls 认为 ， 
时 间 和 能 量 的 不 确定 关系 是 把 两 个 不 同时 刻 的 可 以 精确 测量 的 能 量 值 之 间 的 差 
值 , 同 这 两 个 时 刻 之 间 的 时 间 间 隔 联系 起 来 。Mandelstam 和 Tamm 将 时 间 看 做 
力学 量变 化 的 物理 量 ,意识 到 在 能 量 的 弥散 同 力学 变量 的 时 间 变 化 之 间 存 在 相互 
关联 ,而 时 间 和 能 量 的 不 确定 关系 是 对 此 相关 联 的 定量 表述 。 

综 上 所 述 ,不 确定 关系 的 传统 解释 具有 的 共同 特点 ,是 将 微观 粒子 作为 一 个 孤 
立 客体 ,其 位 置 .动量 \ 时 间 及 能 量 都 带 有 经 典 物理 的 色彩 ,没有 相应 的 数学 解释 和 
几何 对 应 ,希望 不 确定 关系 在 引入 Minkowski 复 空间 中 给 出 一 个 全 面 而 合理 的 
解释 。 


2. 不 确定 关系 与 因果 性 质 


不 确定 关系 是 微观 理论 所 特有 的 物理 规律 ,应 该 表征 微观 物体 的 客观 属性 。 
微观 客体 具有 的 两 种 物 态 形式 是 一 个 辩证 统一 体 ,不 确定 关系 从 量子 力学 基本 原 
理 的 角度 ,物理 诠释 的 对 象 应 包含 有 静止 质量 的 实物 粒子 和 光量 子 。 注 意 到 式 
(7.4. 1), 可 由 式 (7. 7. 2) 写 为 


AAE = cht AE = casp. 一 csmc 一 cx (7.7.3) 
将 式 (7.7.3) 与 (7.7.2) 联 立 ,有 关系 : 
cAt 一 工 志 人 (7.7.4) 


cAt 二 ze 为 光子 运行 的 空间 距离 ,在 一 个 周期 中 , cAt == 4。， 表示 光子 运行 了 一 个 
波长 。 因 此 式 (7. 7. 2) 可 看 成 是 光子 所 满足 的 不 确定 关系 。 一 般 情 况 , 取 分 立 公 式 
cAt = RM., k=1,2,. (7.7.5) 
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如 果 将 式 (7.7.1) 看 做 自由 电子 所 对 应 的 不 确定 关系 ,可 将 式 (7.7.1) 和 
(7. 7. 2) 联 合 解释 为 电子 与 光子 耦合 的 一 个 因果 过 程 。 不 确定 关系 式 (7. 7. 1) 解 释 


为 , 当 电子 在 吸收 或 放出 一 个 完整 的 光子 的 前 后 ,电子 的 动量 改变 了 Ap, 一 二 ， 光 


量子 作为 一 个 整体 在 空间 运行 的 最 小 线 度 应 为 一 个 完整 波长 Az 二 4.; 不 确定 关 
系 式 (7. 7. 2) 可 解释 为 ,被 吸收 或 放出 光子 的 空间 间隔 为 一 个 完整 的 波长 cAt 二 4。 


时 ,光子 的 动量 等 于 电子 的 动量 改变 量 ,有 关系 : p. 二 mcc 一 Ap: 一 竺 ， 电子 与 光 


子 看 合共 同 完成 了 一 个 质 能 转变 的 因果 过 程 Amc? = mec?。 一 般 情况 下 ,空间 间隔 
Az 可 看 做 用 光 信号 联系 的 实物 粒子 所 对 应 的 两 个 物理 事件 ,电子 和 光子 共同 遵守 
的 不 确定 关系 可 写 为 

ArzrAb- 一 AtAE 过 下 (7.7.6) 
注意 到 式 (7. 7. 4) ,有 关系 : 


A>*= i (7.7.7) 
式 (7.7.7) 说 明 , 时 间 间 隔 是 量子 化 的 ,时 间 参 量 A 的 最 小 单位 可 以 作为 一 个 时 间 
周期 ,用 以 描述 光量 子 运行 一 个 空间 周期 时 的 时 间 间 隔 , 与 真空 或 光量 子 的 性 质 有 
关 。 在 微观 理论 中 ,要 考虑 实物 粒子 与 光 耦 合 的 因果 效应 和 弛 珍 过 程 ,同时 性 和 同 
时 测量 就 没有 物理 意义 。 


3. 不 确定 关系 的 四 维 解释 
不 确定 关系 应 该 在 四 维 空间 进行 因果 解释 。Minkowski 复 空间 中 ,一 般 情况 
取 四 维 坐标 空间 有 (a, 并) 和 四 维 动量 空间 电 ( 且 , 记 ) 构成 八 维 空间 或 相 空间 。 


作为 特例 取 二 维 坐标 空间 HCa,jz) 和 动量 空间 玉 ( 上 ,jp: ) 构成 四 维 超 复 平面 


H(X,P,)。 式 (7.1.2) 和 (7.1.4) 分 别 是 坐标 空间 和 动量 空间 中 两 个 类 光 事 件 的 
时 空间 隔 和 动量 间隔 , 式 (7. 1. 1) 和 (7. 1. 3) 分 别 对 应 着 位 置 空间 和 动量 空间 的 零 
拟 距 离 。 复 函数 的 内 积 算法 满足 关系 式 


XY= (X,Y) = >) zy (7.7.8) 
k=1 
其 中 (X 和 Y) 分 别 对 应 Dirac 算 符 的 左 矢 和 右 矢 。 式 (7. 7. 8) 的 算法 与 式 (7. 1. 6) 
相同 ,有 内 积 关 系 : 
AP'"AX 一 AX" AP 一 890 一 0 9 一 0 (7.7.9) 
式 (7. 7. 9) 为 八 维 Minkowski 空间 类 时 区 域 的 类 光 间 隔 , 它 包含 了 位 型 空间 的 时 
空间 隔 不 变量 和 动量 能 量 空间 的 动量 间隔 不 变量 。 参 照 式 (7. 1. 3) 和 (7. 1. 5), 展 
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开 式 (7. 7.9) 有 分 量 形式 
CcAz iAz) (E+jiap.) (AIAE— AzAp:) +j(cAAp. —Ar AE)=0 


(7.7.10) 
注意 到 式 (7. 7. 3) ,对 式 (7. 7. 10) 可 分 写成 


AzrAp: = AIAE = cAtAp: = 


AzAE -- 雄 (7.7.11) 


C 
如 取 上 = 1,2,…, 则 式 (7.7.11) 与 (7.7.1) 和 (7.7.2) 相 对 应 ,满足 
人 宇 h 
AtAE >h 

显然 式 (7. 7. 1) 和 (7.7.2) 与 双 曲 Minkowski 空间 的 方向 奇异 性 有 关 , 式 (7.7.9) 
中 隐 含 了 四 维 时 空 和 四 维 动量 的 间隔 不 变量 。 

不 确定 关系 在 Minkowski 复 空 间 中 导出 说 明 它 具有 一 个 几何 背景 ,物理 性 质 
可 以 通过 几何 背景 的 数学 描述 得 以 诠释 。 由 于 Minkowski 复 空间 与 双 曲 复 变 函 
数 存在 内 在 的 逻辑 关联 , 双 曲 复数 的 实 部 和 虚 部 表示 物质 两 种 物 态 形式 的 辩证 关 
系 ,可 以 预测 不 确定 关系 与 复数 性 质 乃 至 物质 的 两 种 物 态 都 有 因果 关联 。 不 确定 
关系 不 仅 能 描述 孤立 的 微观 实物 粒子 ,也 应 该 描述 场 或 光量 子 以 及 实物 客体 与 场 
的 相互 作用 。 类 时 区 两 物理 事件 的 类 光 间 隔 描述 了 实物 客体 与 场 的 耦合 关系 或 实 
物 粒子 之 间 以 光速 取得 的 因果 联系 ,满足 式 (7. 7. 11) 的 等 量 关系 是 对 不 确定 关系 
给 出 了 一 个 具有 因果 性 质 的 物理 解释 。 因 此 ,不 确定 关系 以 广 域 Hilbert 空间 的 
分 立 结构 为 数学 基础 ,可 能 会 给 量子 论 基本 假设 的 微观 解释 带 来 新 意 。 


八 维 双 曲 复 空间 HG,z) 和 玉 ( 上 上 ,还 ) 中 物理 事件 的 类 光 间隔 满足 式 


《7.7.9) ,可 以 看 做 不 确定 关系 的 四 维 形式 , 称 为 四 维 确定 关系 式 。 即 不 确定 关系 
式 (7.7.1) 和 (7.7.2) 只 是 四 维 关系 式 (7.7.9) 的 分 量 形式 ,是 四 维 形式 的 影子 。 
维 确定 关系 式 对 应 着 时 空间 隔 等 于 零 ,就 是 距离 空间 的 拟 距 离 为 零 , 表 示 物 质 的 两 
种 物 态 之 间 存 在 一 种 等 量 转换 关系 。 这 种 等 量 关系 通过 式 (7. 7. 11) 的 虚 距 离 来 定 
量 表示 ,刻画 了 用 光 信 号 联系 的 两 物理 事件 存在 因果 联系 。 两 物理 事件 可 以 表示 
同一 实物 粒子 吸收 或 放出 光量 子 前 后 的 时 空间 隔 , 也 可 表示 用 光 信 号 联系 的 两 个 
不 同 实物 粒子 的 时 空 状态 。Az = cAz, 说 明 两 事件 时 空位 置 的 改变 是 用 光 信和 号 来 
描述 的 ,光量 子 的 整体 性 要 求 虚 距 离 为 分 立 值 。 
式 (7.7.2) 可 以 写成 

AtAE = (cAt)(m.c) = zp 之 h CT 
为 光量 子 对 应 的 不 确定 关系 式 。 当 两 物理 事件 用 光 信 号 取得 联系 时 , 式 (7. 7. 1) 和 
式 (7.7. 2) 可 改写 为 
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(ee (7.7.13) 


Tepe 之 h 

式 (7. 7. 13) 分 别 为 实物 粒子 和 光量 子 的 不 确定 关系 式 , 当 微观 粒子 与 光 信号 取得 
因果 联系 时 ,满足 四 维 形式 式 (7. 7. 9) 。 对 照 不 确定 关系 的 传统 解释 , 作 几 点 说 明 : 

(1) 不 确定 关系 的 四 维 形 式 为 一 种 因果 关系 ,是 实物 粒子 和 光量 子 相互 耦合 
的 因果 表示 。 不 确定 关系 的 两 种 形式 具有 对 等 关系 ,表示 实物 粒子 之 间 可 以 通过 
光 信 号 进行 联系 并 可 进行 客观 测量 。 

(2) 光速 为 极限 速度 ,考虑 光 传 播 的 弛 附 时 间 , 则 “同时 性 ”和 “同时 测量 ”的 概 
念 没 有 意义 ,不 会 给 出 因果 解释 。 

(3) 不 确定 关系 是 客观 存在 的 规律 ,测量 可 能 影响 粒子 和 场 的 耦合 结果 ,但 人 
为 的 主观 意识 不 能 影响 测量 结果 的 客观 性 。 
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少 函 数 ,又 称 波 函数 、 态 函数 或 几率 幅 ,在 量子 力学 中 具有 非常 重要 的 地 位 。 
态 函 数 (本 书 使 用 的 名 称 ) 是 粒子 运动 微分 方程 的 重要 组 成 部 分 ,量子 力学 中 许多 
重要 物理 内 容 都 需要 态 函 数 的 参与 和 诠释 。1970 年 Dirac 在 一 次 讲话 中 说 道 :“ 我 
相信 ,几率 幅 这 个 概念 也 许 是 量子 理论 的 最 基本 的 概念 。”Feynman 一 贯 主张 几率 
幅 是 量子 力学 里 最 重要 的 基本 概念 。1961 年 他 在 概括 量子 力学 的 原理 时 强调 ， 
“首先 我 们 讨论 量子 力学 的 观念 ,这 主要 指 几 率 幅 的 概念 ,其 他 的 东西 ,多 半 是 这 一 
概念 的 结论 ,” 态 函数 的 解释 也 是 众多 科学 家 争论 的 焦点 , 它 包括 因果 性 与 统计 性 ， 
个 体 性 与 集体 性 的 区 别 和 联系 。1936 年 Einstein 就 明确 声言 :“ y 函数 所 描述 的 
无 论 如 何不 能 是 单个 系统 的 状态 ; 它 所 涉及 的 是 许多 个 体系 ,从 统计 力学 的 意义 来 
说 ,就 是 ' 系 综 ”。” 对 态 函 数 的 正确 理解 可 能 不 仅仅 局 限 在 物理 诠释 上 ,更 本 质 的 东 
西 是 它 的 数学 基础 。 将 态 函 数 与 Minkowski 复 空间 联系 起 来 ,利用 四 维 间隔 不 变 
量 导 出 态 函 数 的 虚 指数 形式 可 能 对 态 函 数量 子 诠释 的 理解 具有 革命 性 的 改变 。 


8.1 Hilbert 空间 中 微观 客体 的 因果 表述 


Hilbert 相 空间 是 量子 力学 的 数学 基础 ,研究 Hilbert 相 空间 的 分 析 性 质 和 原 空 
间 的 几何 性 质 可 能 对 态 函 数 的 几率 诠释 赋予 一 种 新 的 因果 表述 。 因 为 Minkowski 
空间 具有 方向 奇异 性 ,抽象 出 的 包括 类 光 区 在 内 的 广 域 Hilbert 相 空间 与 传统 的 
Euclidean 几何 为 原 空间 抽象 出 的 Hilbert 空间 具有 本 质 区 别 ( 参 见 第 二 十 一 章 定 
义 21. 23 中 第 二 类 广 域 Hilbert 空间 ) 。 通 过 Minkowski 空间 的 定向 格式 化 ,类 时 
区 与 类 光 区 取得 了 几何 关联 ,无 限 维 定向 相 格 构成 了 广 域 Hilbert 相 空 间 , 它 包括 
四 维 时 空 坐标 和 四 维 动量 坐标 ,通过 格 空间 给 出 具有 8n 维 分 立 结构 。 类 时 区 中 的 
粒子 进行 量子 跃迁 时 与 类 光 区 的 光量 子 取得 因果 联系 , 即 实物 粒子 与 光量 子 的 耦 
合 乃 至 实物 粒子 与 电磁 场 的 相互 作用 都 可 以 通过 Minkowski 几何 的 时 空 性 质 以 
及 广 域 Hilbert 相 空 间 的 分 立 结构 进行 描述 。 

将 广 域 Hilbert 相 空间 作为 量子 力学 的 数学 基础 ,可 以 对 微观 客体 对 应 的 态 
函数 几率 密度 给 出 具有 因果 性 质 的 量子 诠释 。 在 Minkowski 复 空间 的 类 时 区 利 
用 平行 或 垂直 类 光 区 的 世界 线 将 实物 粒子 的 量子 跃迁 与 光量 子 联系 起 来 , 即 实物 
粒子 与 光量 子 耦合 过 程 中 ,实物 粒子 在 吸收 或 放出 光量 子 前 后 可 用 广 域 Hilbert 
相 空间 中 不 同 的 非 质 点 相 格 来 表示 。 反 之 ,类 光 区 的 光量 子 可 以 通过 类 时 区 中 两 
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个 实物 粒子 沿 特定 方位 的 非 质点 相 格 的 联系 进行 几何 描述 。 在 量子 力学 中 ,如 果 
将 相 空 间 中 每 一 个 非 质点 相 格 与 粒子 的 本 征 态 相对 应 , 则 类 时 区 与 类 光 区 相 联系 
的 不 同 非 质点 相 格 可 分 别 表示 粒子 跃迁 前 后 的 时 空 状态 ,量子 牙 迁 对 应 粒子 本 征 
态 的 变换 就 具有 了 一 个 几何 背景 ,而 通过 几何 空间 表述 粒子 态 函数 的 几率 诠释 也 
就 具有 了 量子 个 体 的 因果 性 质 。 实 物 粒子 不 同 的 量子 态 与 光量 子 取得 联系 ,使 描 
述 实物 粒子 的 运动 不 再 是 孤立 行为 ,所 对 应 的 运动 方程 也 不 再 是 孤立 粒子 的 运动 
方程 。 也 就 是 说 ,以 态 函 数 为 重要 组 成 部 分 的 Schradinger 方程 和 Dirac 方程 等 都 
隐 含 了 实物 粒子 与 类 光 粒 子 ( 光 量子 .中 微 子 等 ) 的 耦合 性 质 , 隐 含 了 Minkowski 
空间 的 几何 背景 。 实 物 粒子 在 与 类 光 粒 子 耦合 过 程 中 ,能 量 动量, 质量 以 及 坐标 
位 置 等 物理 量 都 要 发 生 突 变 , 这 种 突变 建立 了 实物 粒子 与 光量 子 相互 转变 的 等 量 
关系 。 微 观 客体 本 征 函数 的 突变 和 分 立 性 质 可 用 广 域 Hilbert 相 空间 中 不 同 的 非 
质点 相 格 来 描述 , 即 广 域 Hilbert 相 空间 为 量子 力学 中 微观 客体 的 不 同 本 征 态 、 本 
征 函 数 和 本 征 能 量 等 分 立 结构 提供 了 一 个 完备 的 数学 基础 。 

广 域 Hilbert 相 空 间 的 完备 性 突出 了 传统 Hilbert 相 空间 对 量子 描述 的 不 完 
备 性 质 。 态 函数 几率 诠释 在 传统 的 量子 力学 中 为 什么 不 能 体现 因果 性 质 呢 ? 因为 
传统 的 Hilbert 相 空 间 是 由 Euclidean 几何 抽象 出 来 的 , 它 的 分 析 性 质 应 该 与 Eu- 
clidean 空间 的 几何 性 质保 持 内 在 的 逻辑 联系 。 由 于 Euclidean 空间 缺少 类 光 区 ， 
光量 子 没有 对 应 区 域 就 不 可 能 给 出 光量 子 以 及 光量 子 与 实物 粒子 耦合 的 几何 联 
系 。 不 能 利用 几何 关系 描述 这 种 分 立 结构 中 实物 粒子 与 光量 子 相互 转变 的 等 量 关 
系 ,表示 微观 客体 的 非 质点 相 格 之 间 相 互 孤立 ,描述 微观 客体 运动 行为 的 物理 规律 
就 不 能 得 到 合理 的 解释 和 表述 。 因 此 ,数学 工具 的 局 限 性 屏蔽 了 实物 粒子 与 光量 
子 取得 因果 联系 的 物理 过 程 和 客观 规律 。 描 述 微观 理论 的 几何 关系 和 分 析 性 质 出 
现 瑕 羔 , 就 不 能 说 它 所 对 应 的 数学 理论 是 完备 的 ,当然 以 这 种 理论 为 基础 的 量子 力 
学 的 完备 性 也 应 受到 质疑 。 因 此 ,量子 力学 的 数学 基础 不 完备 是 粒子 态 函 数 没 有 
给 出 因果 解释 的 根本 原因 。 


8. 2 ”四 维 间隔 不 变量 和 不 确定 关系 


传统 态 函 数 存 在 瑕 辣 是 由 于 数学 工具 和 物理 思辩 的 局 限 性 造成 的 。 量 子 力学 
的 基本 原理 可 以 与 Minkowski 复 空间 的 时 空 奇异 性 联系 起 来 ,这 种 数学 和 物理 理 
论 的 辩证 关联 可 以 赋予 量子 力学 具有 因果 性 质 的 微观 诠释 。 考 虑 传统 习惯 ,本 章 
在 分 析 两 类 复数 共性 和 个 性 的 基础 上 , 在 Minkowski 空间 继续 沿用 椭圆 复数 
i 让 一 1,i” 一 一 D) 来 描述 态 函数 。 在 二 维 Minkowski 空间 类 时 区 的 时 空 平 面 取 两 
时 空 点 或 两 物理 事件 Xi (caiizi) 和 Xs《dz ,izs), 当 两 个 物理 事件 用 光 信 号 取得 
因果 联系 时 ,其 连 线 平行 或 垂直 类 光 区 。 由 关系 式 (7. 1. 1) ,可 对 应 写 为 


。 98 。 狭义 相对 论 和 量子 理论 一 元 化 表述 


AX(cAt,iAz) = Xs 一 Xi = dbo (8. 2. 1) 
时 空间 隔 不 变量 取 乘 法 缩 并 形式 
AXAX = (Xs — X1)(Xs — X1) = dhol = 0 (8. 2. 2) 


同 理 ,在 二 维 Minkowski 动量 空间 类 时 区 中 , 取 Pi ( 马 ,ipe) 和 Ps ( 旦 ,ips:) 
的 连 线 平行 或 垂直 类 光 区 ,有 关系 ， 


AP( 秆 ,iap)= 己 一 P = dp。 (8.2.3) 
将 式 (8. 2. 3) 取 乘积 缩 并 ,有 
AEY’ , 
APAP = (全 ) 一 (Ab 一 ds 加 一 0 (8.2.4) 
在 分 立 相 空间 的 类 时 区 中 将 式 (8. 2. 2) 和 (8. 2. 4) 联 立 , 得 

(AXAX) (APAP) = (AXAP)(APAX) 一 0 (8. 2. 5) 

由 于 式 (8. 2. 1) 和 (8. 2. 3) 中 复数 AX 和 AP 的 实 部 和 虚 部 均 相 等 ,可 以 取 
AXAP = APAX = ddbog = 0 (8. 2. 6) 


式 (8. 2. 6) 看 做 八 维 Minkowski 相 空间 的 间隔 不 变量 ,其 中 包含 了 四 维 坐标 的 零 
间隔 和 四 维 动量 的 零 问 隔 。 取 乘积 缩 并 的 算法 展 成 分 量 形式 ， 


4 
XY = (X,Y) = > zuyn (8. 2.7) 
一】 
则 式 (8. 2. 6) 可 以 写成 乘积 缩 并 形式 : 
AX(cAiAZ)AP (AE,iAp)= AE — AzAp =0 (8.2.8) 


式 (8. 2. 8) 可 看 做 式 (7. 7. 1) 和 (7.7. 2) 相 减 的 结果 ,这 建立 了 两 个 不 确定 关系 
的 等 量 联系 ,说 明 量 子 力学 中 三 维 不 确定 关系 在 四 维 时 空 可 能 具有 确定 的 几何 诠 
释 。 将 式 (8. 2. 8) 写 成 分 立 形式 : 


AtAE = AzAp = mm, n=1,2,° (8. 2. 9) 
注意 到 式 (7. 7. 1 和 (7. 7. 2) 电 子 和 光子 共同 遵守 的 不 确定 关系 , 式 (8. 2. 9) 满 足 
AzAp = AtAE >h (8. 2.10) 


式 (8. 2. 8)、(8. 2.9) 和 (8. 2. 10) 在 三 维 空间 具有 量子 客体 的 分 立 特征 ,四 维 时 空中 
对 应 时 空间 隔 不 变量 。 即 四 维 空间 的 零 间 隔 包 含 了 微观 实物 粒子 与 光量 子 耦 合 的 
等 量 转化 关系 ,包含 了 坐标 动量 的 不 确定 关系 和 时 间 能 量 不 确定 关系 。 反 之 , 正 是 
由 于 式 (8. 2. 9) 和 (8. 2. 10) 这 种 不 确定 关系 和 分 立 结构 才 使 得 微观 客体 所 对 应 的 
各 个 非 质点 相 格 在 Minkowski 相 空 间 中 取得 因果 联系 ,可 以 刻画 实物 粒子 与 光量 
子 耦 合 的 因果 性 质 和 岂 何 性 质 。 

式 (8.2.9) 和 (8.2.10) 为 量子 物理 提供 了 重要 的 理论 信息 , 一 方面 在 
Minkowski 八 维 相 空间 中 ,时 空间 隔 不 变量 和 能 量 动量 间隔 不 变量 对 应 AXAP 一 0 
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时 ,表现 了 Minkowski 空间 类 时 区 与 类 光 区 相互 关联 的 时 空 特征 ,也 是 微观 客体 
与 光量 子 取得 联系 的 重要 标志 。 其 次 ,在 广 域 Hilbert 相 空 间 中 ,每 一 个 微观 客体 
相对 于 一 个 时 空 相 格 , 这 种 时 空 相 格 的 三 维 空间 分 量 为 A7 一 Axzzi 十 Ayez 十 
Azza， 三 维 动量 分 量 为 全 二 Ab.zi 十 Ab 十 Ap.23; 它们 的 一 维 时 间 分 量 为 


cAt 和 一 维 能 量 分 量 为 外。 式 (7.7.1) 和 (7.7. 2) 两 个 不 确定 关系 纳入 四 维 时 空 的 


确定 关系 式 (8. 2. 8) 和 (8. 2. 10) ,建立 了 与 非 欧 几何 相 联 系 的 因果 性 质 ,拓宽 了 量 
子 解释 的 理论 范畴 。 微 观 客体 与 光量 子 的 相互 作用 是 自然 规律 ,是 力学 和 电磁 学 
相 结合 的 物理 过 程 ,不 管 是 否 测量 ,怎样 测量 ,实物 粒子 与 光量 子 的 耦合 是 客观 的 ， 
是 第 一 性 的 ,不 以 人 的 意志 为 转移 。 


8.3 ”间隔 不 变量 与 本 征 函 数 的 几何 关联 


式 (8.2.8) 中 取 Az 二 zx 一 z ,At 二 1 一 t', 由 式 (7.4.1) 和 (7.4.2) 分 别 有 Ap 一 
和 和 AE 一 和 一 要, 取 & 一 经 为 波 数 ,注意 到 式 (8. 2. 9), 有 关系 : 

(AzAp 一 AIAE) = hi(kAz — iAt) = (kr — wm)—i(kr’ —6t’) (8.3.1) 
对 式 (8.2.8) 乘 因子 二 ,有 


EAXAP = CAAE— AzAp) 一 iaAt 一 AAz) =0 (8.3.2) 
对 式 (8. 3. 2) 取 指数 运算 ,注意 到 式 (8. 3. 1) ,有 关系 : 
era 二 ee 一] (8. 3. 3) 
令 
PCZy1 = eg 人) 
{5 (zt = Eh 人 
由 式 (8. 3. 3) 和 (8. 3. 4) ,可 以 写 为 
Gr (zt pnt) = bm (8. 3.5) 


式 (8.3.5) 中 6m 为 Dirac 6 函数 。 式 (8.2.8) 是 八 维 Minkowski 空间 类 时 区 域 
中 的 类 光 间 隔 不 变量 , 式 (8. 3. 5) 由 式 (8. 2. 8) 导 出 ,应 该 具有 相应 的 数学 严密 性 。 
将 一 个 微观 客体 的 本 征 态 对 应 于 一 个 时 空 相 格 , 命 名 式 (8. 3. 3) 和 (8. 3. 4) 为 微观 
粒子 的 本 征 态 函数 ,而 式 (8. 3. 5) 为 它们 的 封闭 性 条 件 。 本 征 函数 的 虚 指 数 中 包含 
了 Minkowski 空间 类 时 区 域 中 类 光 间 隔 的 不 变量 ,本 征 函 数 几率 诠释 的 正 交 归 一 
表示 了 实物 粒子 与 光量 子 耦合 的 因果 关联 。 

由 式 (8. 2. 9) 和 (8. 3. 1) , 取 
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ArAp 二 AtAE 一 币 Az 一 知人 一 硕 ， 了 一 1，2 (8. 3. 6) 
或 
kr = kr” 
i (8. 3.7) 
kct = kct +n 


由 于 e” 和 ee” 的 乘积 可 在 虚 指 数 的 相位 因子 中 归 一 ,所 以 式 (8. 3. 4) 和 (8. 3. 5) 中 
工 和 zx' 可 以 相互 转换 。 将 式 (8. 3. 7) 代 和 人 式 (8. 3. 3) 消 去 时 间 因 子 , 则 定 态 本 征 函 
数 满足 关系 : 

Gr (z) lz) 一 1 (8. 3. 8) 
式 (8. 3. 8) 可 看 做 是 本 征 态 函 数 几率 诠释 的 归 一 化 , 它 是 式 (8. 3. 5) 的 特例 ,可 以 将 
式 (8. 3.5) 和 (8. 3. 8) 用 Diarc 6 函数 表示 : 


[gw Dd = (8.3.9) 


式 (8. 3. 9) 是 与 Minkowski 空间 的 时 空 性 质 有 关 的 因果 关系 式 , 它 表示 广 域 HiL- 
bert 相 空 间 中 的 非 质点 相 格 与 微观 客体 分 立 的 本 征 函 数 和 本 征 状态 相对 应 。 当 本 
征 状 态 之 间 可 以 用 光 信 号 取得 联系 时 ,时 空间 隔 和 能 量 动量 间隔 等 于 零 , 对 应 本 征 
函数 的 内 积 是 归 一 的 。 当 本 征 状 态 之 间 没 有 因果 联系 时 本 征 函数 之 间 是 正 交 的 ， 
内 积 等 于 零 。 
式 (8. 2. 8) 和 (8. 3. 1) 也 可 以 展开 成 
(AzAp— AtAE) = (zx—z)(p—p)— (ut—t EE-—E) 
= (zp—zp)—(rp—zrp)— (EtE)—(E—E)=0 


或 


(zp —tE)— (rp—tE)= (zp —tE)—(rp’—tE) (8.3.10) 
由 式 (8. 3. 10) 等 式 左边 将 式 (8. 3. 4) 改 写成 
jo = Aetee aa) 一 Ap(z)e te 


(8. 3. 11) 


8 (zt) = A ete 一 Ag (zetie' 


如 式 (8. 3. 10) 右 边 作为 式 (8. 3. 11) 的 指数 ,其 中 
A=etw ,A ~ et (8. 3. 12) 
在 态 函 数 的 几率 诠释 中 也 满足 归 一 化 条 件 。 
式 (8.3. 10) 也 可 改写 成 
(zp —tE)—(zp’—tE)= (zp—tE)— (rp’—tE') (8.3.13) 
式 (8. 3. 13) 左 边 的 指数 形式 可 写成 
ee = Beiw® — Bp(p)e te 


1 (8.3.14) 
pg" (pIE)= Be aa 一 了 8 (pe 
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其 中 , B、B' 为 式 (8. 3. 14) 中 态 函 数 的 相位 因子 ,是 式 (8. 3. 13) 右 边 的 指数 形式 ， 
类 同 于 式 (8. 3. 12) 。 有 关系 : 
B= et ,B* = eic (8. 3. 15) 
一 般 情况 下 ,以 Minkowski 空间 为 原 空间 ,可 抽象 出 8n 维 广 域 Hilbert 相 空 
间 ,构成 整个 四 维 时 空 坐标 空间 和 四 维 动量 空间 的 分 立 结构 。 每 一 个 八 维 相 格 对 
应 一 个 微观 粒子 的 量子 态 ,第 ;个 量子 态 的 本 征 函 数 用 yp; 表示 ,所 有 粒子 的 本 征 函 
数 形成 广 域 Hilbert 相 空 间 的 一 个 无 限 维基 矢 m ,gs ,… ,gp,，…， 构成 一 个 完全 集 。 
将 态 函 数 yz,t) 看 做 是 本 征 态 完 全 集 mm ,qs，… ,gp,，… 的 线性 组 合 : 


以 yt) 一 Segilzst) (8. 3. 16) 
i=] 
满足 归 一 化 条 件 
位 cpwzripdz=1 (8.3.17) 


式 (8. 3. 17) 虽 然 与 传统 量子 力学 中 的 微观 客体 的 几率 态 函数 具有 相同 的 形式 ,但 
其 内 涵 却 有 本 质 上 的 差异 。 它 们 之 中 包含 了 Minkowski 复 空间 的 时 空间 隔 不 变 
量 和 能 量 动量 间隔 不 变量 ,也 包含 了 微观 客体 与 光量 子 的 耦合 ,这 赋予 了 微观 客体 
具有 丰富 而 合理 的 微观 诠释 ,为 经 典 量子 力学 纳入 Minkowski 空间 这 种 非 欧 几何 
以 及 揭示 量子 力学 与 相对 论 的 相互 关联 打开 了 一 个 突破 口 。 


8.4 态 函 数 的 个 体 决 定性 和 整体 统计 性 


在 量子 力学 中 ,Born 对 态 函 数 的 几率 诠释 具有 权威 性 ,他 把 1y|? 称 为 几率 密 
度 ,对 态 函 数 给 出 了 具有 统计 意义 的 解释 。Born 认为 ,量子 力学 所 对 应 的 微观 客 
体力 学 体系 ,主要 依据 两 个 量子 效应 : (1) 不 确定 关系 ; (2) 态 函数 的 几率 干涉 。 
经 典 力学 的 传统 形式 应 该 用 一 个 统计 的 方法 来 代替 ,对 任何 坐标 z、 速度 wv、 时刻 
都 存在 着 一 个 几率 密度 p(z,v,t), 这 使 我 们 不 能 从 初始 状态 计算 出 准 会 发 生 什 
么 ,粒子 碰 擅 的 结果 是 怎样 。 这 意味 着 ,解释 只 能 是 统计 性 的 ,于 是 Born 提出 必须 
放弃 个 体 的 决定 论 的 观点 。 对 于 Born 的 解释 ,有 它 正 确 的 一 面 ,也 有 局 限 性 的 一 
面 , 关 键 是 传统 的 量子 力学 的 数学 基础 存在 缺陷 ,使 其 不 能 正确 地 描述 微观 客体 与 
光量 子 的 耦合 。 在 量子 力学 中 引入 广 域 Hilbert 相 空 间 ,实物 粒子 与 光量 子 的 相 
互 作用 可 以 通过 时 空 的 几何 化 和 泛 函 分 析 进 行 数 学 表述 。Minkowski 空间 类 时 
区 与 类 光 区 的 时 空 关联 对 实物 粒子 和 光量 子 耦合 给 出 具有 因果 性 质 的 几何 描述 ， 
可 能 会 对 态 函 数 的 几率 诠释 给 出 一 种 新 的 因果 解释 。Born 依据 的 两 个 量子 效应 
“不 确定 关系 "和 “ 态 函 数 的 几率 干涉 ”, 在 广 域 Hilbert 相 空 间 实质 上 都 对 应 着 一 
种 个 体 决定 论 的 解释 。 
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广 域 Hilbert 相 空 间 中 微观 客体 所 对 应 的 非 质点 相 格 不 再 相互 孤立 ,它们 通 
过 Minkowski 空间 的 方向 奇异 性 得 到 了 因果 联系 。 微 观 客体 的 量子 跃迁 伴随 着 
吸收 或 放出 光量 子 , 这 与 Minkowski 类 时 空间 的 类 光 间 隔 相对 应 ,与 本 征 态 函 数 
的 几率 诠释 相对 应 。 当 某 个 微观 客体 由 一 个 本 征 态 唉 迁 到 另 一 个 本 征 态 时 放出 或 
吸收 一 个 光量 子 ,对 应 的 坐标 时 空间 隔 和 动量 能 量 间 隔 均 为 零 ,由 式 (8.2.2) 和 
(8. 2. 4) 复 数 的 实 部 和 虚 部 相等 。 如 果 用 Az 表示 两 本 征 态 的 空间 间隔 ，At 表示 
量子 跃迁 时 吸收 或 放出 光量 子 的 时 间 间 隔 , 则 Az = cAt 为 光量 子 与 实物 粒子 耦合 


进行 量子 跃迁 时 粒子 本 征 态 发 生 改 变 的 因果 关系 式 。 对 A 二 等， 如 取 Ar 一 


10%m 相当 于 原子 线 度 , 则 At ~ 10-*s, 微观 客体 的 量子 唉 迁 是 瞬间 完成 的 ,这 种 
瞬间 的 弛 珍 效 果 在 光电 效应 中 具有 合理 的 解释 。 短 时 间 内 的 量子 跃迁 涉及 
Minkowski 复 空间 两 个 不 同 的 时 空 相 格 ,使 微观 客体 的 分 立 性 和 因果 性 通过 几何 
性 质 刻画 出 来 。 但 粒子 这 种 分 立 性 和 因果 性 恰恰 利用 了 不 确定 关系 (8. 2.8) 和 
(8. 2. 9), 这 否认 了 Born 的 观点 ,认为 不 确定 关系 是 造成 不 能 准确 计算 微观 客体 运 
动 行为 的 原因 。 因 为 三 维 不 确定 关系 作为 四 维 的 分 量 形式 具有 局 限 性 ,在 8n 维 
广 域 Hilbert 相 空 间 中 , 式 (7.7.1) 和 (7.7.2) 的 四 维 联 合 效果 使 式 (8. 2. 8) 具 有 了 
一 种 确定 关系 ,能 够 给 出 一 个 因果 解释 。 


动量 能 量 间隔 等 于 零 , 满 足 Ap 一 年 二 p。， 实物 粒子 跃迁 前 后 动量 的 改变 量 
Ap 等 于 放出 或 吸收 光量 子 的 动量 p。，, 满足 动量 守恒 定理 。 这 样 由 式 (8. 3.9) 给 出 


的 正 交 归 一 条 件 就 可 赋予 一 种 因果 解释 。| p: (z)gu(z)dz 二 1, 说 明 本 征 态 n 和 
之 间 通 过 粒子 的 跃迁 与 吸收 或 放出 的 光量 子 发 生 了 因果 联系 ,具有 个 体 决 定性 


而 | ws: (zygu(z)dz ==0, 表示 本 征 态 m 和 之 间 不 具有 因果 联系 ,是 相互 正 交 


的 ,因此 , 式 (8. 3. 9) 可 以 是 单个 粒子 本 征 态 函 数 具 有 因果 性 质 的 封闭 性 表示 。 需 
要 说 明 的 是 , 式 (8. 3. 9 虽然 可 以 表示 单个 微观 客体 的 运动 规律 ,但 与 传统 理论 不 
同 的 是 ,微观 客体 本 身 不 是 孤立 的 ,在 与 光量 子 亦 即 场 的 耦合 中 决定 了 粒子 肥 迁 的 
因果 性 质 和 时 空位 置 ,决定 了 粒子 与 光量 子 的 分 立 性 和 客观 性 ,也 决定 了 粒子 本 征 
态 函 数 的 几率 诠释 。 

其 次 讨论 态 函 数 几率 诠释 的 统计 性 , Born 对 态 函 数 统计 意义 的 解释 应 该 体现 在 


态 函数 完全 集 的 几率 诠释 中 。 式 (8. 3. 16) 所 对 应 的 态 函 数 Wz,D) 一 > cpi(z) 
这 1 


为 本 征 态 函 数 完全 集 gp ,gs，… ,gp,，,… 的 线性 组 合 。 所 有 微观 客体 处 于 本 征 态 的 
概率 分 别 为 |c11?,| cz1?,…, | co.|?，…。 粒子 在 整个 空间 出 现 的 概率 应 该 满足 归 
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一 化 条 件 : 
jy pyaar = facip:p.dr = jacanaz = ] |cl:dz 一 1 


(8.4.1) 
在 时 刻 t、《z,y,z) 点 附近 ,体积 元 dr = dzdydz 内 找到 粒子 的 概率 为 


dW(z,y,z)t) = |Ylz,y,2)t) |?dr (8. 4. 2) 
如 果 任 意 一 个 态 函数 y(7,z) 都 可 看 做 是 各 种 不 同 动量 的 本 征 态 函 数 的 到 加, 取 
YF = ecB ,Dp 7 dp dpydp. (8.4.3) 


式 中 , 取 归 一 化 的 动量 本 征 态 函 数 
pol7) 一 一 上 etz (8.4.4) 
Ti 


式 (8.4.3) 可 写作 
a 1 Fr 
人, = cP,Deir"r dp.dp,dp: (8.4.5) 
ei) 和 
利用 Fourier 变换 可 给 出 
1 Fr 
cP,t) = (F ,te FT drdydz (8. 4. 6) 
(2xf) 


对 式 (8.4. 5) 而 言 ,| yz,) 1? 是 粒子 t 时 刻 在 r 处 的 概率 密度 ,而 | c( 五 ,2) | * 是 粒 
子 上 时 刻 具 有 动量 妨 的 概率 密度 。 

从 一 般 态 函 数 或 本 征 态 函 数 完全 集 的 角度 , 态 函 数 的 概率 |y(7,)|? 具有 统 
计 意 义 。 这 种 态 函数 完全 集 的 统计 规律 是 建立 在 本 征 态 函数 因果 规律 之 上 的 , 它 
描述 了 本 征 态 之 间 的 量子 唉 迁 的 可 能 分 布 ,具有 辩证 统一 的 逻辑 关系 。 粒 子 处 于 
哪个 本 征 态 ,或 哪个 本 征 态 可 能 发 现 粒子 的 概率 应 该 满足 一 定 的 统计 规律 ,但 粒子 
从 一 个 本 征 态 到 另 一 个 本 征 态 的 跃迁 却 遵守 着 一 定 的 因果 规律 ,具有 因果 性 的 
|m,(, 划 | 包含 在 具有 概率 性 的 | yi|: 中 ,因此 ,量子 理论 应 该 是 具有 包含 因 
果 性 质 的 统计 规律 。 


8.5 ”电子 双 缝 衍射 的 因果 性 和 统计 性 


为 了 给 出 电子 双 颖 衍射 的 物理 诠释 ,从 两 方面 分 析 它 可 能 具有 的 内 涵 , 最 后 综 
合 考虑 态 函 数 的 因果 性 和 统计 性 。 首 先 从 分 析 光 的 波动 方程 人 手 ,比较 光 的 又 加 
和 电子 入 射 的 可 能 联系 。 在 光 的 双 颖 干涉 中 取 通 过 双 缝 的 两 列 相干 光 的 波动 方 
程 为 
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A! = Aycos(@ti1 — kr1) 
As = Awcos(@ts — kr2) 全 
式 (8. 5.1) 的 相干 琶 加 为 
A? 一 Ai 十 Ah 和 十 2AoAxcos(GOAt 一 AAz) (8. 5. 2) 
可 以 设想 有 一 微观 粒子 (如 电子 ) 在 通过 双 锋 时 与 式 (8. 5. 1) 和 (8. 5. 2) 的 相干 光 有 
联系 。 这 个 电子 通过 双 颖 时 与 相干 光 克 合 满足 关系 : 
了 = Biosin(atl — kr1) 


了 (8.5.3) 
了 B: = Bosin(at: — kr;) 
对 应 相干 到 加 为 
B: = Bi + Bs% + 2Bo Basin(GAt — kAz) (8.5.4) 
由 式 (8. 5.2) 和 (8. 5.4), 有 
cos(GAt 一 kAz) 二 全 二 全 Ab, sincoar— kAz) =B 3 Bg 
(8. 5. 5) 


对 于 式 (8. 5. 2) 和 (8. 5. 4) 的 联系 ,除了 要 求 相位 差 At 一 AAz 相等 ,还 引入 复 
数 将 它们 联系 起 来 ,并 令 振幅 分 别 相等 A(Ayo ,Aw) = B(Blo,Bzo), 取 
cos(OAL 一 上 Az) + isin(&At — kAT) = eicaar kan (8.5.6) 
对 式 (8. 5. 6) 取 复 共 堪 ,并 进行 内 积 运 算 , 有 
cos’ (BAL — kAT) + sin’ (BAL — kAX) = eew tneieor kao — 1] (8.5.7) 
取 At==ts 一 i ,Ax 二 Zz: 一 zz, 则 式 (8.5.7) 对 (za) 和 (zx,ts) 均 可 以 写成 


Et) exkw 各) 一 1 (8. 5. 8) 
令 
9 = Eee)» p= Eloir) 
式 (8. 5. 8) 写 为 
9 "9 一 1 (8. 5.9) 


式 (8. 5.7) 中 ekew en 可 看 做 光 与 电子 相互 关联 的 干涉 条 件 , 即 干涉 条 件 是 以 
指数 的 形式 存在 于 式 (8. 5. 7) 中 。 将 式 (8. 5. 7) 的 干涉 项 与 式 (8. 5.2) 和 (8. 5. 4) 的 
干涉 项 进行 对 比 , 相 干 光 的 倒 加 为 取 和 形式 , 光 作为 单元 函数 ,其 干涉 项 为 实数 形 
式 ;而 式 (8. 5. 6) 和 (8. 5. 7) 为 相干 光 与 电子 耦合 时 的 于 涉 条 件 , 表 现 为 复数 形式 。 
干涉 项 为 指数 函数 形式 体现 了 两 种 物 态 相互 关联 的 又 加 效果 ,所 以 式 (8. 5. 7) 具 有 
二 元 性 质 ,而 光 或 电子 分 别 具 有 单元 性 质 。 式 (8. 5. 9) 具 有 量子 力学 中 微观 客体 态 
函数 几率 诠释 的 表现 形式 ,类 同 于 微观 客体 的 态 函 数 。 

从 四 维 空间 角度 在 Minkowski 空间 取 分 立 的 非 质点 相 格 ,每 一 个 态 函 数 
9(z, 对 应 一 个 相 格 ,也 表示 一 个 实物 粒子 的 本 征 态 。 取 (zi ,二 和 (zz 所) 表示 
进行 量子 唉 迁 前 、 后 实物 粒子 所 对 应 的 非 质点 相 格 ,两 相 格 的 四 维 时 空间 隔 等 于 
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零 ,使 实物 粒子 不 同 本 征 态 的 坐标 间距 与 光量 子 运行 的 距离 建立 一 种 对 等 关系 。 
当 这 种 对 等 联系 满足 光 程 差 为 二 分 之 一 波长 整数 倍 时 ,表现 了 微观 客体 与 光量 子 
耦合 产生 的 波 粒 二 象 性 以 及 实物 粒子 所 表现 的 干涉 和 衍射 现象 。 这 些 特性 可 归结 
为 实物 粒子 与 光 信号 的 因果 联系 ,而 描述 它们 的 态 函 数 也 应 具有 这 种 因果 诠释 的 
物理 性 质 。 

由 式 (8. 2. 10) 和 (8. 3. 6) 将 不 确定 关系 改写 成 


AzAp = AtAE ‘can ( 竺 ) xp 二 nn 和 


2 
其 中 , z 为 光波 传播 的 距离 , p: 为 光 的 动量 。 由 波 粒 二 象 性 Ap 一 站 = 个 和 


AE = 名 一 成 , 注意 到 一 衬 , 加 频率 6 一 21m, 则 


， n= 1,2,. (8.5.10) 


一 一 谷 ， n=1,2," 
(8.5.11) 
4 一 二 如， n= 1,2,°° 


在 电子 的 双 终 衍射 中 , 式 (8. 5. 11) 为 电子 与 光子 耦合 的 双 缝 衍射 方程 。 将 式 
(8. 3. 1) 改 写成 


L(AzAp AtAE) = i(hzs —6t2) 一 iizi 一 ati) =0 (8.5.12) 
式 (8. 5. 11) 写 成 


LngA (8.5.13) 


Arl = zz 二 mh， Otl = Ot2 2 


将 式 (8. 5.12) 与 (8. 5. 13) 联 立 并 取 指 数 形式 ,有 


"zt) pT2 st) 一 Eel) = a ag’ (zisti g(t1) = 1 


(8. 5. 14) 
PCZi 四) = ee ai) = a ag(z2 ts) = (x2 ts) = eez az) (8.5.15) 
而 
4 二 ，a 一 ce 过 (8. 5. 16) 
满足 归 一 化 条 件 : 
aa 一 et 操 e 抽 一 1 (8.5.17) 


式 (8. 5.16) 中 a = et 可 看 做 态 函数 的 空间 相位 因子 ,ao 二 eT 下 为 时 间 相位 因 
子 ,统称 时 空 相位 因子 ,简称 相位 因子 。 由 式 (8.5. 11) 和 (8. 5. 13), 可 以 看 出 式 
《8. 5. 16) 是 电子 与 光子 耦合 时 干涉 和 衍射 的 条 件 。 即 a 二 et 下 和 a* 二 et 站 作 
为 电子 双 锋 的 衍射 条 件 在 态 函 数 中 是 以 相位 因子 的 形式 出 现 的 。 
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由 式 (8. 5. 15) 给 出 的 (zi 和 5) 一 a* ap(zz, 姑 )， 是 本 征 态 (zi1,41) 和 (zz ,tz) 
之 间 态 函数 关联 式 。 即 电子 在 运行 过 程 中 与 光量 子 耦合 ,对 应 一 系列 本 征 态 和 本 
征 函 数 pCzi 轨 )，p(zzyp)，…p(zoyt)。 式 (8.5.14) 为 本 征 态 函数 几率 诠释 
的 归 一 化 条 件 , 它 包含 了 相位 因子 的 归 一 化 式 (8. 5. 17) ,满足 式 (8. 5. 13) 条 件 。 用 
光 信 号 联系 的 各 时 空 点 (zi ,ts), (zs ,ts),…， 均 能 满足 归 一 化 条 件 : 

9 ” Tit p(T19t1) = 9 (Tz9t2 G(T29ts) 一 … 一 1 (8. 5. 18) 
利用 实物 粒子 和 光量 子 的 相干 琶 加 ,能 够 对 量子 干涉 和 衍射 通过 态 释 加 原理 找到 
一 种 具有 因果 性 的 统计 解释 。 在 电子 双 颖 于 涉 实验 中 ,首先 通过 双 缝 的 相干 光 在 
空间 各 点 释 加 形成 强 弱 不 同 的 强度 分 布 ,如 式 (8. 5. 2) 。 运 动 的 电子 可 从 双 颖 中 任 
一 缝 中 通过 ,由 于 电子 吸收 或 放出 到 加 后 的 相干 光 形成 一 系列 分 立 的 本 征 态 。 电 
子 的 量子 牙 迁 受到 了 释 加 后 相干 光 的 调剂 ,使 电子 跃迁 前 后 的 位 置 差 与 相干 光 的 
光 程 差 建立 了 一 种 等 量 关系 ,如 式 (8. 5. 6) 。 在 受到 登 加 后 的 相干 光影 响 下 电子 的 
位 置 分 布 在 屏 上 各 处 出 现 的 概率 不 同 ,多 电子 亮 斑 的 累积 形成 明暗 相间 的 干涉 或 
衍射 图 样 。 因 此 ,电子 可 以 一 个 一 个 射出 ,在 电子 间 不 产生 相互 作用 ,通过 双 颖 的 
相干 光 秋 加 后 的 振动 位 和 撩 和 强度 决定 了 电子 的 运动 方位 和 空间 分 布 。 与 相干 光 克 
合 的 电子 所 对 应 的 本 征 态 函 数 满足 式 (8. 5. 11) 的 分 立 条 件 , 在 广 域 Hilbert 相 空 
间 不 同 的 分 立 相 格 表现 了 电子 分 布 的 概率 差异 ,从 而 在 屏 上 出 现 了 电子 干涉 图 样 。 

电子 与 全 加 后 相干 光 之 间 的 干涉 可 用 态 函 数 相 位 因子 的 二 元 性 质 来 描述 。 式 


(8. 5. 16) 中 ,a" 一 ediw 对 应 相干 光 的 干涉 条 件 , 当 一 1,3,……, 通过 双 颖 的 光 程 
差分 别 为 半 波长 的 奇数 倍 ,qs 一 ci 一 于 1, 号 干涉 极 小 为 暗 纹 ; 当 一 2， 
4,…， 相干 光 的 光 程 差分 别 为 半 波长 的 偶数 倍 , cz 一 d= 4,24,…, 干涉 极 大 为 
明 纹 。 同 理 , a 一 ei” 表示 电子 跃迁 时 两 个 量子 态 的 位 置 差 , 当 n 二 1,3,…, 电子 
的 量子 态 对 应 的 位 置 差 为 半 波长 的 奇数 售 ,z, 一 一 去), 立 1,…， 干涉 极 小 , 电 
子 在 该 点 出 现 的 概率 就 小 ; 当 n 二 2,4,…, 干涉 极 大 ,量子 态 的 位 置 差 为 半 波长 的 
偶数 倍 , zs 一 <: 二 4,24,…, 电子 在 该 点 出 现 的 概率 就 大 。 因 此 , a 二 eT 下 和 


a 一 emw 满足 运动 粒子 和 光量 子 共同 遵守 的 相干 条 件 , 即 波长 或 频率 相同 ,有 固定 
位 相差 ,传播 方向 相同 。 

在 量子 干涉 中 , 式 (8. 5. 16) 的 相位 因子 起 到 了 关键 的 干涉 作用 ,可 看 做 态 函数 
中 的 隐 和 变量 , 它 可 能 正 是 Bohm 所 寻找 的 量子 势 。 式 (8. 5. 14) 的 归 一 化 将 光 和 实 
物 粒子 耦合 形成 的 干涉 联系 起 来 ,使 光 的 传播 和 粒子 的 运动 形成 了 量子 化 和 波动 
性 。 时 空 点 (zi 刁 )， (zz , 刀 )，… 作为 实物 粒子 的 本 征 态 可 抽象 为 广 域 Hilbert 相 
空间 的 一 个 个 相 格 , p(xi, 刀 ) ,glzx2 ,ts),… 为 各 本 征 态 所 对 应 的 本 征 函 数 。 整 个 
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Hilbert 相 空间 由 无 限 多 个 相 格 构成 , 相 格 之 间 可 以 通过 交换 光量 子 或 传递 光 信和 号 
取得 因果 联系 。 式 (8. 5. 18) 是 用 光 信 号 联系 的 本 征 态 所 对 应 的 态 函 数 几率 诠释 ， 
为 各 时 空 点 发 现 粒子 的 几率 ,满足 归 一 化 条 件 ; 而 不 能 用 光 信号 联系 的 本 征 态 之 间 
应 满足 正 交 条 件 ,Diarc ”6 函数 式 (8. 3. 5) 刻 画 了 本 征 函数 的 这 种 正 交 归 一 性 质 。 
量子 干涉 或 “ 态 函 数 的 几率 干涉 是 Born 给 出 几率 波 不 能 进行 个 体 描述 的 依据 ,但 
在 广 域 Hilbert 相 空间 中 本 征 态 之 间 的 相干 条 件 却 具 有 了 因果 解释 。 

在 上 一 节 分 析 了 一 般 态 函 数 的 整体 统计 分 布 ,可 用 于 解释 多 电子 的 双 链 衍射 
图 样 。 引 入 yz,t) 表示 在 时 空 点 (z, 的 态 函 数 ，|y(z,t) 1? 表示 时 空 点 (zy 
附近 单位 时 空中 发 现 粒子 的 概率 密度 ,满足 


HT) = og tog + = Depilzst) (8.5.19) 
i=l 
其 中 , m (zy2) ,92 《I, 直 ，… ,rn(z,t),…， 构成 本 征 函 数 的 一 个 完全 集 , 则 
py zzt) = |r,0) |? = 六 |cp(z,b|: 一 六 lel*=1 
i=l dl 


(8. 5. 20) 
由 于 式 (8. 5. 19) 是 由 本 征 函 数 的 完全 集 构成 的 线性 组 合 ,本 征 函 数 满足 式 (8. 3. 7) 
的 正 交 归 一 条 件 ,干涉 性 质 由 相位 因子 刻画 ,所 以 式 (8. 5. 20) 中 不 存在 所 谓 具 有 干 
涉 性 质 的 交叉 项 ,只 有 | cj|?， | cz|?，… | co|:，… 表示 粒子 分 别处 于 本 征 函数 
P (zy 《Zs ,na《Z,t),… 的 概率 。 这 时 yz,t) 具有 了 统计 意义 , 它 可 以 
表示 一 个 粒子 通过 其 他 时 空 点 (z',z), (次 ,如 ，… 到 达 点 (zt) 唉 迁 时 ,发 现 粒 
子 的 概率 ,也 可 以 表示 多 个 粒子 在 点 (x,t) 出 现 的 概率 。 整 个 时 空 分 布 是 态 倒 加 
原理 从 个 体 到 整体 本 征 态 到 一 般 态 的 线性 组 合 , 整 个 电子 衍射 图 样 就 具有 了 从 因 
果 性 到 统计 性 的 辩证 关联 。 


8.6 态 函 数 的 物理 诠释 


传统 量子 力学 强调 态 函 数 p(z,t) 本 身 不 具有 物理 含义 ,对 它 不 可 能 有 一 种 直 
观 的 理解 。Schrodinger 在 引进 p(z,t) 后 坚持 认为 , P(z,t 代表 一 种 像 电磁 波 那 
样 的 ,在 三 维 空间 中 传播 的 真实 的 物理 波动 ,一 个 个 粒子 不 过 是 这 种 波动 的 凝聚 ， 
即 波 包 的 体现 。 但 被 绝 大 多 数 物理 学 家 接受 的 是 Born 的 几率 诠释 ,即将 g(x, 
看 做 几率 幅 , 从 而 把 它 的 模 方 1p(z,t)|? 认 做 是 粒子 被 发 现 的 几率 密度 。 对 态 函 
数 或 几率 幅 p(z,t) 的 争论 至 今 没有 停止 过 , 它 是 否 为 单个 系统 或 者 由 多 个 成 员 组 
成 的 系 综 ,以 及 它 是 否 存在 隐 变 量 ,一 直 是 人 们 讨论 的 焦点 。 

从 前 文 分 析 可 见 ,本 征 态 函 数 是 对 应 光 与 实物 粒子 的 二 元 函数 ,将 式 (8. 5. 2) 
和 (8. 5. 4) 用 复数 的 指数 形式 联系 起 来 就 可 组 成 本 征 态 函 数 p(z,t), 它 应 该 具有 
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描述 光 与 微观 客体 看 合 时 在 时 空中 传播 的 功能 ,这 为 找到 p(z,t) 的 物理 意义 英 定 
了 理论 基础 。 本 征 函 数 的 几率 诠释 p" (z,D98(z'i = 二 |g(z,t)|? 一 1, 对 应 
Minkowski 时 空间 隔 和 动量 间隔 等 于 零 的 情况 。 这 确定 了 时 空 相 格 (zx,t) 发 现 的 
实物 粒子 是 通过 其 他 时 空 相 格 进行 量子 挨 迁 的 结果 ,也 确定 了 态 函 数 pg(z,t) 与 
Minkowski 空间 几何 度量 的 关联 。 态 函数 p(z,t) 与 时 空 点 的 几何 关联 体现 了 单 
个 客体 的 现实 性 ,不 同时 空 点 的 几何 关联 体现 了 客体 演化 或 转变 的 因果 性 。 这 种 
现实 性 和 因果 性 奠定 了 微观 客体 真实 存在 和 个 体 决 定性 的 理论 基础 ,为 刻画 态 函 
数 plz,t) 的 物理 意义 提供 了 数学 依据 。 

一 个 电子 可 分 别处 于 本 征 态 P(zl 刁 ),p(zz ;2),… g(x, 思 ), 由 式 (8.5.15), 如 
果 本 征 态 之 间 可 以 通过 光 信号 取得 联系 ,满足 关系 p(z1,41) 二 a* agp(zz ,to) 二 …。 
它们 之 间 是 通过 粒子 的 量子 势 a。 = ew 和 相干 光 的 量子 势 a。”=e ?” 将 空间 各 
个 态 函 数 联系 起 来 。 由 于 p(xz1,4) 二 a* ap(zz,to) 包含 了 实物 粒子 与 相干 光 耦 合 
的 极 大 或 极 小 条 件 , 所 以 式 (8. 5.15), 即 g(x1,41) 二 a" ap(zs,za) 可 看 做 是 粒子 
与 相干 光 耦 合 的 衍射 方程 。 干 涉 或 衍射 项 隐 含 在 态 函 数 的 相位 因子 中 ,也 就 是 说 ， 
态 函 数 式 (8. 5. 15) 本 身 隐 含 了 微观 客体 与 光 或 电磁 场 耦合 具有 干涉 或 衍射 的 物理 
意义 ,并 通过 电子 的 运动 在 空间 各 点 建立 起 本 征 态 函 数 之 间 的 等 量 关 系 。 这 类 同 
于 Schr6dinger 对 态 函数 的 解释 ,但 各 点 的 凝聚 或 波 包 是 通过 量子 势 来 体现 的 ,在 


相 空间 中 电子 的 可 观察 量 为 量子 势 a 二 e*”, 相干 光 的 可 观察 量 为 量子 势 a 二 


e 过 。 式 (8. 5. 17) 作 为 归 一 化 的 相位 因子 隐 含 于 态 函数 中 ,表示 了 实物 粒子 与 光 
量子 相互 演化 和 转变 关系 。 对 多 个 电子 ,各 电子 的 本 征 态 之 间 没 有 因果 联系 ,由 式 
《8. 5. 19) 和 (8. 5. 20) ,发 现 粒子 在 位 置 pP(zi 尽 ),Pp(zz, 姑 )，…P(Czoy 加 ) 的 概率 密 
度 分 别 为 |c |? ,| cz | 2 ，… |c,1?, 态 函 数 ylz,t) 具有 了 几率 波 的 含义 ,整个 概率 
分 布 构成 了 多 电子 的 衍射 图 样 。 

本 征 态 函数 式 (8. 5. 15) 涉 及 不 同 相 格 的 几何 联系 ,包含 了 量子 跃迁 的 因果 性 
和 不 确定 性 。 用 光 信 号 联系 的 各 时 空 点 (zx,t), (zx ,t),…，, 对 应 粒子 的 一 系列 本 
征 态 。 从 时 序 上 看 ,如 果 t 过 二, 则 (z, 为 因 , (zz) 为 果 。 当 下 -之 玉 时 ,实物 
粒子 放出 一 个 光量 子 ,前 后 对 应 的 本 征 态 函 数 分 别 为 p(z,t) 和 glx ,t )。(z,t) 或 
(z',t) 为 发 现实 物 粒子 放出 一 个 光量 子 前 后 的 概率 分 别 为 |pCz,z)1? 二 1 或 
gCz' ,1? = 二 1。 如果 六 之 t, 则 (zzZ, 刀 为 因 , (zx,z) 为 果 。 当 Ex 过 EF, 时 ,实物 
粒子 吸收 一 个 光量 子 ,前 后 对 应 的 本 征 态 函 数 分 别 为 pg(z ,7) 和 gz,t)。(z ,人 
或 (z,z) 为 发 现 的 实物 粒子 吸收 一 个 光量 子 前 后 的 概率 ,分 别 为 | p(x ,7)|? 一 1 
和 |glz,)|? 二 1。 因 此 ,可 以 说 1plz,2)1? 二 1 是 在 (z,t) 处 发 现 粒子 的 概率 ,但 
说 不 清 本 征 态 函 数 p(z,t) 是 放出 光量 子 的 因 ,还 是 吸收 光量 子 的 果 , 这 说 明 (zx, 
处 的 本 征 态 函数 具有 一 种 不 确定 性 。 只 有 给 定时 空 点 (z, 引 ,zx ,t),…，, 所 对 应 
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的 几率 诠释 ,粒子 在 各 时 空 点 的 因果 性 才能 确定 。 

本 征 态 函 数 (zz 的 不 确定 性 与 它 的 复数 性 有 关 。 复 函数 之 间 是 不 能 比较 
大 小 的 ,只 有 当 复数 取 内 积 , 复 数 的 模 方 为 实数 ,发 现 粒子 的 因果 性 才能 确定 。 但 
本 征 态 函数 的 复数 性 质 并 不 影响 其 物理 意义 的 确定 , 它 应 该 描述 实物 粒子 与 光量 
子 看 合 的 时 空 关 联 ,这 可 以 通过 一 个 简单 的 例子 来 类 比 。 将 粒子 比 做 在 站 点 等 车 
的 人 , 光 比 做 公共 汽车 ,各 个 站 点 比 做 粒子 的 本 征 态 。 观 察 站 点 某 个 人 ,不 知道 他 
从 哪 来 ,到 哪 去 ,具有 不 确定 性 。 只 有 他 乘 上 某 个 汽车 ,在 某 个 站 点 下 车 , 才 完成 了 
两 个 站 点 之 间 的 因果 过 程 。 人 乘 车 建立 了 人 与 车 的 联系 ,站 点 是 人 与 车 共同 的 定 
态 。 但 人 乘 哪个 车 是 不 确定 的 ,不 能 根据 这 种 不 确定 性 就 否定 了 人 与 站 台 以 及 人 
与 车 相互 关联 的 价值 。 相 同 的 道理 ,也 不 能 否定 本 征 态 函 数 的 物理 意义 。 观 察 站 
点 的 人 ,只 有 乘 车 到 达 其 他 站 点 才 有 意义 ,车 与 人 、 场 和 实物 粒子 构成 一 个 辩证 统 
一 体 。 只 考虑 人 或 粒子 是 单元 行为 ,只 考虑 车 或 场 也 是 单元 行为 ,只 有 将 粒子 和 场 
结合 起 来 才能 正确 地 描述 本 征 态 函数 这 个 二 元 复 函 数 的 物理 意义 。 本 征 态 函 数 本 
身 具 有 实物 粒子 与 光量 子 耦合 的 含义 ,并 不 包括 粒子 的 运动 行为 ,粒子 的 运动 状态 
需要 利用 相应 的 运动 微分 方程 描述 。 运 动 方程 可 以 由 态 函 数 进 行 微分 而 得 到 , 需 
要 态 函 数 的 参与 ,所 以 运动 方程 也 应 该 具有 粒子 与 场 耦合 的 性 质 , 这 就 是 微观 客体 
与 宏观 客体 的 微分 方程 的 不 同 之 处 。 

粒子 本 征 态 的 复数 性 质 , 决 定 了 它 只 能 对 应 发 生 某 个 量子 跃迁 前 (或 后 ) 的 时 
空位 置 p(z,t), 也 就 是 物理 事件 的 因 ( 或 果 )。 态 函数 的 几率 密度 | pCzx,t)1? 一 1 
确定 了 在 该 点 发 现 了 粒子 ,只 有 当 (zz) 或 (zz) 确定 后 ,才能 决定 p(x, ) 
和 g(x ,六 ) 是 谁 与 p(z,z) 发 生 了 量子 跃迁 ,联系 着 两 个 本 征 态 之 间 的 因果 关系 才 


能 确定 。 上 文 出 现在 态 函 数 p(xz1,t1) = a" ap(zz,ts) 中 的 相位 因子 a = et 和 


a" 二 e 操 ,一 个 相对 于 粒子 , 另 一 个 相对 于 光量 子 。 式 (8. 5. 17) 中 相位 因子 归 
一 化 ,使 各 本 征 态 gCz1,) ,plzz,tz),…, 通过 量子 路 迁 取得 了 因果 联系 。 所 以 ， 
态 函数 g(z,t) 中 的 相位 因子 是 刻画 量子 跃迁 的 重要 物理 量 和 必要 条 件 。 它 隐 含 
了 实物 粒子 与 光量 子 相互 耦合 的 波 粒 二 象 性 ,将 表示 空间 动量 的 不 确定 关系 和 时 
间 能 量 不 确定 关系 对 等 起 来 ,描述 实物 粒子 的 各 相 格 之 间 干涉 相 消 和 干涉 相 长 的 
几何 联系 。 

一 般 态 函数 式 (8. 5. 19) 是 本 征 态 函数 的 线性 组 合 。 它 可 能 是 一 个 粒子 的 多 次 
因 或 果 的 累积 ,也 可 能 是 多 个 粒子 一 次 因 或 果 的 累计 。 而 态 函 数 的 几率 诠释 式 
(8. 5. 20) 应 包含 所 有 因果 累计 效果 在 点 (z,z) 的 体现 。 这 类 同 于 先前 的 例子 ,一 
个 站 点 可 以 有 多 个 人 和 多 个 车 通过 ,也 可 以 一 个 人 多 次 通过 ,各 个 因果 过 程 的 累积 
就 是 一 个 统计 过 程 。 作 为 单位 时 空 体积 内 发 现 粒子 的 概率 密度 ,粒子 的 关 加 和 累 
积 效果 也 应 具有 统计 意义 。 这 种 统计 规律 与 Born 的 统计 诠释 是 类 同 的 ,所 不 同 的 
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是 , 它 包含 了 微观 个 体 行为 的 现实 性 和 因果 性 ,而 Born 却 否认 这 种 个 体 行为 的 存 
在 。 本 征 态 函数 p(z,t) 通过 实物 粒子 的 量子 跃迁 传递 着 光 信 号 或 电磁 波 , 与 
Schr6dinger 的 物质 波 相 吻 合 。 但 与 Schrodinger 物质 波 不 同 的 是 ,粒子 的 波动 性 
不 是 孤立 的 ,而 是 粒子 与 光量 子 看 合 的 产物 。Born 的 几率 解释 与 Schr6dinger 物 
质 波 的 解释 不 能 协调 的 关键 是 将 实物 粒子 与 光量 子 分 割 开 来 ,只 有 将 实物 粒子 与 
光量 子 相 结合 ,对 波 粒 二 象 性 和 不 确定 关系 给 出 一 个 统一 的 解释 就 能 够 描述 微观 
个 体 的 因果 性 和 多 体 的 统计 性 。 电 磁 波 与 粒子 的 关联 是 物理 客体 与 时 空 性 质 的 关 
联 ,也 是 Schr6dinger 物质 波 与 Born 几率 波 的 几何 关联 。 


8.7 对 态 释 加 原理 的 质疑 


微观 客体 的 波 粒 二 象 性 首先 是 通过 电子 的 干涉 和 衍射 实验 得 到 验证 的 。 在 实 
验 中 ,电子 几乎 是 一 个 一 个 地 通过 仪器 ,表明 电子 的 干涉 或 衍射 图 样 是 电子 的 个 体 
属性 ,而 不 是 电子 间 相互 作用 的 集体 表现 。 但 衍射 图 样 显示 ,一 个 电子 到 达 干 涉 屏 
上 只 是 一 个 小 亮 斑 ,只 有 积累 了 大 量 的 电子 亮 斑 才能 表现 出 某 种 入 射 图 样 。 这 说 
明 衍射 图 样 应 该 是 大 量 微观 客体 的 一 种 集体 行为 。 电 子 的 干涉 和 衍射 要 考虑 个 体 
与 集体 的 辩证 关系 ,单独 考虑 de Broglie 波 的 解释 是 行 不 通 的 ,因为 de Broglie 物 
质 波 只 能 对 单个 量子 客体 的 行为 进行 描述 。 衍 射 图 样 也 不 能 摆脱 单个 电子 的 运动 
行为 ,因为 屏 上 一 个 亮 斑 体现 了 电子 的 粒子 性 ,集体 行为 的 干涉 或 衍射 图 样 是 由 全 
体 的 个 体 行为 参与 而 表现 的 ,这 似乎 与 个 体 行为 的 波动 性 有 关 。 如 何 理解 个 体 与 
集体 的 辩证 关系 到 目前 为 止 还 没有 一 个 具有 说 服 力 的 因果 解释 。 

Born 把 y 函数 描写 的 波动 称 为 “< 几率 波 ”。Born 认为 在 一 个 个 别 事件 里 因果 
性 地 确定 结果 的 量 并 不 存在 ,而 应 使 用 几率 描述 的 统计 决定 论 。Born 提出 了 态 函 
数 的 统计 和 解释, 即 态 函 数 在 空间 的 中 某 一 点 的 强度 yy 二 |y|? 和 在 该 点 找到 的 概 
率 成 正比 例 。 按 Born 的 统计 和 解释 ,在 电子 衍射 实验 中 ,通过 双 链 的 电子 可 能 沿 着 
各 种 方向 运动 ,电子 运动 的 确切 位 置 是 无 法 确定 的 ,只 能 确定 在 入 射 屏 上 电子 处 于 
某 位 置 的 概率 。 如 果 屏 上 的 衍射 条 纹 包 含 了 电子 沿 各 个 方向 运动 所 处 的 位 置 或 所 
有 可 能 出 现 的 状态 , 则 任 一 态 函 数 y 可 用 这 些 本 征 态 函 数 完全 集 的 线性 到 加 来 表 
示 。 如 果 电 子 处 于 位 置 i 的 本 征 态 函 数 为 Pi(z), 几率 幅 为 c;, 在 i 处 发 现 电子 的 
概率 为 | c | :。 电子 处 于 态 rm ,mm ，…9，… 时 ,相应 的 概率 分 别 是 |c |? ,| cz|:，…， 
|c1?,…。 当 干涉 图 样 的 明 条 纹 处 ,发 现 电子 的 概率 大 ,相应 地 ,在 位 置 ;附近 ,发 
现 的 电子 数 的 亮 斑 就 多 ;相反 ,干涉 图 样 的 暗 条 纹 处 ,发 现 电子 的 概率 小 ,电子 数 的 
亮 斑 就 少 。 在 整个 屏 的 干涉 图 样 中 ,发 现 电 子 的 概率 归 一 ,应 表现 所 有 发 现 电 子 的 
概率 分 布 之 和 。 

传统 量子 力学 在 利用 态 生 加 原理 解释 电子 的 单 颖 或 双 颖 衍射 实验 中 ,通过 与 
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光 的 干涉 或 衍射 相 类 比 , 将 电子 在 屏 上 一 点 出 现 的 概率 密度 写 为 
[yl = |ag+cegl’ = |agl’ tlegl te 十 a 全 虹 
(8.7.1) 
式 (8. 7. 1) 称 为 态 琶 加 原理 。 在 电子 双 终 实验 中 主要 考虑 电子 通过 双 锋 时 产生 的 
相干 条 件 。 右 边 第 一 项 表示 电子 位 于 态 内 且 穿 过 颖 1 出 现在 点 卫 的 概率 密度 ;第 
二 项 是 电子 位 于 态 几 且 穿 过 颖 2 出 现在 点 已 的 概率 密度 ;第 三 、 第 四 项 是 内 和 内 
的 干涉 项 。 一 般 认为 ,干涉 项 是 产生 电子 干涉 图 样 的 原因 。 对 式 (8. 7. 1) 按 传统 的 
解释 ,如 果 wp 和 yr 是 体系 的 可 能 态 ,那么 它们 的 线性 释 加 y 二 ct 办 十 cz 加 也 是 这 
个 体系 的 一 个 可 能 状态 。 即 电子 处 于 态 y 时 ,可 处 于 态 由, 也 可 能 处 于 态 内 。 

显然 式 (8.7. 1) 干 涉 项 的 形式 是 参照 了 光 干 涉 公式 (8. 5.2) 的 形式 ,但 电子 干 
涉 的 解释 与 光 的 干涉 解释 具有 本 质 区 别 。 光 的 干涉 在 瞬间 完成 ,具有 因果 解释 , 它 
涉及 两 颖 之 间 穿 过 的 光 强 相位 差 和 光 程 差 的 联系 ,特别 是 当 穿 过 两 颖 光 强 相等 . 相 
位 相反 时 ,在 暗 纹 倒 加 的 光 强 为 零 。 而 对 电子 而 言 , 干 涉 图 样 可 在 相当 长 时 间 内 完 
成 ,是 多 粒子 的 集体 行为 ,但 又 与 电子 间 的 相互 作用 无 关 。 从 统计 的 角度 ,对 单个 
电子 而 言 , 穿 过 颖 1 在 的 态 y 与 穿 过 颖 2 在 P 的 态 y 干涉 的 机 理 是 什么 ? 一 
个 电子 作为 一 个 整体 ,一 旦 从 某 个 缝 穿 过 时 , 它 与 另 一 个 颖 的 什么 物质 相 联系 并 得 
到 了 干涉 项 ,这 些 都 是 悬而未决 的 问题 。 特 别 是 ,干涉 项 能 否定 量 地 解释 电子 的 相 
位 差 和 波 行 差 ,从 而 确定 穿 过 某 个 颖 的 电子 在 屏 上 出 现 的 亮 斑 会 出 现在 什么 位 置 
是 存在 很 大 疑问 的 。 按 Born 的 统计 解释 ,不 能 对 电子 运动 做 出 个 体 决 定论 ,但 利 
用 相干 光 干 涉 公式 类 同 的 形式 给 出 了 电子 干涉 项 的 物理 意义 是 什么 , 它 与 de Bro- 
glie 关系 具有 怎样 的 内 在 关联 ,以 及 式 (8. 7. 1) 中 第 三 、 第 四 项 是 否 为 干涉 项 , 它 与 
电子 干涉 图 样 是 否 有 关 , 甚 至 是 否 存在 都 是 值得 怀疑 的 。 这 些 问题 的 解决 牵连 着 
量子 力学 基础 的 诠释 。 

上 文 分 析 了 电子 在 双 链 衍射 中 产生 的 衍射 图 样 是 电子 在 运动 过 程 中 进行 量子 
跃迁 时 与 通过 双 锋 后 的 相干 光 耦 合 的 结果 。 电 子 在 运动 过 程 中 频繁 地 与 电磁 波 相 
互 作用 或 通过 量子 路 迁 吸 收 和 放出 光量 子 ,真空 中 与 电子 夺 合 的 电磁 波 ( 包 括 可 见 
光 或 不 可 见 光 ) 肯 时 通过 双 缝 后 在 空间 形成 相干 又 加 。 一 个 运动 电子 无 论 从 哪个 
链 中 通过 都 具有 分 立 而 确定 的 运动 轨迹 ,通过 双 锋 后 的 电子 与 缝 后 的 相干 光 耦 合 ， 
其 动量 和 位 置 受到 相干 光 的 调剂 ,表现 了 各 处 出 现 概率 密度 不 同 的 衍射 图 样 。 由 
于 电子 是 受到 相干 光 的 调剂 ,所 以 电子 的 衍射 图 样 类 同 于 相干 光 的 衍射 图 样 。 电 
子 的 衍射 项 式 (8. 5. 16) 隐 含 于 本 征 态 函 数 的 相位 因子 之 中 ,这 与 量子 力学 的 态 私 
加 原理 式 (8. 7. 1) 具 有 本 质 区 别 。 由 于 电子 与 光 耦 合 涉及 二 元 函数 ,指数 形式 的 态 
函数 与 具有 衍射 性 质 的 相位 因子 是 乘积 关系 。 而 态 合 加 原理 式 (8. 7. 1) 表 示 的 干 
涉 项 类 同 于 一 元 函数 ,如 光 的 干涉 , 态 函 数 几率 诠释 与 干涉 项 之 间 是 相 加 关系 。 显 
然 , 这 存在 复数 与 实数 .二 元 函数 与 单元 函数 相 区 别 的 重要 标志 , 式 (8.5.2) 和 


。112 。 狭义 相对 论 和 量子 理论 一 元 化 表述 


(8. 5. 17) 的 差别 也 体现 在 这 里 。 态 又 加 原理 式 (8. 7. 1) 将 干涉 项 单独 列 出 ,延续 了 
相干 光 干涉 式 (8. 5. 2) 的 形式 ,不 符合 微观 客体 相干 条 件 和 衍射 特点 ,也 不 能 像 描 
述 相干 光 干 涉 那 样 定量 地 描述 电子 衍射 的 细节 问题 。 式 (8. 5. 17) 具 有 的 二 元 性 质 
和 态 函 数 对 复数 的 依赖 性 ,应 该 是 微观 客体 与 光量 子 进行 耦合 的 相干 条 件 , 而 态 函 
数 的 指数 形式 刻画 二 元 实 函 数 的 关联 方式 ,体现 了 量子 干涉 所 具有 的 物理 意义 。 


8.8 量子 统计 与 经 典 统计 的 区 别 与 联系 


描述 微观 客体 的 态 函 数 以 及 态 函 数 的 几率 诠释 ,刻画 了 实物 客体 与 光量 子 的 
耦合 或 相互 作用 关系 ,但 并 不 涉及 实物 客体 本 身 的 运动 形态 。 粒 子 运动 规律 的 整 
体 性 应 该 包括 粒子 本 身 的 运动 形态 以 及 粒子 与 粒子 ,粒子 与 场 的 相互 作用 。 粒 子 
的 运动 状态 需要 有 相应 的 运动 方程 来 描述 ,在 几何 空间 对 应 相应 的 时 空 轨迹 。 微 
观 粒子 本 身 可 用 抽象 的 w(g,z) 空间 中 一 个 2r 维 相 格 描述 , 相 格 的 体积 为 hs = 
dq1…dgqrdp1…dp,。 对 N 个 粒子 ,有 六 个 相 格 ,对 应 2rN 维 相 空间 。 如 果 为 经 典 
粒子 遵从 Maxwell-Boltzmann 统计 规律 。 对 量子 粒子 遵从 Bose 或 Fermi 分 布 , 满 
足 量子 统计 规律 。 传 统 情况 下 ,无 论 是 经 典 统计 还 是 量子 统计 均 可 将 2rN 维 相 空 
间 与 Euclidean 几何 抽象 出 的 Hilbert 相 空间 相对 应 ,其 特点 为 不 同 粒子 的 不 同 相 
格 之 间 相 互 独立 ,空间 坐标 与 时 间 坐 标 之 间 也 相互 独立 。 将 粒子 与 三 维 相 格 
磺 (z,y,z,p:，p,，,p:) 相对 应 ,粒子 可 在 时 间 流 失 中 运动 或 与 其 他 相 格 进行 相互 作 
用 。 个 体 粒子 的 运动 以 及 粒子 间 相 互 作 用 遵守 着 力学 规律 ,但 整体 的 N 个 粒子 遵 
守 统 计 规律 ,这 是 经 典 物理 的 统计 模型 。 

如 何 将 态 函 数 的 几率 诠释 与 粒子 的 统计 规律 联系 起 来 呢 ? 首先 应 当 将 它们 统 
一 到 同一 个 时 空中 ,这 样 就 有 可 能 分 清 它们 之 间 的 区 别 和 联系 。 将 2rN 维 相 空间 与 
Minkowski 复 空间 结合 起 来 ,所 抽象 出 的 广 域 Hilbert 相 空间 具有 Minkowski 原 


空间 的 几何 性 质 。 一 个 微观 实物 粒子 具有 八 维 相 格 及 (zy,z, 1p: ssprs 玫 )， 


实物 粒子 与 光量 子 或 场 的 相互 作用 可 用 本 征 态 函 数 描述 ,粒子 本 身 的 运动 形态 对 
应 相应 的 运动 方程 。 例 如 ,低速 运动 的 粒子 遵守 Galilei 变换 ,对 应 的 运动 方程 为 
Schr6dinger 方程 ;高 速 运 动 的 粒子 遵守 Lorenz 变换 ,对 应 于 Dirac 方程 或 Klain- 
Gaonen 方程 。 这 就 需要 在 Minkowski 空间 中 ,能 够 分 别 描述 静止 ,低速 运动 以 及 
高 速 运动 粒子 的 运动 形态 。 所 建立 的 运动 微分 方程 ,一 方面 应 具有 描述 低速 或 高 
速 运 动 粒子 运动 特点 的 功能 ; 另 一 方面 可 通过 分 立 解 表示 微观 粒子 的 量子 唉 迁 和 
与 场 的 相互 关联 。 

微观 粒子 的 Bose 或 Fermi 分 布 遵从 量子 统计 规律 。 描 述 粒子 的 微观 理论 统 
一 到 以 Minkowski 为 原 空间 的 广 域 Hilbert 相 空间 ,可 以 将 量子 统计 给 出 与 经 典 
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统计 类 同 的 解释 ,使 个 体 的 因果 性 与 集体 的 统计 性 构成 一 个 有 机 结合 体 。 描 述 微 
观 客体 的 Schr6dinger 方程 或 Dirac 方程 应 具有 两 方面 的 功能 :一 方面 分 立 解 或 本 
征 值 可 描述 粒子 通过 量子 跃迁 与 场 夺 合 的 因果 关系 ; 另 一 方面 ,运动 微分 方程 应 体 
现 粒子 本 身 的 运动 状态 。 运 动 方程 两 方面 的 综合 效果 体现 了 微观 个 体 的 因果 行 
为 ,而 多 粒子 的 分 布 体现 了 集体 统计 行为 。 个 体 决 定性 与 集体 统计 性 的 联系 与 经 
典 统计 规律 具有 类 同性 质 。 例 如 在 电子 的 双 颖 衍射 中 , 衔 射 图 样 中 一 个 光斑 是 一 
个 电子 参与 两 方面 因果 行为 的 综合 结果 。 一 方面 ,通过 双 缝 释 加 后 的 相干 光 与 电 
子 夺 合 使 电子 发 生 量子 唉 迁 ,电子 受 相干 光 的 调剂 遵守 光学 规律 ; 另 一 方面 ,电子 
个 体 遵守 力学 规律 决定 其 本 身 的 运动 状态 。 多 个 电子 在 这 两 方面 的 因果 条 件 的 影 
响 下 ,形成 了 整个 电子 干涉 衍射 图 样 的 统计 分 布 。 

量子 统计 规律 和 经 典 统计 规律 的 主要 区 别 是 个 体 因果 性 和 几何 关联 性 不 同 。 
经 典 容 体 本 身 的 运动 行为 和 物体 间 的 碰撞 遵守 力学 规律 ,物体 间 相 互 独立 ,可 抽象 
为 质点 。 描 述 物体 的 yu(q,p) 空间 可 以 是 Euclidean 空间 ,也 可 以 是 Minkowski 空 
间 , 它 们 均 表现 为 连续 空间 。 量 子 客体 本 身 的 运动 行为 遵守 力学 规律 ,通过 粒子 的 
量子 跃迁 产 生 光 量子 遵守 光学 和 电磁 场 规 律 。 这 两 种 规律 对 微观 客体 来 讲 是 辩证 
统一 体 , 它 们 相辅相成 决定 了 微观 客体 的 形态 和 性 质 。 通 过 Minkowski 复 空 间 的 
特定 方位 将 类 光 区 和 类 时 区 结合 起 来 才能 刻画 微观 粒子 和 场 的 这 种 二 元 性 质 。 所 
以 ,经 典 统计 规律 对 应 的 粒子 具有 单元 性 质 ,可 以 用 实数 刻画 单个 粒子 的 因果 性 
质 ; 量 子 统计 规律 对 应 的 粒子 和 场 具 有 二 元 性 质 ,需要 用 复数 形式 刻画 粒子 和 场 不 
合 的 因果 性 质 ,这 是 量子 统计 规律 和 经 典 统计 规律 的 本 质 区 别 。 


8.9 双 曲 态 函 数 的 表述 形式 


Minkowski 空间 与 双 曲 复数 相对 应 ,由 四 维 时 空间 隔 不 变量 和 能 量 动量 间隔 
不 变量 抽象 出 的 态 函 数 应 该 具有 双 曲 复数 的 形式 。 但 是 考虑 到 使 用 习惯 的 需要 以 
及 态 函 数 主要 表现 了 两 种 复数 的 共性 ,因此 本 章 利用 传统 复数 形式 表示 态 函 数 和 
其 运算 规律 不 失 量 子 诠释 的 物理 性 质 和 数学 性 质 。 但 利用 双 曲 复数 可 能 更 能 表现 
态 函 数 几率 诠释 的 厄 米 共 罗 关 系 , 对 后 续 章 节 讨 论 粒 子 运动 方程 的 厄 米 性 质 和 几 
何 空间 的 关联 性 具有 重要 意义 。 

在 二 维 双 曲 Minkowski 复 平面 的 类 时 区 中 , 取 两 时 空 点 或 物理 事件 Xi (ai ,jz1) 

和 Xz(cz,jzz)，, 分 别 作 内 积 , 有 
Xi Xi = #4—zt = RI 
一 cz 好 一 好 一 及 
其 中 , Ri 、Rs 分 别 为 两 个 物理 事件 Xi (ci ,jzi) 和 XC ,jzz) 的 模 方 或 时 空间 隔 ， 
是 坐标 变换 不 变量 。 当 两 个 物理 事件 用 光 信号 取得 因果 联系 时 ，Xi (ai ,jzi) 和 


(8. 9. 1) 
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Xa (ca ,jzz) 的 连 线 平行 或 垂直 类 光 区 ,满足 关系 式 (7.1. 1)。 对 AX 二 Xi 一 Xi 取 
内 积 ,对 应 式 (5. 2. 4), 即 


AX*AX = (Xs—X1)* (Xs—X) = d=0 (8. 9.2) 
将 式 (7. 1. 2) 按 多 项 式 (7. 7. 8) 的 算法 展开 ,并 与 式 (8. 9. 1) 联 立 , 有 
Xi Xi + Xi Xs = Xi Xi + Xi Xs 一 RE 十 RS (8. 9. 3) 


Minkowski 动量 空间 的 类 时 区 中 , P, ( 豆 ,jp ) 和 P。 (至 ja ) 的 连 线 是 平行 
或 重 直 类 光 区 。 取 


AP=P,—P, = AE+iAs = dy, (8.9.4) 
式 (8. 9.4) 与 (7. 1. 2) 具 有 类 同形 式 。 对 式 (8. 9. 4) 取 内 积 ,有 
AP'AP= (AE) 一 (Ap): = (8.9.5) 


式 (8. 9. 5) 为 实物 粒子 与 光量 子 耦合 时 的 能 量 动量 关系 式 。 
Minkowski 复 空间 的 四 维 位 型 空间 和 四 维 能 量 动量 空间 可 构成 八 维 Minkowski 
相 空 间 。 将 式 (8. 9. 2) 和 (8. 9. 5) 联 立 , 得 
(AX"* AX)(AP* AP) = (AX* AP)(AP* AX) 一 0 (8. 9. 6) 
取 
AX*AP= AP*AX=0 (8.9.7) 
对 式 (8. 9. 7) 按 式 (7.7. 8) 的 算法 展 成 分 量 形式 : 


AX* AP = (cA —jAD) (E+iAp)= (MAE— AzAp) —i(Az SE— cAp) =0 
(8.9.8) 
由 式 (8. 9. 8) 可 分 别 写成 
(AtAE — ArAp) = 0 (8. 9.9) 
ArAE—canp=0 (8. 9. 10) 


式 (8. 9. 10) 是 交叉 项 乘积 所 对 应 的 关系 式 , 当成 为 态 函 数 的 指数 或 相位 因子 时 归 
一 。 因 为 式 (8. 9.9) 与 (8.2.8) 形 式 相同 ,表现 了 两 类 复数 的 共性 。 注 意 到 式 
〈7. 7. 6), 电 子 和 光子 共同 遵守 的 不 确定 关系 , 式 (8. 9. 9 满足 式 (8. 3.1)。 对 式 


(8. 9. 9) 乘 因子 二 (也 可 以 乘 十 ) ,注意 式 (7, 4 1) 和 (7,4 2), 有 


LCArAp— AAE) =j(kAz—6At) =0 (8.9.11) 
对 式 (8. 9. 11) 取 指数 运算 ,有 
ear — de i) 一 1 (8. 9. 12) 


令 
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G(T) 一 EE 
{ew “ie we) 3 
由 式 (8. 9. 12) 和 (8. 9. 13) ,可 以 写 为 
Gn (zt pal,t) = Om (8. 9. 14) 


同 理 ,与 式 (8. 3. 11) 对 应 地 有 
g(t) = AeiB) 一 好 (ze 让 
和 Re 二 (8. 9. 15) 
(zt = A "et 一 Ag (ret 


其 中 ， 
A=etwE), A’ = el (8. 9. 16) 

用 式 (8. 9. 13) 和 (8. 9. 15) 可 建立 双 曲 型 Schrodinger 方程 和 Dirac 方程 ,讨论 量子 
力学 中 的 物理 问题 。 

双 曲 虚 单 位 j 与 椭圆 虚 单 位 i 的 共性 是 虚 单 位 与 其 复 共 思 符 号 相反 (j ”一 一 j， 
i 一 一 D， 它们 的 个 性 是 二 次 项 的 符号 相 异 Gj? = 1, 让 = 一 1)。 在 相对 论 中 虚 单 位 
个 性 的 差异 使 四 维 间隔 不 变量 的 算法 不 同 。 双 曲 复数 内 积 运 算 对 应 的 间隔 不 变量 
是 复 矢量 的 混合 积 ,椭圆 复数 的 间隔 不 变量 是 并 矢 的 缩 并 ,两 者 的 差异 体现 在 消除 
交叉 项 的 运算 规则 上 。 在 量子 力学 态 函数 中 隐 含 了 四 维 间隔 不 变量 。 但 态 函 数 中 
的 四 维 间隔 不 变量 是 以 指数 形式 出 现 的 ,交叉 项 通过 相位 因子 的 乘积 而 消除 。 式 
(8. 3.2) 和 (8. 9. 11) 的 虚 单 位 是 添加 到 四 维 间隔 不 变量 上 ,并 通过 式 (8. 3. 3) 和 
(8, 9. 12) 形 成 指数 形式 。 因 此 , 态 函 数 关系 式 (8. 3. 4) 和 (8. 9. 13) 中 的 虚 单位 和 其 
复 共 翅 突出 了 它们 的 共性 ,而 回避 了 个 性 。 在 经 典 量子 力学 中 无 论 用 双 曲 虚 单位 j 
和 构 圆 虚 单位 i, 都 会 得 到 类 同 的 结果 。 但 是 对 于 相对 论 量子 力学 ,例如 在 Dirac 
方程 中 引入 双 曲 虚 单 位 可 以 利用 内 积 或 厄 米 共 思 e 的 形式 使 运动 方程 和 态 函 数 共同 
满足 相对 论 的 能 量 动量 关系 。 


第 九 章 “” 量子 诠释 的 统计 性 和 因果 性 


传统 量子 力学 沿用 Bohr 的 观点 形成 一 套 量 子 系统 的 正统 解释 ,虽然 被 较为 
普遍 地 接受 ,但 也 受到 以 Einstein 为 代表 的 少数 物理 学 家 的 质疑 。 质疑 主要 是 转 
绕 量子 解释 展开 的 ,这 涉及 量子 客体 的 几率 诠释 和 因果 解释 以 及 系 综 的 统计 性 与 
个 体 决定 性 的 联系 。 其 实 , 从 本 质 上 讲 量子 诠释 出 现 问题 的 原因 应 该 是 数学 基础 
的 不 完备 性 。 传 统 量子 力学 的 数学 基础 为 由 Euclidean 几何 抽象 出 的 Hilbert 空 
间 ,相互 独立 的 非 质点 相 格 描述 的 量子 客体 限制 了 实物 粒子 与 光量 子 的 联系 。 由 
量子 力学 基本 原理 或 基本 假设 所 包含 的 波 粒 二 象 性 和 不 确定 关系 以 及 态 函 数 的 干 
涉 没有 几何 空间 相对 应 ,无 法 对 量子 客体 的 运动 行为 进行 因果 描述 。 以 Minkowski 
几何 抽象 出 的 广 域 Hilbert 相 空 间 分 别 具 有 实物 粒子 和 光量 子 的 对 应 区 域 ,可 能 
对 量子 客体 的 定 域 性 和 光量 子 的 全 域 性 给 出 合理 的 因果 描述 和 几率 解释 。 或 者 
说 ,是 在 传统 量子 客体 的 几率 诠释 基础 上 添加 了 具有 几何 背景 的 因果 解释 。 从 
Minkowski 几何 方向 奇异 性 的 角度 可 以 回答 Born 提出 的 疑问 , 阐述 微观 客体 在 
什么 情况 下 可 以 从 初始 状态 计算 出 准 会 发 生 什 么 ,粒子 从 哪里 来 ,到 哪里 去 的 
问题 。 


9.1 量子 诠释 的 传统 理论 


量子 理论 对 微观 世界 的 运动 规律 和 实验 现象 给 出 的 结论 和 证 明 ,其 正确 性 是 
不 容 质疑 的 。 但 量子 解释 却 有 多 种 观点 ,相互 之 间 差 异 较 大 ,至 今 无 法 给 出 一 个 统 
一 的 , 令 人 信服 的 量子 诠释 。 目 前 量子 理论 的 权威 解释 是 哥本哈根 学 派 的 传统 观 
念 ,也 称 为 量子 力学 的 正统 解释 。 但 这 种 传统 的 解释 一 直 受到 各 种 不 同 观点 的 质 
疑 。 量 子 力 学 的 正统 解释 主要 思想 :(1) 把 可 观察 量 作为 建立 理论 的 基础 与 依据 ， 
(2) 在 观察 微观 客体 时 不 可 避免 地 要 产生 干扰 ,因此 可 观察 量 表现 了 实验 环境 中 客 
体 的 行为 与 性 质 ;(3) 描 述 微观 客体 的 态 函数 是 一 种 几率 波 ,粒子 出 现 的 几率 则 是 
由 波幅 的 平方 所 确定 ;(4) 不 可 对 易 量 的 测量 ,遵循 不 确定 原理 ; (5) 用 经 典 语言 和 
词汇 描述 微观 客体 的 统一 性 质 时 ,遵循 互补 原理 ;(6) 在 微观 领域 中 ,力学 的 因果 律 
和 决定 论 遭 到 破坏 ;(7) 无 论 从 科学 还 是 哲学 角度 来 看 ,量子 力学 对 微观 客体 的 描 
述 都 是 完备 的 。 

哥本哈根 学 派 的 主要 代表 人 物 是 Bohr、Born 和 Heisenberg 等 一 批 科 学 家 ,其 
中 领军 人 物 是 Bohr。Bohr 的 量子 诠释 和 互补 性 思想 是 哥本哈根 学 派 理论 观念 的 


第 九 章 ”量子 诠释 的 统计 性 和 因果 性 。 117 。 


精 血 ,主要 体现 在 微观 客体 一 方面 表现 强烈 的 个 体 性 , 另 一 方面 表现 为 波动 性 ,用 
宏观 经 验 无 法 观察 微观 客体 的 时 空 行为 。Bohr 认为 ,只 有 求助 于 统计 性 的 描述 ， 
而 放弃 决定 论 ,才能 摆脱 困境 ;Bohr 又 进一步 指出 ,要 想 区 分 主体 和 客体 就 带 有 任 
意 性 ,其 后 果 是 不 可 能 清晰 表达 微观 因果 律 。 他 在 《科学 的 哲学 ) 一 文中 写 到 :“ 在 
量子 论 中 ,客体 和 测量 仪器 之 间 的 不 可 控制 的 相互 作用 人 迫使 我 们 放弃 因果 描述 ”。 
Bohr 认为 ,微观 客体 表面 上 的 波 粒 二 象 性 是 同一 物理 实在 的 两 个 不 同 的 方面 而 
已 ,他 在 (原子 物理 学 和 人 的 知识 ) 一 文中 写 到 :“ 把 传统 的 物理 属性 硬 加 给 原子 客 
体 就 导致 了 一 个 本 质 上 的 含糊 性 要 素 。 这 点 在 关于 电子 和 光子 的 粒子 性 质 和 波 性 
质 的 两 难 局 面 上 非常 明显 。 在 那里 我 们 必须 和 两 个 彼此 对 立 的 图 景 打交道 ,每 个 
图 景 都 指向 经 验证 据 的 一 个 本 质 方面 .”Bohr 论述 了 由 于 对 原子 现象 的 观察 必须 
要 涉及 客体 和 量具 之 间 不 能 忽略 的 相互 作用 ,于 是 就 产生 了 实验 观察 的 准确 性 与 
客体 状态 的 确定 性 之 间 互 斥 与 互补 的 关系 。 他 认为 ,按照 量子 假设 ,任何 准确 的 观 
察 将 是 不 可 能 的 ,空间 和 时 间 的 概念 也 失去 了 直接 的 意义 ;系统 与 测量 工具 的 相互 
作用 ,严格 确定 系统 的 状态 是 不 可 能 的 ,通常 的 因果 性 也 存在 问题 。 量 子 论 的 本 
质 , 迫 使 我 们 把 空间 时 间 标 示 和 因果 性 要 求 看 成 是 描述 的 互相 补充 但 又 互相 排斥 
的 特色 ,两 者 分 别 象征 着 观察 和 确定 的 理想 化 。 他 对 互补 原理 有 一 个 较为 普遍 的 
论述 ,在 (原子 论 和 自然 的 描述 ) 中 写 到 :“ 为 了 描述 我 们 的 思维 的 活动 ,我 们 一 方面 
要 求 和 一 个 在 知觉 中 的 主体 相对 立 的 有 一 个 客观 上 给 定 的 内 容 , 而 在 另 一 方面 , 正 
像 这 一 断定 中 已 有 的 含义 那样 ,客体 主体 之 间 不 能 有 截然 的 区 分 ,因为 知觉 主体 也 
从 属于 我 们 的 思维 内 容 。” 

Heisenberg 是 哥本哈根 学 派 的 重要 代表 人 物 和 思想 家 ,他 首先 提出 把 量子 力 
学 的 理论 建立 在 可 观察 量 的 基础 上 ;提出 “能 量子 ?具有 两 重 性 质 ,是 构成 物理 世界 
基 元 的 假说 ; Heisenberg 认为 ,量子 论据 使 我 们 放弃 决定 论 , 而 选择 统计 论 。 他 在 
《物理 学 家 关于 自然 的 概念 ) 中 写 到 :“ 量 子 论 实际 迫使 我 们 正在 作为 统计 定律 来 表 
述 这 些 定律 ,并 且 在 根本 上 离开 决定 论 . 交 量子 理论 的 数学 表述 出 现 后 ,纯粹 的 决 
定论 就 得 放弃 。” 第 七 章 提 到 Heisenberg 是 不 确定 关系 的 创造 者 ,他 在 《量子 论 的 
物理 原理 ) 中 论述 :“ 这 个 测 不 准 关系 标明 粒子 图 景 能 够 应 用 的 限度 ,使 位置， 和 
“速度 ?这 些 字 眼 在 越 出 这 个 方程 所 给 定 的 准确 度 时 ,就 和 使 用 意义 未 确定 的 字眼 
一 样 毫 无 意义 。” 

在 哥本哈根 学 派 的 观念 中 Born 的 几率 波 思想 占据 着 重要 地 位 。Born 从 决定 
性 思想 出 发 ,把 1y|? 称 为 几率 密度 ,对 态 函 数 作出 了 统计 解释 。Born 认为 ,量子 
力学 所 对 应 的 微观 客体 力学 体系 ,使 经 典 力 学 的 传统 形式 应 该 用 一 个 统计 的 方法 
来 代替 ,对 任何 坐标 z、 速度 v、 时刻 :都 存在 着 一 个 几率 密度 pCz,v,t), 它 主要 依 
据 两 个 量子 效应 : (1) 不 确定 关系 ;(2) 态 函数 的 几率 干涉 。 这 使 我 们 不 能 从 初始 状 
态 计 算出 准 会 发 生 什么 ,粒子 碰撞 的 结果 是 怎样 的 。 这 意味 着 ,解释 只 能 是 统计 性 
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的 ,于 是 Born 提出 必须 放弃 个 体 决 定论 的 观点 。 即 量子 效应 及 微观 客体 波 和 粒子 
的 二 重 性 宣告 了 严格 决定 论 的 结束 ,同时 又 要 改变 传统 的 因果 律 。 毫 无 疑问 ,量子 
力学 的 形式 及 其 统计 解释 在 整理 和 预言 物理 经 验 上 是 成 功 的 。 但 是 非 决定 性 和 实 
物 客体 的 统计 性 诠释 能 否 满足 人 们 接受 机 遇 而 不 是 因果 性 来 作为 支配 物理 世界 的 
最 高 规律 呢 ? 可 能 Born 也 不 能 给 出 一 个 令 他 本 人 满意 的 回答 。 他 在 (关于 因果 和 
机 遇 的 自然 哲学 ?中 写 到 “如果 和 否认 任何 回 到 决定 论 的 可 能 性 ,这 都 是 思春 和 粗暴 
的 。 因 为 没有 一 个 物理 理论 会 是 最 终 的 理论 ,新 的 经 验 会 迫使 我 们 作出 改变 ,甚至 
于 走 回头 路 。 我 期 待 我 们 目前 的 理论 将 要 发 生 深刻 的 改变 ?显然 , Born 对 量子 解 
释 的 哲学 观点 与 哥本哈根 学 派 的 传统 观念 还 是 有 区 别 的 ,他 并 不 认为 量子 力学 对 
微观 客体 的 描述 是 完备 的 终极 理论 。 

与 哥本哈根 学 派 相 对 应 的 是 ]. von Neumann 的 量子 力学 的 标准 体系 。1932 
年 J], von Neumann 证 明了 量子 力学 可 以 表述 为 Hilbert 空间 中 厄 米 算 符 的 运算 ， 
建立 了 量子 力学 的 逻辑 体系 。 在 标准 体系 中 用 算 符 A 描述 可 观察 量 , 满 足 离散 谱 


分 解 A = Dy | 避 )( 台 |， 其 中 ,a 是 和 的 本 征 值 , 如 |a%)( 改 | 是 与 之 对 应 
的 本 征 映射 。 当 观察 量 A" 被 测量 后 ,有 确定 值 (本 征 值 ) o, 它 出 现 的 概率 有 关系 ; 
[ 允 | ) 人 |] ==1. 按 I von Neumenn 的 再 沦 ,测量 后 系统 的 态 从 YXz) 一 于 cu 


变 为 mw“(z)，, 被 称 为 “ 波 包 塌 缩 >。 在 量子 理论 中 * 波 包 塌 缩 是 一 种 不 连续 、 非 因 
果 的 变化 。 因 此 有 人 认为 ,J. von Neumann 的 量子 力学 的 标准 体系 , 仅 涉 及 粒子 
的 测量 而 没有 清晰 描述 基本 粒子 属性 的 量子 体系 。 

与 哥本哈根 学 派 相对 立 的 是 以 Einstein 为 代表 的 “实在 论 ” 和 “因果 论 ” 学 派 。 
Einstein 把 量子 论 的 解释 看 成 是 个 暂时 的 权宜 之 计 ,“ 上 帝 ” 不 毛色 子 是 他 不 可 动 
播 的 原理 。Einstein 认为 ,整个 客观 世界 是 离开 人 的 精神 而 独立 的 实在 ,而 这 个 实 
在 是 终极 实在 。 他 在 (Maxwell 对 物理 实在 观念 发 展 的 影响 ) 一 文中 写 到 :“ 相 信 有 
一 个 离开 知觉 主体 而 独立 的 外 在 世界 ,是 一 切 自 然 科学 的 基础 ”他 认为 ,Newton 
系统 的 物理 实在 是 由 空间 、 时 间 、 质 点 和 力 等 概念 来 表征 的 ;Faraday 和 Maxwell 
时 代 , 电 磁场 概念 作为 一 种 终极 实体 已 经 被 普遍 接受 ;量子 论 创造 了 物理 实在 的 新 
的 根本 特色 。Einstein 认为 ,量子 力学 所 描述 的 几率 世界 图 象 ,并 没有 破坏 物理 实 
在 的 因果 性 ,只 不 过 是 说 明 量 子 力学 理论 体系 缺乏 完备 性 而 已 。 他 承认 在 目前 情 
况 下 ,因果 原理 不 可 能 适应 到 原子 内 部 过 程 中 去 。 但 他 断言 地 反对 外 界 实体 不 存 
在 因果 过 程 。Einstein 还 认为 ;虽然 量子 力学 无 可 怀疑 地 是 一 个 富有 成 效 的 学 
说 ,但 是 它 并 没有 接触 到 事物 的 究 根 ,我 决 不 相信 它 能 构成 真正 的 自然 观 。 我 相 
信 , 我 们 能 够 描述 自然 界 ,是 建立 在 自然 界 的 规律 不 是 只 讲 可 能 性 及 其 变化 ,而 是 
讲 实体 在 时 间 上 的 变化 的 观点 上 的 .” 他 在 4 关于 量子 力学 描述 的 完备 性 问题 中 指 
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出 :“ 我 们 得 到 的 结论 是 y 函数 不 应 当 被 看 做 是 关于 一 个 体系 的 物理 状态 的 一 种 完 
备 的 描述 ”在 我 看 来 , 像 现 在 所 用 的 这 种 在 原则 上 统计 性 的 描述 的 (方法 ) ,只 能 
是 一 种 暂时 的 过 渡 状 态 .” 这 就 是 说 ,不 能 把 过 滤 的 不 完备 的 量子 力学 理论 ,作为 真 
正 的 自然 观 来 对 待 ,也 不 能 作为 否定 因果 决定 论 的 根据 。 

与 Einstein 持 类 同 观点 的 重要 人 物 是 Dirac。Dirac 认为 ,物理 学 目前 的 阶段 
仅仅 是 通 向 未 来 更 好 阶段 的 一 步 台阶 。 他 指出 :我 认为 也 许 结果 最 终 会 证 明 
Einstein 是 正确 的 ,因为 不 应 认为 量子 力学 的 现在 形式 是 最 后 的 形式 。 关 于 现在 
的 量子 力学 ,存在 一 些 很 大 的 困难 。” 我 认为 很 可 能 在 将 来 的 某 个 时 间 , 我 们 会 得 
到 一 个 改进 了 的 量子 力学 ,使 其 回 到 决定 论 ,从 而 证 明 Einstein 的 观点 是 正确 的 。 
但 是 这 种 重新 返回 到 决定 论 ,只 有 以 放弃 某 些 基 本 思想 为 代价 才能 办 到 。” 关 于 量 
子 解释 ,Dirac 还 说 道 :“ 我 说 的 要 点 是 ,我 们 只 计算 几率 ,我 们 不 能 从 已 给 的 初始 条 
件 计 算出 准 能 发 生 什 么 。 这 就 意味 着 ,解释 只 能 是 个 统计 性 解释 ”可 能 在 未 来 的 
发 展 中 ,我 们 将 能 够 回 到 决定 论 , 但 是 这 只 能 在 抛弃 别 的 什么 东西 ,抛弃 我 们 目前 
牢 牢 坚持 的 某 种 其 他 偏见 之 后 才能 办 到 .在 《物理 学 中 的 假设 和 先 人 之 见 》 中 ， 
Dirac 指 出 ,“ 我 十 分 相信 ,当前 量子 理论 所 面临 的 困难 以 及 作为 量子 论 和 相对 论 之 
间 的 阻力 而 出 现 的 困难 要 得 到 克服 ,就 必须 进行 变革 ,而 且 这 个 变革 会 像 从 Bohr 
轨道 到 Heisenberg 和 Schr6dinger 的 量子 力学 的 变革 那样 非常 地 剧烈 。 因 此 ,我 
们 不 该 太 拘泥 于 目前 的 量子 力学 。 我 们 不 要 以 为 在 建立 我 们 的 整个 哲学 时 仿佛 目 
前 这 个 量子 力学 已 是 定论 了 。” 


9.2 对 量子 诠释 的 思考 


对 两 个 学 派 一 些 代表 人 物 观 点 的 回顾 , 主要 想 从 他 们 的 观点 中 找 出 值得 深思 
和 关注 的 问题 ,结合 量子 力学 的 几何 背景 ,对 量子 解释 和 态 函 数 的 统计 诠释 提出 一 
些 解 决 问题 的 方法 。 首 先 , 讨 论 量子 个 体 的 决定 性 与 几何 关联 问题 ,这 也 是 量子 解 
释 的 实质 问题 。 显 然 , Newton 的 经 典 物 理 和 Einstein 的 狭义 相对 论 都 能 对 质点 
个 体 作出 决定 性 的 描述 。 这 些 具有 决定 性 的 个 体 ,无 论 在 经 典 物理 还 是 在 狭义 相 
对 论 中 ,它们 的 运动 规律 都 对 应 着 连续 的 时 间 和 空间 。 在 经 典 物理 中 质点 个 体 ( 宏 
观 . 低 速 ) 对 应 着 能 量 守恒 、 动 量 守恒 及 质量 守恒 ;在 狭义 相对 论 中 质点 (宏观 ,高 
速 ) 在 四 维 空间 作 亚 光速 运动 ,其 动量 和 能 量 可 以 相互 转化 ,质点 的 质量 也 可 以 发 
生变 化 。 但 是 ,变化 的 质量 是 运动 质量 ,而 不 是 静止 质量 , 因为 静止 质量 在 四 维 动 
量 空间 中 是 坐标 变换 不 变量 ,是 范 数 。 可 是 ,在 量子 力学 中 ,对 微观 客体 无 论 是 低 
速 还 是 高 速 运动 ,时 间 和 空间 均 是 分 立 的 。 这 种 具有 非 质 点 相 格 的 量子 客体 与 宏 
观 质点 的 本 质 区 别 是 它们 缺少 相应 的 几何 对 应 。 即 到 目前 为 止 , 还 没有 找到 一 个 
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合适 的 几何 空间 对 微观 客体 的 运动 行为 和 耦合 规律 给 出 具有 因果 性 质 的 几何 
描述 。 

有 人 认为 ,量子 客体 不 能 进行 个 体 决定 性 描述 的 原因 是 微观 客体 具有 波 粒 二 
象 性 。 但 是 波 粒 二 象 性 与 实物 客体 和 光量 子 的 耦合 有 关 , 即 实物 粒子 本 身 不 是 孤 
立 的 ,在 运动 过 程 中 微观 客体 与 光量 子 取 得 了 相互 关联 。 这 种 相互 作用 ,一 方面 使 
微观 客体 在 吸收 或 放出 光量 子 时 其 本 身 的 静止 质量 发 生 了 改变 , 即 发 生 了 质 能 转 
变 ; 另 一 方面 ,光量 子 的 耦合 细节 在 经 典 量 子 力学 中 是 无 法 描述 的 , 即 到 目前 为 止 
还 没有 一 种 数学 或 物理 的 方法 用 以 描述 光量 子 对 应 类 光 区 的 局 域 性 质 。 在 经 典 物 
理 中 ,光量 子 的 速度 为 无 限 大 ,无 法 表述 光量 子 的 运动 行为 ;在 传统 狭义 相对 论 中 ， 
光量 子 的 传播 速度 为 光速 , 虽 有 光量 子 的 对 应 区 间 ( 类 光 区 ) ,但 涉及 光量 子 的 四 维 
时 空间 隔 和 四 维 动量 间隔 均 为 零 。 在 几何 上 ,由 于 不 能 给 出 类 光 区 和 类 时 区 的 几 
何 关 联 ,物理 上 不 能 准确 描述 光量 子 与 微观 个 体 耦 合 的 实际 过 程 , 也 就 不 能 描述 实 
物 个 体质 量 和 能 量 等 物理 量 的 准确 变化 情况 。 所 以 ,这 可 能 是 不 能 从 初始 状态 计 
算出 微观 个 体 准 会 发 生 什 么 ,粒子 碰撞 或 耦合 的 结果 是 怎样 的 原因 。 由 于 不 能 描 
述 粒子 在 何 时 何 地 的 变化 情况 (质量 的 增 减 , 质 能 的 转变 等 ), 因果 律 就 受到 了 破 
坏 , 对 微观 客体 描述 的 完备 性 也 受到 了 质疑 。 因 此 ,量子 力学 不 能 对 微观 客体 进行 
个 体 决定 性 描述 的 根本 原因 应 该 是 量子 力学 或 微观 理论 的 几何 对 应 问题 没有 得 到 
根本 解决 。 所 以 说 ,目前 的 量子 理论 可 以 对 微观 客体 进行 完备 描述 是 不 能 让 人 信 
服 的 。 

其 次 ,对 微观 客体 的 统计 描述 。Born 把 |y|? 称 为 几率 密度 ,对 态 函 数 作 出 了 
统计 解释 ,其 正确 性 是 不 容 质疑 的 。 问 题 是 ，| y|? 是 否 还 包含 其 他 的 信息 或 隐 参 
量 ? 这 种 统计 解释 与 决定 论 是 一 种 什么 关系 ? 量子 力学 的 统计 诠释 与 经 典 的 统计 
解释 有 哪些 联系 和 区 别 ? 这 可 能 是 Einstein 想得到 的 量子 力学 所 接触 事物 究 根 的 
关键 所 在 。 因 为 传统 量子 力学 的 数学 基础 是 Hilbert 空间 ,其 原型 空间 为 Euclide- 
an 几 何 。J. von Neumann 在 Hilbert 空间 建立 量子 力学 的 标准 体系 时 ,并 没有 真 
正 把 量子 客体 与 Hilbert 空间 所 对 应 的 原 空间 即 Euclidean 几何 空间 联系 起 来 。 
由 于 在 Euclidean 空间 没有 光量 子 的 几何 对 应 区 域 ,不 能 描述 光量 子 的 几何 行为 。 
在 这 种 数学 背景 下 ,不 可 能 给 出 实物 粒子 与 光量 子 耦合 时 质量 和 能 量 转 变 的 细节 
问题 ,只 能 在 三 维 坐标 空间 和 一 维 独 立 的 时 间 坐 标 中 讨论 微观 客体 断断续续 的 、 不 
连贯 的 运动 行为 。 即 使 是 相对 论 量子 力学 ,由 于 Hilbert 空间 的 原型 空间 是 
Euclidean 几 何 ,所 以 我 们 也 不 能 讨论 高 速 运动 粒子 与 光量 子 耦合 的 准确 情况 。 因 
此 ,说 |y|? 是 发 现 粒子 的 几率 ,虽然 正确 但 不 完整 。 因 为 微观 粒子 的 质量 变化 ,所 
以 能 量 和 质量 的 转变 缺少 光量 子 的 参与 是 有 缺陷 的 ,在 三 维 Euclidean 空间 中 也 
是 无 法 描述 的 。 就 是 说 ,用 三 维 Euclidean 坐标 空间 不 可 能 准确 地 描述 微观 客体 
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的 时 空运 动 规律 , 它 的 决定 性 和 因果 律 也 遭 到 了 破坏 。 当 用 实验 仪器 观察 微观 客 
体 运 动 行为 时 ,由 于 不 能 控制 和 得 到 某 个 粒子 与 光量 子 耦合 的 准确 信息 ,同一 个 实 
物 粒子 的 质量 增 减 ,能 量变 化 等 因素 可 能 在 不 同 实验 条 件 下 ,不 同 的 仪器 和 不 同 的 
测试 中 给 出 不 同 的 结果 。 所 以 按 哥 本 哈 根 学 派 说 法 ,把 可 观察 量 作为 建立 理论 的 
基础 与 依据 ,可 观察 量 表现 了 实验 环境 中 的 客体 的 行为 与 性 质 就 可 以 理解 了 。 由 
于 微观 领域 的 基础 理论 存在 缺陷 ,导致 力学 的 因果 律 和 决定 论 划 到 破坏 ,采用 哥 本 
哈 根 学 派 说 法 不 失 为 一 个 权益 之 计 。 

将 哥本哈根 学 派 说 法 作为 权益 之 计 , 说 明 传 统 量子 诠释 有 瑕 疫 , 有 局 限 性 。 这 
涉及 建立 量子 理论 的 几何 性 质 , 涉 及 类 时 区 与 类 光 区 的 关联 ,也 涉及 微观 客体 与 光 
量子 的 耦合 。 在 三 维 空间 孤立 地 确定 微观 客体 的 波 粒 二 象 性 是 一 种 思辩 和 假设 ， 
对 电子 衍射 的 解释 也 带 有 神秘 性 和 非 物 理性 。 量 子 理论 涉及 实物 粒子 与 场 的 相互 
作用 ,必然 应 该 考虑 实物 粒子 和 光量 子 的 几何 对 应 问题 ,考虑 三 维 空间 与 四 维 空间 
的 几何 关联 。 或 者 说 ,在 三 维 空间 严格 确定 量子 系统 的 状态 是 不 可 能 的 ,说 不 清光 
量子 的 局 域 性 量子 诠释 的 因果 性 就 存在 问题 ,只 有 在 四 维 时 空中 微观 客体 严格 地 
确定 系统 的 状态 和 因果 性 , 才 可 以 通过 实物 粒子 和 光量 子 几何 关联 给 出 决定 性 
描述 。 

传统 量子 力学 所 对 应 的 数学 工具 是 以 Euclidean 几何 为 原 空间 所 抽象 出 的 
Hilbert 相 空间 , 相 空 间 中 每 一 个 相 格 对 应 一 个 有 静 质量 的 实物 粒子 ,这 种 相 空间 
由 于 没有 光量 子 的 对 应 区 域 ,所 以 不 可 能 把 实物 粒子 与 光量 子 通过 几何 结构 联系 
起 来 。 传 统 的 Minkowski 几何 虽然 有 类 光 区 , 亦 即 光量 子 的 对 应 区 域 ,但 虚 单 位 
i(Y? = 一 1,i” = 一 D 没有 与 几何 空间 取得 内 在 的 逻辑 关联 ,无 法 给 出 Minkowski 
几何 的 局 域 性 质 和 邻近 关系 ,甚至 不 能 讨论 几何 空间 的 两 点 问题 。 因 此 ,时 空位 矢 
只 能 以 乘法 缩 并 而 不 是 通过 内 积 的 形式 表示 时 空间 隔 不 变量 。 不 能 抽象 出 完备 的 内 
积 空间 就 给 不 出 与 Minkowski 几何 相关 联 的 Hilbert 空间 ,也 不 可 能 对 Minkowski 
几何 进行 公理 化 分 析 , 这 是 长 期 以 来 相对 论 ,特别 是 狭义 相对 论 与 量子 力学 不 融洽 
的 真正 原因 。 因 此 , 态 函数 的 几率 诠释 不 能 与 相对 论 的 时 空间 隔 取 得 联系 ,表现 了 
传统 的 Hilbert 空间 与 Minkowski 几何 的 不 相 容 性 ,使 得 利用 传统 的 泛 函 分 析 理 
论 不 能 完整 地 刻画 微观 客体 的 运动 规律 ,不 能 正确 地 给 出 量子 诠释 的 原因 。 

在 四 维 Minkowski 复 空间 引入 双 曲 虚 单位 j = 1,j” = 一 j), 使 四 维 时 空间 
隔 不 变量 表示 成 内 积 形式 ,讨论 其 完备 性 可 抽象 出 一 类 广 域 Hilbert 相 空 间 。 取 
J.von Neumann 的 量子 力学 标准 体系 对 应 的 原 空间 为 Minkowski 复 空间 ,量子 力 
学 可 以 表述 为 广 域 Hilbert 空间 中 厄 米 算 符 的 运算 。8n 维 相 格 使 类 光 区 和 类 时 区 
取得 了 几何 关联 ,物理 上 对 应 实物 粒子 与 光量 子 的 耦合 ,使 在 四 维 Minkowski 复 
空间 中 讨论 量子 个 体 的 决定 性 问题 变 为 可 能 。 第 八 章 分 析 了 | gl? 中 隐 含 了 时 空间 
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隔 和 静 质 量 这 两 个 物理 量 ,由 式 (8. 9. 14) 和 (8. 9.7) 给 出 gg, 一 1 与 AX" AP 一 0 
具有 一 种 等 价 关 系 。 其 中 , AX* AP == 0 中 隐 含 了 四 维 时 空 的 间隔 不 变量 和 四 维 
动量 间隔 不 变量 ,也 隐 含 了 实物 粒子 与 光量 子 耦合 中 静 质 量 的 改变 及 质量 与 能 量 
动量 间 的 转变 关系 。 同 时 , AX" AP = 0, 说 明 四 维 坐标 和 四 维 动量 是 可 以 同时 确 
定 的 , 即 在 四 维 时 空 描述 微观 客体 的 运动 行为 时 ,它们 满足 决定 性 条 件 和 因果 律 。 
当然 ,这 需要 通过 双 曲 复 空间 的 奇异 性 ,用 类 光 区 和 类 时 区 的 几何 关联 描述 实物 粒 
子 与 光量 子 耦合 所 发 生 的 质 能 转变 。 这 种 抽象 为 广 域 Hilbert 空间 的 四 维 
Minkowski 复 空间 ,是 传统 意义 上 狭义 相对 论 所 对 应 的 四 维 连续 时 空 性 质 的 完善 
和 补充 。 将 类 时 区 中 特定 方位 的 几何 格 空间 赋予 Plank 量子 假设 ,分 立 的 非 质点 
相 格 可 清晰 地 描述 基本 粒子 属性 的 量子 体系 ,描述 微观 客体 与 光 耦 合 的 因果 行为 。 
在 这 种 意义 下 ,三 维 实 坐标 空间 描述 微观 客体 的 运动 规律 ,所 对 应 的 统计 诠释 不 过 
是 四 维 时 空中 一 个 侧面 或 影子 ,真正 意义 上 的 个 体 决定 论 应 该 在 四 维 时 空中 通过 
实物 粒子 与 光量 子 的 耦合 的 几何 关系 来 进行 因果 性 阐述 。 

Born 把 |y|? 称 为 几率 密度 ,微观 客体 态 函 数 的 几率 诠释 的 统计 意义 体现 在 
14 = 类 yr 二 1 中 。Born 的 解释 依据 量子 效应 :(1) 不 确定 关系 ;(2) 态 函数 的 几 
率 干涉 。 其 实 , 这 两 个 量子 效应 在 四 维 Minkowski 复 空间 和 广 域 Hilbert 空间 中 
都 具有 因果 性 的 四 维 量子 解释 。 关 系 式 AX* AP = 0 中 三 维 坐标 和 动量 分 量 隐 含 
了 实物 粒子 的 不 确定 关系 ,一 维 时 间 和 能 量 分 量 隐 含 了 光量 子 的 不 确定 关系 ,两 者 
的 联系 对 应 四 维 确定 关系 。 态 函数 的 的 几率 干涉 、 能 级 理论 等 量子 力学 的 基本 原 
理 也 可 以 通过 AX" AP = 0 给 出 因果 解释 。 因 此 Born 的 几率 波 解释 和 统计 描述 
与 Minkowski 时 空 性 质 有 关 。 态 函数 的 统计 解释 与 决定 论 和 因果 关联 并 不 矛盾 ， 
只 是 这 种 关联 在 三 维 空间 中 是 无 法 描述 的 ,只 有 在 四 维 时 空 才能 得 到 因果 性 表述 ， 
即 在 三 维 空间 只 能 是 统计 性 的 ,在 四 维 时 空中 才能 是 决定 性 的 。 

Bohr 关于 客体 和 量具 关系 的 论述 ,是 考虑 到 对 原子 现象 的 观察 必须 要 涉及 客 
体 和 量具 之 间 不 能 忽略 的 相互 作用 ,于 是 就 产生 了 实验 观察 的 准确 性 与 客体 状态 
的 确定 性 之 间 互 斥 与 互补 的 关系 。Bohr 对 互补 原理 有 一 个 较为 普遍 的 表述 ,在 
《原子 论 和 自然 的 描述 ) 中 写 到 :“ 为 了 描述 我 们 思维 的 活动 ,我 们 一 方面 要 求 和 一 
个 在 知觉 中 的 主体 相对 立 的 有 一 个 客观 上 给 定 的 内 容 , 而 在 另 一 方面 , 正 像 这 一 断 
定 中 已 有 的 含义 那样 ,客体 主体 之 间 不 能 有 截然 的 区 分 ,因为 知觉 主体 也 从 属于 我 
们 的 思维 内 容 。” 对 微观 客体 的 观察 涉及 客体 和 量具 之 间 不 能 忽略 的 相互 作用 是 客 
观 存在 的 ,因为 粒子 之 间 以 及 粒子 与 光量 子 之 间 的 耦合 或 相互 作用 有 时 是 无 法 控 
制 的 ,量具 与 微观 客体 的 相互 作用 也 是 无 法 预知 的 ,所 以 测量 就 显得 非常 重要 。 但 
是 不 能 说 ,对 微观 粒子 测量 就 有 意义 ,不 测量 就 没有 意义 。 微 观 粒子 是 客观 存在 
的 , 它 与 测量 无 关 , 只 是 不 测量 客体 和 量具 之 间 就 不 可 能 有 相互 作用 ,或 无 法 知道 
它们 的 相互 作用 ,这 与 我 们 的 主观 意识 无 关 , 也 不 应 该 将 客体 和 主体 之 间 相 混 扰 。 
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同时 ,我 们 认为 ,客体 和 量具 之 间 的 干扰 与 客体 和 主体 之 间 的 区 分 有 着 本 质 上 的 差 
别 ,前 者 是 客观 事物 之 间 的 联系 ,后 者 是 客观 与 主观 的 区 别 或 唯物 与 唯心 的 区 别 。 

量子 力学 的 统计 诠释 , 隐 含 了 实物 粒子 与 光量 子 耦 合 过 程 中 静止 质量 的 改变 
以 及 能 量 动量 与 质量 的 转变 关系 , 它 与 传统 的 经 典 统计 规律 具有 本 质 上 的 不 同 。 
经 典 统计 对 应 着 动量 守恒 、 能 量 守恒 以 及 质量 守恒 (粒子 数 不 变 ) 的 大 量 粒子 ,它们 
中 的 每 一 个 粒子 在 三 维 Euclidean 空间 中 遵守 着 Newton 力学 原理 ,满足 决定 性 规 
律 和 因果 关系 。 而 量子 力学 的 统计 规律 ,在 三 维 空间 中 ,其 几率 解释 ,发 现 粒子 的 
几率 必须 与 观察 量 相 联系 ,其 中 隐 含 了 不 确定 关系 和 态 函 数 的 几率 干涉 ,无 法 给 出 
决定 性 和 因果 律 的 解释 ;在 四 维 空间 ,通过 时 空 的 奇异 性 ,将 类 光 区 与 类 时 区 取得 
联系 的 函数 关系 式 用 以 表达 实物 粒子 与 光量 子 的 耦合 情况 。 单 对 实物 粒子 而 言 ， 
质量 能量 和 动量 均 不 守恒 。 只 有 将 实物 粒子 与 光量 子 联系 起 来 才能 考虑 决定 性 
和 因果 律 , 才 能 刻画 微观 客体 的 时 空 行为 ,Compton 散射 就 是 一 个 很 好 的 例证 。 
所 以 微观 客体 ( 亚 核 粒 子 ) 的 量子 特性 与 四 维 时 空 的 奇异 性 质 有 关 , 与 质量 和 能 量 
的 转变 有 关 。 量 子 统计 可 以 对 应 大 量 粒子 ,也 可 以 对 应 单个 实物 粒子 ,单个 粒子 的 
个 体 决定 性 由 力学 规律 和 电磁 规律 共同 决定 。 量 子 统计 涉及 四 维 时 空 对 称 性 和 粒 
子 内 豪 性 质 的 统计 规律 ,涉及 四 维 时 空 的 反 演 ( 字 称 、 时 间 、 电 荷 ) 以 及 正 反 粒 子 的 
对 称 性 变换 ,以 后 我 们 将 陆续 分 析 这 种 统计 性 质 。 

最 后 ,我 们 对 两 个 学 派 的 观点 作 一 简略 评价 。Einstein 与 Bohr 分 歧 的 焦点 是 
对 物理 实在 的 理解 ,但 根本 原因 应 该 是 数学 基础 的 应 用 。 吴 大 责 先 生 就 说 过 :“ 单 
独 以 现行 (量子 力学 ?体系 的 内 在 一 致 性 为 基础 反对 Einstein 的 态度 ,正好 像 以 欧 
氏 几 何 的 内 在 一 致 性 为 基础 去 反对 非 欧 几何 一 样 ,是 没有 说 服 力 的 .然而 ,我 们 按 
传统 的 、 经 验 的 观点 去 讨论 量子 力学 同样 缺乏 说 服 力 。 根 本 原因 是 目前 还 没有 给 
出 一 个 能 令 人 信服 的 ,量子 力学 所 对 应 的 几何 空间 。Bohr 完全 站 在 Euclidean 空 
间 的 基础 上 ,来 讨论 量子 力学 的 几率 解释 是 片面 的 ;用 Einstein 的 狭义 相对 论 也 不 
能 讨论 经 典 的 量子 力学 ,但 是 将 两 者 结合 起 来 可 能 给 量子 力学 的 经 典 解释 带 来 生 
机 。 其 实 , 前 文 引用 Einstein 表述 物理 实在 时 ,认定 Newton 系统 的 物理 实在 与 
Faraday 和 Maxwell 时 代 的 电磁 场 概念 为 一 种 终极 实体 已 经 被 普遍 接受 。 但 
Newton 力学 是 与 Euclidean 空间 相对 应 的 , 而 Maxwell 的 电磁 场 理论 却 与 
Minkowski 空间 相关 联 。 在 量子 力学 中 ,将 实物 粒子 和 光量 子 作为 矛盾 双方 的 统 
一 体 , 所 以 在 讨论 微观 客体 的 运动 规律 时 ,不 应 将 粒子 和 场 两 者 分 开 。 即 物理 上 把 
实物 粒子 与 光量 子 联系 起 来 ,数学 上 也 应 将 它们 所 对 应 的 几何 空间 联系 起 来 。 当 
然 ,这 种 联系 要 突破 传统 的 数学 工具 ,用 代数 和 分 析 的 方法 去 研究 和 讨论 
Minkowski 空间 的 几何 奇异 性 以 及 类 时 区 和 类 光 区 的 数学 关联 。 描 述 实物 粒子 
与 光量 子 的 相互 耦合 和 转化 ,遵循 着 质 能 转化 和 守恒 的 基本 规律 ,这 可 能 会 接触 到 
Einstein 所 追求 的 表述 量子 力学 物理 实在 的 究 根 。 
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9.3 也 论 Schr6dinger 猫 


1. Schr6dinger 猫 的 传统 观念 


德国 科学 家 Schr6dinger 在 20 世纪 20 年 代 建立 了 Schrodinger 方程 ,为 量子 
力学 的 建立 提供 了 一 个 很 重要 的 理论 基础 。 同 时 他 也 尝试 用 一 个 假想 的 实验 来 说 
明 量子 力学 的 微观 解释 。 设 想 在 一 个 封闭 的 匣子 里 ,有 一 只 活 猫 及 一 瓶 毒药 ,用 误 
变 的 原子 控制 毒药 的 投放 ,判断 Schr6dinger 猫 的 死活 来 表述 事物 发 生 的 儿 率 。 
因为 具有 辐射 性 的 原子 可 能 衰变 放出 电子 ,也 可 能 不 , 即 有 50% 的 机 会 在 某 一 特 
定时 间 内 发 生 衰变 。 如 果 衰 变 不 发 生 , 瓶 子 不 被 打破 , 猫 是 活 的 ;衰变 发 生 时 , 药 瓶 
被 打破 , 猫 将 被 毒 死 。 在 现实 世界 中 , 猫 非 死 即 活 ,只 有 两 种 可 能 , 猫 有 50% 的 机 
会 被 毒 死 ,也 有 50% 的 机 会 活着 ,不 可 能 处 于 第 三 种 情况 。Schrodinger 的 量子 力 
学 方程 可 以 告诉 我 们 ,匣子 里 面 两 种 版 本 的 态 函 数 一 一 “ 活 猎 "和 “ 死 猫 ”, 是 同样 真 
实 的 。 

但 坚持 量子 力学 正统 解释 的 学 者 认为 ,可 能 存在 一 个 中 间 态 , 猫 既 不 死 也 不 
活 ,直到 进行 观察 看 看 发 生 了 什么 。 人 要 不 进行 那么 一 曾 ,一 切 都 是 不 真实 的 。 哥 
本 险 根 解释 是 从 一 个 不 同 的 角度 来 看 这 些 几率 的 。 他 们 认为 ,从 效果 上 这 两 种 态 
函数 都 同样 是 不 真实 的 , 当 我 们 往 匣 子 里 面 观看 时 ,它们 当中 有 一 个 固化 为 现实 ， 
即 态 函 数 进行 了 场 塌 。 这 就 像 双 颖 实验 中 电子 通过 两 颖 的 几率 相同 一 样 ,这 两 种 
可 能 性 的 重合 将 产生 一 个 态 的 “ 释 加 ”。 所 以 对 辐射 的 衰变 与 否 也 具有 相等 的 几 
率 ,从 而 产生 一 个 态 的 释 加 。 在 这 个 实验 中 , 猫 和 所 有 的 一 切 ,都 受 这 样 一 个 规则 
所 支配 。 只 有 当 我 们 观察 这 个 实验 时 , 释 加 才 是 “ 真 的 ”, 只 有 在 观察 的 一 瞬间 , 态 
函数 才 声 塌 为 其 中 一 个 态 。 在 我 们 观察 之 前 , 猫 的 死活 是 不 确定 的 ,谈论 猫 的 死活 
是 没有 意义 的 ,毒药 瓶 既 不 被 打破 ,又 被 打破 ; 猫 既是 死 的 ,又 是 活 的 ; 既 不 是 活 的 ， 
也 不 是 死 的 。 这 就 是 Bohr 的 客体 主体 之 间 不 能 有 截然 的 区 分 ,知觉 主体 也 从 属 
于 我 们 思维 内 容 的 观点 。 

如 何 通过 Schr5dinger 猫 来 表述 量子 客体 的 真实 性 。 想 象 一 个 基本 粒子 , 例 
如 电子 既 不 在 这 里 又 不 在 那里 ,或 不 能 准确 地 说 ,电子 何 时 出 现在 空间 的 某 处 ,而 
是 以 一 定 几率 在 空间 分 布 着 的 ,这 是 可 以 理解 ,但 Schrodinger 猫 的 哥本哈根 解释 
似乎 违背 了 日 常 词汇 中 的 真实 性 。 常 识 中 ,难以 想象 一 只 熟悉 的 猫 ,处 于 这 种 形式 
的 假死 状态 。 但 哥本哈根 解释 告诉 我 们 ,常识 并 不 一 定 是 真实 的 ,对 于 量子 世界 ， 
不 要 相信 我 们 的 常识 ,而 要 相信 我 们 直接 看 到 的 并 用 实验 设备 准确 测量 的 结果 ,如 
果 不 进 行 测量 ,就 不 能 说 粒子 发 生 了 什么 。 在 描述 量子 行为 时 ,哥本哈根 解释 将 客 
体 和 主体 混为一谈 。 
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2. 传统 理论 对 Schr6dinger 猫 的 质疑 


许多 人 认为 ,Schrodinger 猫 的 哥本哈根 解释 存在 甫 疫 , 并 遭 来 一 大 批 科学 家 
的 反对 和 质疑 ,这 种 质疑 的 声音 一 直 持 续 到 几 十 年 后 的 今天 。 最 典型 的 是 ， 
Einstein 他 不 承认 Schr6dinger 猫 的 非 真实 态 之 说 ,也 反对 世界 是 由 一 大 堆 量子 层 
次 上 的 随机 选择 而 决定 。 他 花 了 数 年 时 间 企 图 设计 一 个 实验 ,来 检验 这 种 内 在 真 
实 性 是 否 确实 在 起 作用 ,但 Einstein 至 死 也 没有 完成 这 个 实验 。Einstein 始终 坚 
持 他 的 观点 : 态 函 数 所 描述 的 无 论 如 何不 能 是 单个 体系 的 状态 , 它 所 涉及 的 是 多 粒 
子 体系 ,从 统计 力学 的 意义 上 说 就 是 “ 系 综 ”, 即 在 他 的 《物理 学 与 实在 ) 中 所 提 到 的 
“统计 系 综 ” 的 解释 。Einstein 最 典型 的 实验 检验 是 EPR 伴 廖 , 它 是 20 世纪 30 年 
代 早 期 ,Einstein 和 及 Podolsky 以 及 N. Rosen 一 起 写 的 一 篇 文章 。 它 与 Schr6dinger 
猫 的 文章 在 同一 年 发 表 。Einstein 将 Schr5dinger 的 观点 看 做 是 证 明 量 子 波动 描 
述 是 不 完备 的 最 佳 途径 。 之 所 以 称谓 伴 雇 , 是 因为 它 揭示 了 量子 真实 性 的 非 逻辑 
性 (不 符合 常识 ) 。EPR 伴 雇 的 主要 思想 是 ,假设 有 两 个 粒子 ,它们 之 间 存在 相互 
作用 ,靠近 后 再 分 离 , 如 没有 与 其 他 物体 相互 作用 ,每 一 个 粒子 都 有 自己 确定 的 动 
量 和 位 置 。 过 一 段 较 长 的 时 间 , 当 知道 其 中 一 个 粒子 的 动量 和 位 置 时 , 另 一 个 粒子 
的 动量 和 位 置 也 应 该 知道 。 即 我 们 同时 推算 出 远 处 粒子 的 动量 和 位 置 ,是 违背 不 
确定 原理 的 。 或 者 说 ,对 一 个 粒子 的 测量 ,结果 影响 了 别处 的 伙伴 ,这 违背 了 因果 
律 。 这 是 空间 中 的 一 个 即时 “通讯 ”, 称 为 “类 空 作用 ”。EPR 文章 断言 ,如 果 你 接 
受 了 哥本哈根 解释 ,那么 它 使 得 第 二 个 系统 的 位 置 和 动量 依赖 于 对 第 一 个 系统 的 
测量 过 程 ,但 客观 规律 找 不 出 理由 能 够 允许 这 种 依赖 性 的 存在 。 

尽管 Einstein 不 接受 哥本哈根 解释 ,人 们 也 不 满意 非 因果 性 的 量子 诠释 ,从 理 
性 上 人 们 认为 哥本哈根 解释 是 有 欠缺 的 ,但 经 过 几 十 年 的 考验 ,始终 没有 动 播 量子 
正统 解释 的 根基 。 后 Einstein 时 代 有 许多 量子 解释 的 版 本 ,在 此 我 们 简略 地 作 一 
介绍 。 其 一 是 Bohm 的 隐 变 量 理论 , Bohm 用 可 存在 量 来 取代 正统 理论 中 的 可 观 
测量 。 就 是 说 ,在 量子 力学 本 体 论 中 可 存在 量 有 两 类 :一 类 是 定 域 的 (如 粒子 变 
量 ), 另 一 类 是 全 域 的 (如 态 函 数 ) ,前 者 的 行为 方式 受 后 者 支配 。Bohm 认为 ,微观 
粒子 的 概念 具有 本 体 论 意义 ,运动 的 粒子 不 但 受到 经 典 势 的 作用 ,也 受到 量子 势 的 
作用 ,而 量子 势 是 由 全 域 的 态 函数 所 决定 的 。 

引起 人 们 关注 的 还 有 量子 力学 的 多 世界 解释 , 它 起 源 于 20 世纪 50 年 代 Ever- 
ett 的 工作 。Everett 的 解释 是 ,整个 宇宙 释 加 的 态 函 数 相互 作用 ,以 产生 在 量子 水 
平 上 可 测量 的 干涉 的 选择 性 ,现实 并 不 南 塌 ,它们 中 的 每 一 个 都 是 同样 真实 的 ,在 
“ 超 空 间 ”( 和 “超时 间 ”) 内 自己 那 一 部 分 中 存在 。 当 我 们 在 量子 水 平 上 做 一 次 测量 
时 所 发 生 的 事情 就 是 观察 过 程 扎 使 我 们 从 这 些 选 择 项 中 选 出 一 个 ,这 一 个 就 成 为 
我 们 看 到 的 “真实 ?世界 。 用 Schrodinger 猫 来 表示 量子 力学 的 多 世界 解释 ,就 是 
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匣子 里 面 有 两 种 版 本 的 态 函 数 一 一 “ 活 猎 ”和 “ 死 猫 ”, 两 者 是 同样 真实 的 。 但 它们 
位 于 不 同 的 世界 中 , 当 我 们 往 匣 子 里 观看 时 ,它们 中 的 一 个 固化 为 现实 。Everett 
的 多 世界 解释 包含 了 这 样 一 个 哲理 ,即将 来 是 不 确定 的 ,过 去 是 确定 的 ,通过 观察 
可 以 从 多 个 现实 中 选 出 了 一 个 “真正 的 ”历史 。 量 子 力学 的 多 世界 解释 所 给 出 的 预 
言 与 哥本哈根 解释 的 观点 完全 一 致 ,但 它 绕 开 了 主观 与 客观 的 混 扰 。 在 量子 高 速 
公路 上 的 每 一 个 枢纽 ,都 有 很 多 新 的 现实 产生 ,但 是 通 向 我 们 的 路 却 是 清晰 的 、 毫 
不 含糊 的 。 坦 率 地 讲 , 多 世界 解释 可 能 更 接近 量子 的 真实 性 ,但 多 世界 的 概念 却 暗 
藏 很 多 玄机 。 

20 世纪 70 年 代 , Van Fraassen 提出 量子 力学 的 模 态 解释 ,他 首先 把 系统 处 于 
某 态 与 某 观 察 量 区 别 开 来 考虑 。 模 态 解释 认为 ,量子 力学 的 态 是 由 一 组 本 征 态 释 
加 而 成 的 ,每 一 种 本 征 态 都 可 能 出 现 ,也 都 对 应 一 个 确定 的 值 , 称 为 可 能 事件 态 ;而 
测量 的 结果 只 能 是 该 组 本 征 态 中 任何 一 个 本 征 态 所 对 应 的 本 征 值 ,该 本 征 态 的 出 
现 是 “一 定 的 ”, 具 有 唯一 性 ,被 称 为 “实际 事件 态 ”。 而 测量 是 从 可 能 到 现实 的 过 
渡 , 也 是 从 可 能 事件 态 到 实际 事件 态 的 过 渡 。 模 态 解释 也 隐 含 了 本 征 态 和 本 征 值 
的 非 等 价 性 , 即 粒子 可 能 出 现 的 态 与 可 观察 量 是 不 等 价 的 , 态 与 值 都 是 不 等 价 的 。 


3. 四 维 时 空中 的 Schr6dinger 猫 


现在 把 话题 转 到 四 维 Minkowski 几何 中 的 Schr6dinger 猫 。 显 然 量子 力学 中 
的 Schrdinger 猫 不 能 用 现实 猫 的 死 或 活 来 反映 微观 量子 的 真实 性 ,因为 常识 中 
的 猫 具 有 单元 性 ,而 量子 力学 中 实物 粒子 和 场 具 有 二 元 性 。 对 于 广 域 Hilbert 相 
空间 我 们 可 以 设想 这 样 一 个 假象 模型 ,无 数 个 非 质 点 相 格 对 应 无 数 个 相同 的 猫 笼 ， 
每 个 猫 笼 都 可 能 出 现 一 只 猫 (实物 粒子 )。 所 有 猫 笼 构 成 Hilbert 空间 的 相 空间 ， 
每 个 猫 笼 是 相 空间 中 的 一 个 相 格 。 有 一 种 鼠 妖 (可 能 就 是 Einstein 所 说 的 鬼 波 )， 
可 以 在 猫 笼 间 穿行 ,构成 了 猫 笼 的 全 域 背 景 。 猫 可 以 随时 吃 掉 或 吐出 鼠 妖 (以 表示 
电子 吸收 和 放出 光量 子 ) ,但 猫 吃 掉 或 吐出 鼠 妖 后 ,会 出 现在 新 的 猫 笼 中 并 变 成 新 
的 猫 。 人 们 对 所 有 的 猫 笼 谈论 猫 的 个 性 是 没有 意义 的 ,只 有 观察 (测量 ) 到 某 个 猫 
笼 ( 量 子 态 ) ,才能 发 现 这 个 猫 笼 关 着 哪 只 猫 ( 波 包 塌 缩 ) ,或 谈论 是 黑 猫 还 是 白 猫 
( 厄 米 算 符 的 运算 )。 这 种 观察 (测量 ) 或 人 为 的 一 向 很 重要 ,因为 它 涉及 从 猫 笼 到 
猫 的 过 渡 , 涉 及 或 然 性 到 必然 性 的 转变 。 这 个 假象 模型 像 神话 故事 ,在 经 典 物理 和 
传统 的 量子 力学 中 是 无 法 列举 的 。 因 为 在 经 典 物理 和 传统 的 量子 力学 中 无 法 描述 
鼠 妖 的 行踪 (光量 子 的 时 空间 隔 为 零 ) ,也 不 能 通过 鼠 妖 在 猫 笼 间 穿 行 来 描述 各 个 
猎 笼 的 因果 联系 (传统 Hilbert 空间 分 立 相 格 相互 独立 ) ,更 不 能 说 清楚 猫 吃 掉 或 
吐出 鼠 妖 后 ,所 变 成 的 新 猫 (无 因果 性 )。 所 以 ,不 能 客观 地 说 清 猫 和 和 鼠 妖 的 关系 ， 
也 就 无 法 给 出 微观 量子 的 真实 性 。 
. 传统 量子 力学 缺少 与 之 相对 应 的 几何 空间 ,微观 客体 无 法 给 出 时 空 对 应 点 ,这 
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时 讨论 态 函数 的 几率 诠释 显然 有 其 局 限 性 。 这 好 比 在 二 维 的 影子 平面 不 可 能 正 
确 \ 全 面 地 描述 三 维 质点 的 运动 行为 。 同 样 ,在 三 维 影子 空间 ,也 不 可 能 正确 、 全 面 
地 刻画 四 维 空间 中 微观 客体 的 运动 规律 和 耦合 关系 。 我 们 说 量子 猫 不 等 同 于 现实 
猫 ,量子 猫 可 以 由 白 猫 变 为 黑 猫 ,可 以 大 猫 和 小 猫 互 变 , 亦 可 以 猫 变 为 鼠 妖 ,或 鼠 妖 
变 为 猫 。 现 实 中 猫 这 样 的 变化 人 们 可 能 认为 是 魔术 ,并 不 知道 也 不 了 解 变化 的 细 
节 ; 但 对 量子 猫 而 言 ,这 种 变化 确实 是 很 自然 的 。 正 粒子 ( 白 猫 ) 或 反 粒子 ( 黑 猫 ) 通 
过 质量 间隙 吸收 或 放出 光量 子 ( 鼠 妖 ) ,以 及 它们 之 间 相互 耦合 并 产生 和 泽 灭 粒子 
对 ,这 都 可 以 通过 双 曲 Minkowski 几何 的 方向 奇异 性 而 得 到 演变 细节 和 因果 关 
系 。 当 然 , 这 需要 建立 以 Minkowski 几何 为 原 空间 的 Hilbert 空间 ,在 狭义 相对 论 
和 量子 力学 统一 的 数学 框架 下 得 以 实现 。 对 现实 猫 ( 实 物 粒 子 ) 而 言 ,由 于 缺少 描 
述 鼠 妖 ( 光 量子 ) 的 方法 和 手段 , 猫 的 变化 和 行踪 只 能 用 大 概 和 可 能 的 词汇 是 可 以 
理解 的 。 光 量子 在 Minkowski 几何 中 为 零 因子 ,即时 空间 隔 为 零 , 在 Minkowski 
几何 或 Hilbert 空间 不 能 描述 光量 子 的 局 域 性 ,这 是 传统 理论 不 能 描述 实物 粒子 
(现实 猫 ) 与 光量 子 ( 鼠 妖 ) 转 变 的 真正 原因 。 
“ 猫 ? 和 “ 猫 笼 ” 的 关系 类 同 于 Van Fraassen 的 量子 力学 的 模 态 解释 。 可 以 将 
“ Schr6dinger 猫 对 应 Van Fraassen 的 量子 力学 的 模 态 解释 中 的 “实际 事件 态 ”“ 猫 
第 ”对 应 “可 能 事件 态 ”。“ 猫 笼 ”" 对 应 所 有 和 加 的 量子 态 ,一 组 本 征 态 是 一 系列 “ 猫 
笼 ”"。 每 个 本 征 态 都 可 能 出 现 ,都 对 应 一 个 确定 的 值 ,说 明 每 个 “ 猫 笼 ”都 有 可 能 关 
着 一 只 “ 猫 ”，, 对 应 着 “可 能 事件 态 ”。 当 实际 测量 时 ,哪个 “ 猫 笼 ” 关 着 “ 猫 ”, 是 只 什 
么 样 的 “ 猫 ”, 是 完全 确定 的 ,是 “实际 事件 态 ”。 测 量 是 从 可 能 事件 态 到 实际 事件 态 
的 过 渡 , 也 是 统计 “ 猫 笼 ”到 统计 “ 猫 ” 的 转变 。 所 不 同 的 是 ,“ 猫 ”不 是 经 典 的 猫 , 它 
不 是 不 变 的 ,而 是 随 实际 测量 发 生变 化 的 ,这 涉及 有 静 质 量 粒子 与 光量 子 的 耦合 关 
系 。Van Fraassen 的 模 态 解释 只 给 出 了 可 能 事件 态 与 实际 事件 态 的 区 别 ,而 对 实 
际 事件 态 的 因果 性 却 没有 给 出 令 人 信服 的 论述 。 其 实 , 说 清 猫 和 鼠 妖 的 关系 ,也 就 
描述 了 有 静 质 量 粒子 与 光量 子 的 因果 联系 。 这 种 联系 不 仅仅 表现 了 经 典 量子 力学 
的 统计 意义 ,重要 的 是 这 种 统计 关系 是 建立 在 具有 个 体 决定 性 基础 之 上 的 。 当 然 ， 
在 经 典 量子 力学 中 谈论 有 静 质量 粒子 与 光量 子 的 耦合 关系 , 亦 即 猫 和 鼠 妖 的 转变 
关系 是 有 局 限 性 的 。 


9.4” 态 函数 中 的 隐 变 量 


探索 Schr6dinger 猫 的 目的 就 是 寻找 量子 的 真实 性 ,但 什么 是 量子 的 真实 性 ， 
用 Schrodinger 猫 的 死 或 活 能 反映 量子 的 真实 性 吗 ? Feynman 在 他 的 《物理 学 讲 
义 》) 中 说 过 ,量子 力学 神秘 的 核心 包含 在 双 缝 实验 之 中 。 本 节 从 电子 的 双 缝 实验 入 
手 , 试 图 通过 双 曲 复 空间 的 几何 性 质 结合 隐 变 量 理论 表述 量子 客体 的 运动 行为 ,从 
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而 揭 开 量子 理论 真实 性 和 神秘 性 的 面纱 。Bohm 的 隐 变 量 理论 将 量子 力学 本 体 论 
中 可 存在 量 分 为 定 域 的 和 全 域 的 两 类 。 定 域 的 为 可 观察 量 ; 全 域 的 为 背景 ,并 支配 
可 观察 量 的 运动 行为 。 在 双 锋 实验 中 , 当 电 子 通过 双 缝 时 ,电子 本 身 是 定 域 的 ,但 
不 是 孤立 的 。 它 有 一 个 全 域 的 背景 ,这 个 背景 就 是 真空 ,是 电磁 场 ,也 是 电子 与 光 
子 耦合 的 时 空间 。 定 域 的 电子 在 运动 中 不 断 地 与 全 域 场 相互 耦合 ,使 全 域 的 背景 
场 带 有 了 定 域 电子 的 信息 ;反之 , 定 域 电子 的 运动 受到 相干 光 构 成 的 全 域 背 景 所 支 
配 ,在 电子 进入 双 细 前 通过 吸收 或 放出 光量 子 使 这 个 真空 背景 已 经 形成 了 相干 光 
双 甸 入射 的 空间 分 布 。 当 电子 一 个 一 个 射 向 双 终 后 ,与 真空 中 释 加 的 相干 光 相 互 
作用 交换 能 量 ,由 光 的 相干 条 件 , 在 不 同 空间 位 置 相关 光 的 强度 不 同 , 对 电子 施加 
的 影响 也 不 同 ,使 受到 相干 光 调剂 后 的 电子 形成 了 与 相干 光 类 同 的 入 射 条 纹 。 
Bohm 的 博士 生 Philippidis 与 Bohm 的 合作 者 Haley, 用 计算 机 模拟 了 双 缝 后 粒子 
的 径 迹 系 综 ,所 得 结果 跟 量子 理论 所 预示 的 屏 上 粒子 密度 分 布 是 一 致 的 ,说 明定 域 
电子 与 全 域 场 的 相互 耦合 具有 微观 规律 的 真实 性 。 

对 于 如 何 解释 定 域 和 全 域 的 关联 问题 ,可 以 从 本 von Neumann 的 量子 力学 的 
标准 体系 说 起 。Von Neumann 使 量子 力学 表述 为 Hilbert 空间 中 厄 米 算 符 的 运 


算 ,建立 了 量子 力学 的 好 加 体系。 离散 谱 丸 ~ a; 3 | ) 人 (cx | 对 应 于 Hilbert 


空间 的 相 空间 ,每 一 个 分 立 的 量子 态 对 应 相 空间 的 一 个 时 空 相 格 。 在 传统 的 Hil- 
bert 空间 , 原 空间 为 Euclidean 空间 , 相 格 之 间 没 有 特殊 的 联系 和 约定 。 但 在 广 域 
Hilbert 空间 , 由 于 原 空间 为 Minkowski 空间 ,每 一 个 分 立 的 量子 态 对 应 相 空 间 的 
一 个 时 空 相 格 , 非 质点 相 格 最 小 线 度 表示 实物 粒子 的 特征 长 度 。 由 于 Minkowski 
空间 的 方向 奇异 性 ,两 个 不 同 的 相 格 之 间 的 线 度 与 光量 子 相 干 波长 的 倍数 联系 起 
来 ,使 有 静 质 量 粒子 相互 关联 的 空间 线 度 与 光量 子 的 相干 波长 在 Minkowski 空间 
中 找到 了 一 种 几何 关联 。 我 们 可 以 描述 这 样 一 幅 绘 景 ,将 Von Neumann 的 量子 
力学 的 标准 体系 表述 为 Minkowski 几何 所 对 应 的 广 域 Hilbert 相 空 间 的 厄 米 算 符 


的 运算 。 定 域 的 可 观察 量 (如 电子 ) 的 是 A" 的 本 征 值 ， |g ) (路 | 是 与 之 对 


应 的 本 征 映射 ,本 征 态 | gh 对 应 广 域 Hilbert 相 空间 的 一 个 时 空 相 格 ,整个 相 空 
间 的 所 有 相 格 都 是 通过 光量 子 取得 因果 联系 。 因 此 ,有 遂 质 量 的 定 域 粒子 的 全 域 
背景 是 用 光量 子 联系 的 电磁 场 , 它 们 之 间 的 关联 在 Minkowski 空间 通过 类 时 区 与 
类 光 区 得 到 了 几何 解释 。 

Bohm 的 隐 变 量 理论 将 量子 力学 本 体 论 中 定 域 的 可 观察 量 看 做 隐 含 于 态 函 数 
中 的 量子 势 ,写作 指数 形式 a 二 e*, 其 中 , $ 为 实数 。 式 (8. 5. 16) 可 能 就 是 Bohm 


所 追求 的 隐 含 于 态 函 数 中 的 量子 势 。 取 $ 二 到 mn 一 士 1, 士 2, 土 3,…, 则 定 域 
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量子 势 为 a 一 es ,表示 实物 粒子 量子 用 迁 前 后 所 对 应 的 空间 关联 ;如 果 将 办 
全 二 nk 也 看 做 是 相干 光 的 干涉 或 衍射 条 件 , 则 a” 一。 了， 为 相干 光 干涉 的 指数 


形式 。 实 物 粒子 与 相干 光 耦 合 满足 相位 因子 关系 式 a*a = 1, 使 粒子 跃迁 前 后 的 
态 函 数 相等 。 可 以 说 ,Bohm 所 追求 的 隐 含 于 态 函 数 中 的 量子 势 应 该 是 实物 粒子 
吸收 或 放出 相干 光量 子 所 满足 的 衍射 条 件 。 当 实物 粒子 吸收 或 放出 相干 光量 子 
时 ,它们 之 间 就 建立 起 一 种 时 空 联系 ,实物 粒子 的 空间 分 布 受到 了 相干 光 的 干涉 或 
衍射 条 件 的 调剂 ,形成 了 微观 粒子 类 同 于 相干 光 的 干涉 或 衍射 图 样 。 与 光 的 衍射 
区 别 是 ,实物 粒子 与 相干 光量 子 是 二 元 函数 ,应 该 用 复 指数 形式 表示 它们 之 间 的 夺 
合 关 系 ,而 归 一 化 相位 因子 “ 隐 含 ”在 态 函 数 关系 式 (8. 5. 15) 中 。 

本 征 态 函数 几率 诠释 的 正 交 归 一 关系 式 (8. 3. 5) 对 应 于 Minkowski 几何 , 隐 
会 了 四 维 位 型 空间 和 四 维 动量 能 量 空间 的 零度 量 关 系 。 复 数 的 二 元 性 体现 了 复数 
中 实 部 与 虚 部 的 区 别 和 联系 ,复数 的 度量 或 模 方 表现 为 时 空间 隔 不 变量 。 当 时 空 
间隔 为 零 时 ,复数 的 实 部 和 虚 部 为 一 种 对 等 关系 ,应 用 在 物理 中 包含 了 实物 粒子 与 
光量 子 的 内 在 关联 。 如 果 复数 式 (1. 1. 3) 的 实 部 a 表示 光量 子 的 空间 量度 , 虚 部 ~ 
表示 实物 粒子 的 空间 量度 , 则 Ar = Le 刻画 了 实物 粒子 与 光量 子 在 相互 转化 过 程 


中 空间 量度 的 等 量 关系 ;而 Ap = 人 = p. 刻画 了 实物 粒子 与 光量 子 耦合 能 量 动 


量 的 等 量 关系 和 转化 关系 。 这 种 三 维 空间 和 一 维 时 间 的 对 等 关系 表现 为 复数 的 四 
维 时 空间 隔 为 零度 量 , 说 明 本 征 态 函 数 隐 含 了 粒子 和 场 的 二 元 性 ,这 是 微观 客体 态 
函数 只 能 取 复 数 而 不 能 取 实 数 的 一 个 合理 解释 。 

Bohm 认为 ,不 确定 关系 是 由 更 深层 次 的 隐 和 参量 决定 的 表 观 现象 。 四 维 确定 
关系 AX* AP = 0 应 该 是 三 维 不 确定 关系 深层 次 的 隐 参 量 , 它 隐 含 了 量子 系统 的 
几何 关联 ,也 隐 含 了 定 域 粒子 与 全 域 场 的 因果 关联 。 四 维 不 变量 AX* AP = 0 所 
对 应 的 分 量 形式 具有 不 确定 关系 ,可 写 为 ArAtp 二 功 ,AIAE = 功 ， 或 写成 


AzAp: >h, AIAE 一 CapD( 竺 )=2 (9.4.1) 
从 形式 上 看 , 式 (9. 4.1) 是 三 维 形式 的 不 确定 关系 ,在 传统 量子 理论 中 它们 具有 各 


种 不 同 的 物理 诠释 。 但 是 在 四 维 Minkowski 空间 ,四 维 时 空间 隔 等 于 零 , 对 应 着 
四 维 复数 的 实 部 和 虚 部 相等 , 即 
AE 


Az = cAt, AP pe (9. 4. 2) 
式 (9.4. 2) 说 明 , 三 维 形式 的 不 确定 关系 式 (9. 4. 1) 在 Minkowski 四 维 位 型 空间 和 
四 维 动量 能 量 空间 对 应 的 是 一 种 确定 关系 ,对 应 着 实物 粒子 和 光量 子 相互 转化 的 


等 量 关系 。 
不 确定 关系 式 (9. 4. 1) 应 该 与 测量 无 关 , 它 刻画 了 量子 跃迁 的 因果 过 程 。 如 果 
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取 粒 子 两 个 本 征 态 的 空间 间隔 Az = cAz, 吸收 或 放出 的 光量 子 以 光速 运动 ,运动 
时 间 为 At 一 垂 。 而 实物 粒子 在 用 迁 前 后 动量 改变 量 Ap = A = p., 它 与 吸收 或 


C C 
放出 光量 子 的 动量 p. 相对 应 。 量 子路 迁 式 (9. 4. 2) 满 足 动量 守恒 和 能 量 守恒 。 坐 
标 与 动量 的 不 确定 关系 和 时 间 与 能 量 的 不 确定 关系 表现 了 一 种 对 等 关联 ,这 时 的 
时 间 间 隔 应 该 是 量子 搁 迁 时 吸收 或 放出 一 个 光子 的 时 间 , 也 是 实物 粒子 跃迁 前 后 
位 置 改变 的 时 间 。 这 些 量子 信息 应 隐 含 于 式 (8. 9. 14) 本 征 态 函数 归 一 化 表示 的 相 


位 因子 之 中 ,它们 通过 指数 形式 表现 为 量子 势 4 二 i“ 和 a 一 e 过。 所 以 ,本 征 
态 函数 的 几率 诠释 隐 含 了 不 确定 关系 , 隐 含 了 电子 与 相干 光 耦 合 的 干涉 和 衍射 
条 件 。 

量子 势 与 无 限 维 广 域 Hilbert 相 空 间 对 应 起 来 ,赋予 了 非 欧 空 间 的 几何 意义 。 
只 有 当 电子 吸收 或 放出 光子 或 与 光 信 号 取得 因果 联系 时 , 它们 共同 表现 为 波 粒 二 
象 性 ,这 也 应 该 为 本 征 态 函数 几率 诠释 的 隐 变 量 。 由 修改 后 的 波 粒 二 象 性 式 


《7.4 2), 取 波 数 k 一 下 ,加 频率 6 一 2mw, 则 Ap 一 全 一 也 和 AE 一 肌 二 加 ,所 


以 本 征 态 函 数 关系 式 (8. 9. 13) 和 (8. 9. 14) 的 虚 指 数 因 子 中 包含 了 实物 粒子 与 光量 
子 灶 合 过 程 中 所 表现 的 波 粒 二 象 性 ,具有 微观 客体 量子 跃迁 的 因果 性 质 。 在 式 
(8, 9. 2) 或 (8. 9. 5) 中 , AX(Az,At) 是 实物 粒子 在 跃迁 前 后 分 别 对 应 的 空间 间隔 
和 时 间 间 隔 , APCAp,AE) 分 别 为 跃迁 前 后 的 动量 间隔 和 能 量 间 隔 。 微 观 客体 在 
量子 用 迁 前 后 的 空间 位 置 . 时 间 动 量 以 及 能 量 是 能 够 确定 的 。 当 将 它们 展开 成 式 
(8. 9. 12) 的 形式 ,可 显 含 于 式 (8. 9. 13) 本 征 态 函 数 的 虚 指 数 中 。 如 果 用 p(xzi ,4) 
和 g(xze ,tz) 分 别 表 示 实 物 粒子 在 跃迁 前 后 的 量子 本 征 态 ,由 Born 的 概率 解释 ， 
|p(z ,1)|? 和 | Plzz st2) 上? 是 发 现 粒子 的 概率 密度 ,但 从 qz19t1) 到 glx,t) 满 
足 式 (8. 5.15) ,代表 了 实物 粒子 与 光量 子 耦合 的 持续 性 和 分 立 性 。 由 于 光量 子 是 
一 个 整体 ,波长 有 一 定 线 度 ,量子 唉 迁 以 及 吸收 或 放出 光量 子 需 要 一 定 的 时 间 间 隔 
At。 在 这 个 时 间 间 隔 At 的 前 后 ,实物 粒子 的 坐标 和 动量 是 确定 的 ,只 在 耦合 过 程 
中 实物 粒子 的 坐标 和 动量 是 不 确定 的 。 

复数 的 二 元 性 可 在 所 对 应 的 复 空间 中 通过 几何 性 质 表现 出 来 ,而 与 复数 性 质 
相关 联 的 微观 客体 与 复 空间 之 间 也 应 存在 内 在 的 逻辑 关联 。 通 过 Minkowski 空 
间 类 时 区 的 定向 格式 化 ,使 类 时 区 两 个 几何 点 的 差 值 等 于 类 光 区 的 几何 点 ,可 用 于 
表示 类 时 区 的 两 物理 事件 与 类 光 区 的 一 个 物理 事件 取得 的 几何 联系 。 在 抽象 的 广 
域 Hilbert 相 空间 中 引入 这 种 定向 相 格 对 应 微观 客体 的 本 征 态 , 则 类 时 区 的 两 物 
理事 件 对 应 两 个 不 同 的 本 征 态 ,而 本 征 态 之 间 的 量子 肥 迁 与 类 光 区 的 物理 事件 相 
对 应 。 所 有 的 非 质点 相 格 与 粒子 所 有 的 本 征 态 相对 应 ,每 一 个 本 征 态 联系 着 一 个 
粒子 的 一 个 本 征 函 数 。 某 粒子 在 不 断 吸收 或 放出 光量 子 的 进程 中 ,其 本 征 态 和 本 
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征 函 数 不 断 地 变化 ,使 粒子 与 场 的 关联 表现 了 力学 和 电磁 性 质 的 转换 关系 和 因果 
联系 。 多 粒子 对 应 的 任意 态 函 数 可 以 看 做 是 所 有 单 粒子 所 对 应 的 本 征 函数 的 线性 
组 合 , 则 任意 态 函 数 的 几率 诠释 为 粒子 在 各 个 本 征 态 出 现 的 几率 ,表现 了 态 函 数 的 
统计 性 。 所 以 ,任意 态 函数 的 几率 诠释 隐 含 了 不 同 本 征 态 之 间 进 行 量子 跃迁 的 概 
率 分 布 ,也 隐 含 了 Minkowski 空间 的 几何 性 质 。 态 函数 的 几率 诠释 与 Minkowski 
空间 的 几何 性 质 相 联系 ,在 四 维 乃 至 八 维 Minkowski 空间 进行 量子 解释 有 助 于 狭 
义 相 对 论 和 量子 力学 的 一 元 化 表述 ,有 助 于 对 非 欧 空间 的 了 解 。 


9.5 态 函 数 的 几率 诠释 和 因果 诠释 


本 节 结 合 Born 的 观点 在 Minkowski 复 空间 或 广 域 Hilbert 相 空间 中 论述 态 
函数 的 几率 诠释 和 因果 诠释 。Born 认为 ,不 确定 关系 和 态 函 数 的 几率 干涉 对 应 着 
两 个 量子 效应 ,粒子 的 波动 性 不 能 对 微观 客体 从 初始 状态 计算 出 准 会 发 生 什 么 , 粒 
子 碰 擅 的 结果 是 怎样 ,这 导致 几率 解释 只 能 是 统计 性 的 。Born 放弃 因果 性 解释 应 
该 是 受到 了 数学 基础 存在 缺陷 的 影响 ,在 对 孤立 客体 缺少 几何 描述 的 前 提 下 ,论述 
粒子 的 波 粒 二 象 性 和 不 确定 关系 必然 缺乏 因果 性 。 只 有 在 广 域 Hilbert 相 空间 中 
将 电子 的 双 颖 衍射 解释 为 定 域 的 可 观察 电子 和 全 域 背 景 的 场 的 相互 耦合 ,通过 
Minkowski 复 空间 类 时 区 和 类 光 区 的 几何 关联 ,才能 对 Born 的 几率 诠释 给 出 具 
有 个 体 决 定性 的 因果 解释 。 

为 了 对 Born 几率 诠释 赋予 因果 解释 ,可 以 从 统计 规律 性 和 个 体 决定 性 两 方面 
论述 。 首 先 讨论 统计 规律 性 。 量 子 统计 和 经 典 统计 的 差异 应 该 表现 在 统计 的 对 象 
不 同 。 经 典 力学 或 狭义 相对 论 力学 描述 的 对 象 是 物体 或 实物 客体 ,不 管 是 力学 规 
律 还 是 统计 规律 都 对 应 着 数量 不 同 的 物体 这 个 客观 的 研究 对 象 。 但 量子 力学 的 统 
计 对 象 并 不 是 实物 客体 ,而 是 实物 客体 可 能 处 于 的 微观 状态 。Hilbert 相 空间 中 无 
穷 多 个 分 立 相 格 都 是 实物 粒子 可 能 出 现 的 量子 本 征 态 , 任 一 态 函 数 y 可 用 这 些 本 
征 态 函数 的 线性 释 加 来 表示 ,如 式 (8. 5. 19)。 所 有 量子 态 发 现 粒子 的 概率 应 归 一 ， 
这 就 是 一 般 态 函 数 几 率 诠释 的 归 一 化 表示 ,如 式 (8. 5. 20)。 前 文 列举 了 站 点 与 人 
的 关系 ,经 典 统计 的 对 象 好 比 是 站 点 上 的 人 。 对 单个 人 来 讲 , 遵 守 的 是 必然 规律 ， 
对 多 数 人 的 集体 行为 对 应 统计 平均 值 ,遵守 的 是 或 然 规律 或 统计 规律 ;但 量子 统计 
的 对 象 不 是 人 而 是 站 点 ,是 人 可 能 出 现 的 所 有 站 点 ,人 在 所 有 站 点 出 现 的 概率 应 为 
一 。 由 于 人 可 以 在 这 个 站 点 ,也 可 以 在 那个 站 点 ,每 一 个 站 点 出 现 人 的 概率 都 相 
等 。 但 一 旦 在 某 个 站 点 发 现 要 找 的 人 , 则 该 人 在 这 个 站 台 出 现 的 概率 就 为 一 ,而 其 
他 站 点 出 现 人 的 概率 应 为 零 ,这 可 能 就 是 量子 力学 中 的 “ 波 包 塌 陷 ?。Schr6dinger 
猫 的 情况 也 是 如 此 。 对 所 有 猫 笼 取 概率 统计 ,发 现 猫 的 概率 应 归 一 。 但 要 发 现 猫 
在 哪个 猫 和 沦 ,需要 观察 和 寻找 ,需要 人 为 的 “一 痪 ”, 当 确定 了 猫 和 某 个 猫 笼 的 联系 ， 
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也 就 完成 了 “ 波 包 塌陷 >。 所 以 ,量子 统计 的 对 象 是 广 域 Hilbert 相 空间 中 无 穷 多 
个 分 立 相 格 , 是 微观 客体 可 能 处 于 的 所 有 量子 本 征 态 。 哪 个 本 征 态 会 发 现 粒子 需 
要 测量 ,人 为 的 “一 痪 ”实现 了 量子 力学 中 的 “ 波 包 塌 陷 ”, 也 实现 了 由 或 然 性 到 必然 
性 的 转变 。 将 式 (8. 5. 20) 利 用 5 函数 可 “塌陷 ”到 式 (8. 3. 5) 。 当 z' 一 z 时 ,本 征 态 
粒子 出 现 的 概率 为 一 , zx 冯 的 其 他 本 征 态 粒子 出 现 的 概率 为 零 。 需 要 强调 的 
是 ,粒子 的 存在 是 第 一 性 的 ,是 客观 存在 的 ;寻找 或 测量 是 第 二 性 的 ,是 人 为 的 主观 
行为 。 但 不 测量 ,只 对 粒子 可 能 出 现 的 量子 态 说 是 发 现 粒子 的 概率 是 没有 意义 的 。 
人 为 的 “一 剖 ”, 确 定 了 粒子 出 现 的 位 置 和 性 质 , 也 实现 了 统计 对 象 从 可 能 的 量子 态 
到 实物 粒子 的 转变 。 在 测量 过 程 中 测量 的 仪器 可 能 改变 粒子 的 性 质 ,但 这 并 不 影 
响 物 质 存在 是 第 一 性 的 唯物 主义 观点 。 

其 次 ,Born 认为 量子 力学 不 能 对 微观 客体 从 初始 状态 计算 出 准 会 发 生 什么 ， 
是 缺少 对 量子 个 体 决定 性 的 描述 。 在 四 维 时 空中 ,量子 个 体 决定 性 应 表示 实物 粒 
子 与 光量 子 耦 合 的 量子 过 程 , 这 是 一 个 二 元 函数 ,涉及 复数 的 实 部 和 虚 部 的 关联 ; 
而 经 典 描述 为 实物 客体 的 孤立 行为 ,是 一 元 函数 ,可 用 实数 表示 。 经 典 描述 和 量子 
描述 的 差异 还 表现 在 对 客体 的 “过 程 " 和 “状态 ”的 不 同 表述 。 人 所 处 的 站 点 以 及 某 
个 有 Schr6dinger 猫 的 猫 笼 对 应 着 一 个 状态 ,人 或 猫 从 哪 来 到 哪 去 是 不 确定 的 ,但 
当 人 和 车 或 猫 和 鼠 妖 组 合 在 一 起 就 构成 了 一 个 因果 过 程 。 在 站 点 如 不 考虑 人 和 车 
的 联系 ,就 说 不 清 人 从 哪 站 来 到 哪 站 去 ,将 人 和 车 统一 考虑 就 完成 了 一 个 因果 过 
程 。 同 样 从 Schr6dinger 猫 的 角度 ,缺少 猫 和 鼠 妖 的 联系 ,就 说 不 清 大 猫 变 小 猫 或 
小 猫 变 大 猫 , 猫 变 鼠 妖 或 鼠 妖 变 猫 的 客观 过 程 ,将 猫 和 和 鼠 妖 的 转换 过 程 表述 出 来 也 
就 完成 了 一 个 个 体 决 定性 描述 。 

量子 统计 中 将 粒子 和 场 作为 一 个 辩证 统一 体 ,一 个 个 体 的 量子 跃迁 对 应 着 实 
物 粒 子 与 光量 子 的 相互 作用 ,考虑 它们 的 相互 转换 关系 就 是 一 个 因果 性 描述 ,也 是 
一 个 量子 个 体 决 定性 描述 。 式 (8. 5. 15) 中 glzi,t1) 和 g(xzz ,ts) 代表 不 同 的 本 征 
态 函 数 ,对 应 微观 客体 的 不 同 “ 状 态 ”。 由 量子 势 a* a 一 1, 将 因 plzi,t1) 和 果 
9(zz,t2) 联系 起 来 就 完成 了 一 个 因果 过 程 ,所 有 态 函 数 的 等 值 联系 对 应 着 实物 粒 
子 和 光量 子 耦合 的 微观 过 程 。 因 此 , Born 的 态 函 数 几率 诠释 只 对 应 一 个 微观 状 
态 , 是 问题 的 一 半 , 而 另 一 半 是 联系 两 个 状态 间 的 微观 过 程 。 由 于 本 征 态 之 间 的 联 
系 具有 量子 个 体 决定 性 ,应 该 满足 Born 所 追求 的 对 微观 客体 从 初始 状态 计算 准 会 
发 生 什么 的 条 件 , 能 够 表述 粒子 从 哪里 来 ,到 哪里 去 。 

经 典 描述 能 从 初始 状态 计算 出 准 会 发 生 什 么 ,是 有 一 个 能 描述 物体 运动 规律 
的 几何 背景 。 而 四 维 Minkowski 几何 应 该 为 量子 客体 提供 这 种 因果 性 描述 的 必 
要 条 件 。 实 物 粒 子 耦 合 光量 子 前 后 在 类 时 区 对 应 不 同 的 时 空 坐标 ,光量 子 在 类 光 
区 也 对 应 相应 的 时 空 坐标 ,通过 类 时 区 与 类 光 区 几何 关联 就 刻画 了 一 个 具有 因果 
性 质 的 量子 过 程 。 因 此 四 维 时 空 的 因果 性 对 应 着 物 态 的 二 元 性 质 ,量子 跃迁 联系 
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着 Minkowski 空间 的 特定 方向 ,联系 着 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 。Born 所 设 
定 的 粒子 态 函 数 几率 诠释 ,局 限 在 或 延续 了 经 典 物理 的 因果 表述 , 仅 对 孤立 的 实物 
粒子 所 处 某 个 量子 状态 进行 描述 ,说 不 清 微观 客体 准 会 发 生 什么 ,就 是 缺少 一 个 微 
观 过 程 的 描述 ,缺少 一 个 几何 对 应 。 实 物 粒子 的 变化 缺少 光量 子 的 参与 ,量子 过 程 
仅 描 述 微观 客体 的 独立 行为 是 不 完整 的 ,几率 解释 只 具有 统计 性 而 不 具有 因果 性 
就 可 以 理解 了 。Bohm 追求 隐 含 于 态 函 数 中 的 量子 势 ,只 考虑 实物 粒子 而 不 考虑 


场 或 光量 子 存在 的 缺陷 也 在 这 里 ,只 有 将 实物 粒子 和 光量 子 的 量子 势 a 二 ctw 和 


a" = ei 统一 起 来 ,才能 完整 地 表述 量子 力学 中 的 个 体 决定 性 ,才能 对 微观 客 
体 从 初始 状态 计算 出 准 会 发 生 什么 。 现 在 可 以 完整 地 给 出 态 函 数 的 几率 诠释 和 因 
果 诠 释 : 

(1) 粒子 的 本 征 态 函数 与 Minkowski 空间 的 零 时 空间 隔 相对 应 ,包含 了 粒子 
的 量子 唉 迁 与 光量 子 的 相互 作用 , 隐 含 了 不 确定 关系 、 波 粒 二 象 性 以 及 粒子 与 场 的 
干涉 条 件 ,具有 个 体 决定 性 和 微观 因果 性 ,可 以 描述 微观 粒子 从 哪里 来 到 哪里 去 。 

(2) 广 域 Hilbert 相 空间 中 ,每 一 个 分 立 相 格 对 应 一 个 微观 客体 的 本 征 态 或 量 
子 态 ,每 个 量子 态 出 现 粒子 的 概率 均 相等 ,一 般 态 函数 可 以 用 本 征 态 函 数 完全 集 的 
线性 组 合 表示 , 态 函 数 的 概率 密度 刻画 了 量子 态 的 统计 分 布 ,所 有 相 格 出 现 粒子 的 
概率 满足 归 一 化 条 件 。 

(3) 可 观察 量 是 量子 理论 的 基础 ,测量 使 对 量子 态 的 统计 过 渡 到 对 实物 客体 
的 统计 ,是 或 然 性 到 必然 性 的 转变 。 测 量 可 以 影响 粒子 客观 行为 ,但 客观 规律 是 第 
一 性 的 。 


9.6 找 回 Einstein 不 掷 色 子 的 “上帝 ” 


Einstein 所 信仰 的 不 撕 色 子 的 “上 帝 ”, 是 离开 人 的 精神 而 独立 的 客观 世界 ,是 
终极 实在 ,这 种 物理 实在 由 空间 、 时 间 和 力 等 概念 来 表征 。Einstein 承认 量子 力学 
是 一 个 富有 成 效 的 学 说 ,但 认为 它 并 没有 接触 到 事物 的 究 根 。 因 为 建立 在 自然 界 
的 规律 不 是 只 讲 可 能 性 及 其 变化 ,而 是 讲 实体 在 时 间 和 空间 上 的 变化 。 不 能 把 过 
渡 的 不 完备 的 量子 力学 理论 作为 真正 的 自然 观 来 对 待 , 也 不 能 作为 否定 因果 决定 
论 的 根据 。Einstein 的 观点 在 Minkowski 空间 和 广 域 Hilbert 相 空 间 中 可 以 得 到 
验证 。 微 观 客体 本 身 的 运动 规律 遵循 经 典 力学 或 狭义 相对 论 力学 规律 ,运动 轨迹 
或 世界 线 与 Minkowski 几何 相对 应 。 实 物 客体 与 光量 子 的 耦合 遵循 力学 规律 和 
电磁 场 规 律 ,对 应 着 Minkowski 空间 类 时 区 与 类 光 区 在 特定 方向 上 的 几何 关联 。 
显然 ,量子 力学 的 终极 实在 对 应 着 广 域 Hilbert 相 空间 ,是 经 典 力学 、 相 对 论 力 学 
和 场 论 的 综合 体现 。 

考虑 实物 粒子 与 场 的 综合 效应 就 应 该 抛弃 传统 的 因果 规律 和 决定 论 , 也 应 该 
抛弃 Einstein 所 设 定 的 物理 实在 的 传统 框架 。 其 实 , Einstein 为 否定 量子 解释 所 
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设计 的 EPR 伴 泌 实验 ,也 移植 了 传统 决定 论 观念 。 例 如 ,将 实物 粒子 看 做 客观 实 
在 ,忽略 了 态 函 数 中 实物 粒子 与 光量 子 的 联系 ,不 交代 清楚 两 个 粒子 以 何 种 方式 相 
互 作 用 ,就 无 法 确定 它们 之 间 的 因果 联系 。 另 外 ,同时 确定 粒子 的 动量 和 位 置 带 有 
经 典 的 含义 ,不 适用 微观 客体 的 量子 解释 ,显然 ,这 种 具有 瑕 羔 的 理想 实验 是 难以 
对 量子 诠释 作出 有 说 服 力 的 解释 。 在 狭义 相对 论 中 ,Einstein 是 站 在 思辩 的 立场 ， 
以 物理 基本 假设 为 基础 来 解释 实验 现象 。 传 统 Minkowski 空间 具有 数学 算法 的 
局 限 性 ,不 能 解决 非 欧 几 何 中 任意 两 点 间 的 距离 问题 ,也 就 不 能 定义 内 积 空 间 的 度 
量 和 范 数 ,这 也 是 量子 力学 不 能 给 出 个 体 决定 性 和 因果 解释 的 根源 。 

传统 量子 力学 中 的 波 粒 二 象 性 .Einstein-de Broglie 关系 以 及 不 确定 关系 等 基 
本 原理 和 基本 假设 ,在 广 域 Hilbert 相 空间 可 以 从 非 质点 相 格 的 相互 关联 中 得 到 
相应 的 几何 解释 。 粒 子 和 场 共 同 遵 守 的 Einstein-de Broglie 关系 满足 能 量 守恒 和 
动量 守恒 。Compton 散射 描述 了 量子 跃迁 中 电子 与 光量 子 的 看 合 ,为 Einstein-de 
Broglie 关系 提供 了 实验 验证 。 所 谓 的 “ 波 粒 二 象 性 ”应 该 是 实物 粒子 的 波动 性 和 
光量 子 的 粒子 性 形成 辩证 统一 体 ,单独 谈论 某 个 微观 粒子 的 波 粒 二 象 性 是 没有 意 
义 的 ,单独 表述 实物 粒子 的 因果 性 也 是 片面 的 。 将 实物 粒子 和 光量 子 两 者 的 转化 
和 运动 规律 结合 起 来 才能 给 出 一 个 完整 的 ,具有 因果 性 质 的 客观 描述 ,而 类 时 区 与 
类 光 区 的 联系 为 这 种 因果 描述 提供 了 几何 背景 。 因 此 ,不 管 是 表征 粒子 性 的 
Compton 散射 ,还 是 表征 波动 性 的 电子 的 衍射 ,在 Minkowski 空间 中 通过 量子 唉 
迁都 能 得 到 合理 的 几何 解释 。 在 粒子 和 场 耦合 时 ,空间 和 动量 的 不 确定 关系 与 时 
间 和 能 量 的 不 确定 关系 具有 一 种 等 量 联系 ,它们 均 可 作为 四 维 时 空间 隔 和 四 维 动 
量 间隔 等 于 零 时 的 分 量 形式 。 当 态 函 数 的 几率 诠释 与 Minkowski 复 空间 零度 量 
联系 时 ,就 隐 含 了 波 粒 二 象 性 和 不 确定 关系 , 隐 含 了 粒子 的 几率 干涉 。 或 者 说 , 波 粒 
二 象 性 ,不 确定 关系 以 及 态 函 数 的 几率 干涉 是 实物 粒子 和 光量 子 相互 耦合 的 产物 。 

广 域 Hilbert 相 空间 中 ,粒子 态 函 数 的 几率 诠释 隐 含 了 一 个 与 类 时 区 和 类 光 
区 相互 关联 的 量子 过 程 ,实物 粒子 和 光量 子 的 量子 势 填补 了 Born 放弃 个 体 的 决定 
论 的 理由 的 空白 。Born 对 粒子 态 函 数 的 几率 诠释 由 于 缺少 表示 光量 子 参与 的 量 
子 过 程 ,粒子 的 突变 、 从 哪里 来 .到 哪里 去 是 无 法 进行 因果 描述 的 ,因此 数学 基础 的 
瑕 症 导 致 了 传统 量子 描述 的 不 完备 性 。 粒 子 态 函数 的 几率 诠释 与 Minkowski 空 
间 的 四 维 时 空间 隔 不 变量 和 四 维 能 量 动量 间隔 不 变量 相对 应 ,使 量子 力学 所 描述 
的 微观 理论 赋予 了 非 欧 几 何 的 数学 背景 。 同 时 , 态 函数 的 几率 诠释 也 隐 含 了 具有 
因果 性 质 的 物理 变量 和 数学 变量 。 类 时 区 与 类 光 区 的 定向 联系 使 微观 客体 的 运动 
行为 具有 了 因果 性 质 的 几何 解释 ,解决 了 微观 客体 从 哪里 来 ,到 哪里 去 的 问题 。 这 
种 包含 个 体 决 定性 的 本 征 态 函 数 , 隐 含 了 实物 客体 与 光 信号 相互 关联 的 因果 性 质 ， 
描绘 了 量子 力学 与 狭义 相对 论 具 有 统一 性 质 的 几何 图 景 ,可 能 正 是 Einstein 所 追 
求 不 掷 色 子 的 * 上 帝 ” 和 ”自然 的 因果 描述 ”。 
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有 人 说 ,数学 是 物理 的 工具 ;也 有 人 说 ,数学 和 物理 是 一 对 挛 生 姐妹 。 其 实 ， 
“工具 ”并 不 能 确切 表达 数学 与 物理 的 逻辑 关联 ,对 拧紧 一 个 螺丝 帽 , 扳 子 行 ,钳子 
行 ,用 手 也 行 , 它 们 都 可 作为 工具 ,但 它们 与 螺丝 帽 之 间 并 没有 内 在 的 关联 。 如 果 
将 物理 比 做 螺丝 帽 , 数 学 看 成 扳 子 、 钳 子 ,它们 之 间 并 不 具备 深层 次 的 关联 。 数 学 
作为 物理 的 基础 是 一 个 不 争 的 事实 ,但 如 何 摆 正 数学 ,物理 以 及 哲学 的 关系 ,是 一 
个 值得 探讨 的 问题 。 对 个 别 的 物理 问题 ,可 以 抛 开 数 学 的 含义 和 计算 ,也 可 以 不 赋 
予 其 哲学 意义 。 但 对 整个 系统 理论 ,从 和 谐 性 和 完备 性 的 角度 就 需要 考虑 数学 基 
础 框架 和 哲学 解释 的 问题 ,需要 理 顺 三 者 的 内 在 关联 。 数 学 与 物理 的 关联 ,最 重要 
的 也 是 最 直接 的 就 是 时 空 理论 的 联系 。 时 空 理论 的 对 称 性 .和 谐 性 完备 性 以 及 物 
质 不 同形 态 在 时 空中 的 演化 和 转变 过 程 ,都 可 归结 为 数学 与 物理 深层 次 的 内 在 
关联 。 


10.1 时 空 相 格 间 的 不 变量 


微观 客体 对 应 广 域 Hilbert 相 空 间 的 非 质点 相 格 , 相 格 之 间 的 定向 关联 对 应 
Minkowski 复 空间 的 方向 奇异 性 ,这 种 定向 相 格 之 间 的 内 在 关联 可 以 描述 实物 粒 
子 与 光量 子 的 耦合 关系 。 式 (8. 9. 1) 对 应 物理 事件 X1(d1,jz1) 和 Xslctz，,jz2) 的 
时 空间 隔 不 变量 ,将 式 (8. 9. 1) 中 两 式 相 加 和 相 减 ,有 

发 Xi + Xi Xs = Ri+ Rs U0.LD 
Xi X, — Xi Xi = Ri — RI 


取 
(10. 1.2) 
AR: = ER Ri 

则 

R? = R’ + AR’ 
忆 = R’— AR’ 
式 (10.1. 1) 至 (10. 1. 3) 为 两 个 用 光 信 号 联系 的 物理 事件 时 空间 隔 的 几何 关联 。 这 
一 方面 说 明 , 如 果 两 个 物理 事件 对 应 Hilbert 相 空 间 的 相 邻 相 格 , 相 格 间 的 度量 应 为 


(10.1.3) 
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坐标 变换 不 变量 ; 另 一 方面 , 当 类 时 区 的 两 个 时 空 点 或 两 个 物理 事件 X (ci ,jz) 
和 Xa《ctz ,jzs) 用 光 信 号 取得 因果 联系 时 ,它们 各 自 对 应 时 空 点 的 间隔 不 变量 要 发 
生 改 变 。 也 就 是 说 ,微观 粒子 吸收 或 放出 光量 子 的 前 后 ,在 Minkowski 复 空间 对 


应 不 同 的 时 空 相 格 ,它们 的 时 空间 隔 不 变量 发 生 的 改变 量 为 AR: 一 Ri 二 代 。 
在 Minkowski 复 空间 的 类 时 区 引入 


X= 二 (Xi 二 Xs) ec 
(10.1.4) 
AX— 直 (Xs 一 Xi) EE 
有 关系 式 : 
Xi 一 X 一 AX 
展 二 (10.1.5) 
式 (10.1.5) 为 两 个 物理 事件 的 几何 关联 , 而 式 (10.1.4) 中 第 二 式 满 足 式 
(8. 9. 2) AX" AX 二 0, 说 明 实 物 粒子 的 量子 唉 迁 所 对 应 的 光量 子 时 空间 隔 为 零 。 
式 (8. 9. 2) 的 分 量 形式 满足 Az = cAt, 即时 空 不 变量 的 时 间 分 量 和 空间 分 量具 有 
等 量 关系 ,当空 间 量子 化 时 ,时 间 也 应 该 对 应 量子 化 。 


在 动量 空间 取 Pi ( 呈 ,jp ) 和 P。 (至 ,jz ), 为 两 个 用 光 信号 联系 的 物理 事件 
的 四 维 动量 。 分 别 取 内 积 ,有 


P= 让 BR 一 所 一 moe 


Pi Ps 一 直到 一 站 一 mc 


式 (10.1. 6) 是 用 光 信 号 联系 的 两 个 物理 事件 分 别 对 应 的 质量 能 量 关系 式 。 在 
Minkowski 复 空间 的 类 时 区 中 P, ( 旦 ,jp ) 和 Ps (至 ,jz ) 的 连 线 平 行 或 生 直 类 


光 区 ,满足 式 (8. 9.4) 。 取 内 积 对 应 式 (8. 9. 5 为 实物 粒子 与 光量 子 耦 合 所 对 应 的 
能 量 动量 关系 式 。 将 式 (10. 1. 6) 两 式 相 加 和 相 减 ,注意 到 式 (8. 9. 4) ,整理 后 得 

Pr? Pi 十 P;y P, = mioc’ 十 zz 和 c2 

人 P,—P?P, = mic’ 一 zz 和 oc2 


(10. 1. 6)》 


(10.1.7) 
取 


P=#(PitP) ec 
(10.1.8) 


AP= 志 (P,P) EE 
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攻 一 P 一 AP 
P,= P+AP 
式 (10. 1. 9) 为 两 个 物理 事件 在 动量 空间 的 几何 关联 ,对 式 (10. 1. 8) 按 式 (7.7. 8) 的 
算法 取 内 积 , 有 


P*P= tp 十 P2)"* (Pi 十 Pi) 一 二 boe 十 ma 和 cz) 


(10. 1.9) 


1 (10. 1. 10) 
AP*AP= (Ps—P)"(P,—P, =0 


式 (10. 1. 8) 中 第 二 式 满足 式 (8. 9. 5) AP" AP = 0, 说 明 实物 粒子 量子 跃迁 所 对 应 
的 光量 子 四 维 动量 间隔 为 零 。 在 四 维 动量 空间 所 对 应 的 相 格 线 度 也 应 为 坐标 变换 
不 变量 ,或 对 应 分 量 形式 


Ap 一 全 (10.1.11) 
式 (10. 1.11) 可 改写 成 
一 一 站 Sh (10. 1. 12) 


式 (10. 1.11) 和 (10. 1. 12) 使 两 个 物理 事件 的 动量 改变 量 和 能 量 改 变量 具有 了 对 等 
关系 。 


10.2 时 间 量 子 化 
在 位 型 空间 中 , 式 (7. 1. 1) 的 时 间 分 量 满足 分 立 关 系 式 
cAt 一 c(ts—t)=A, (Cd 一 士 1,…) (10. 2. 1) 
或 
Az= 和 家 一 业 ，(d =+1,…) (10.2.2) 
c y 


取 式 (10. 2.2) 中 Xv 分 别 为 光 的 波长 和 频率 ,说 明了 两 个 不 同 物理 事件 的 因果 联 
系 需 要 一 定 的 时 间 间 隔 。At 与 实物 粒子 吸收 或 放出 的 光量 子 的 频率 有 关 , 对 此 有 


与 传统 理论 不 同 的 观点 。 首 先 , 令 式 (10.2. 1) 和 (10.2.2) 中 4d 二 1,At 一 4, 说 明 
用 光 信号 联系 的 两 个 物理 事件 在 At 内 光量 子 传播 的 空间 距离 为 Az = cAt 二 4% 取 
At= 和 = i 为 两 个 物理 事件 取得 因果 关联 最 小 时 间 间 隔 , 也 是 粒子 进行 量子 路 


[ 
迁 吸 收 或 放出 一 个 完整 光量 子 的 时 间 间 隔 。 如 果 光 量子 运行 一 个 空间 周期 为 一 个 
波长 ,需要 的 时 间 间 隔 At 二 本 为 一 个 时 间 周 期 ,这 也 是 粒子 量子 跃迁 所 对 应 的 最 
小 时 间 间 隔 。 光 量子 的 波长 和 频率 量子 化 ,对 应 时 间 间 隔 也 是 量子 化 的 。 一 般 说 
空间 某 点 的 波长 为 多 少 是 没有 意义 的 ,因为 4 在 空间 应 具有 一 定 的 线 度 。 时 间 间 
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隔 A: 与 光量 子 的 相干 波长 有 关 , 因 而 At = ts 一 二 0 也 没有 意义 或 同时 性 没有 
物理 意义 。 用 光 信 号 测量 相 空间 的 非 质 点 相 格 应 具有 最 小 的 几何 线 度 , 微 观 粒子 
与 光 耦 合 所 具有 的 波 粒 二 象 性 也 是 通过 相 格 的 最 小 几何 线 度 来 刻画 的 。 波 动 性 具 
有 非 质点 的 特性 ,而 人 = 0 或 A = 0, 使 微观 客体 只 能 抽象 为 几何 点 。 

4 才 0, 则 At 才 0, 即 cAz 与 光量 子 的 波长 和 频率 Xv 构成 一 种 单 值 关 系 ,说 明 
它们 之 间 存 在 一 种 内 在 联系 。 将 时 间 间 隔 At 看 做 量子 理论 描述 微观 客体 具有 波 
粒 二 象 性 内 豪 性 质 的 重要 因素 ,这 与 传统 物理 中 对 时 间 的 理解 具有 本 质 上 的 区 别 。 
在 传统 量子 力学 中 时 间 是 一 维 连续 的 、 与 客体 内 豪 性 质 无 关 的 物理 参数 。 在 时 间 
流失 的 过 程 中 ,表示 实物 粒子 内 在 性 质 的 物理 量 ,如 波长 和 频率 并 不 能 随 着 时 间 间 
隔 的 不 同 而 改变 。 时 间 是 一 个 具有 外 在 性 质 的 可 描述 客体 运动 规律 的 物理 量 。 两 
者 的 差异 如 何 解释 呢 ? 其 实 cAt = ze 对 应 着 光量 子 传播 距离 ,如 果 用 Ax 表示 微 
观 客体 最 小 的 非 质 点 线 度 , cAt = Ar 可 以 认为 光 信号 在 At 的 时 间 间 隔 内 以 光速 


传播 了 Ar 位 移 。At = 人 = 二 可 看 做 光 信号 与 有 静 质量 粒子 相互 夺 合 的 时 间 问 


C 
隔 , 也 可 表示 实物 粒子 在 吸收 或 放出 整个 光波 的 最 小 时 间 间 隔 , At 的 改变 ,必然 引 
起 4 或 v 的 变化 。 用 光 的 波长 4 联系 实物 粒子 两 物理 事件 的 空间 线 度 , 则 At 与 hv 
的 单 值 联 系 就 描述 了 微观 客体 与 光 耦 合 所 具有 波 粒 二 象 性 的 内 襄 性 质 , At 与 4 也 
就 建立 了 一 种 等 价 关 系 。 传 统 量子 力学 将 时 间 看 做 外 在 参数 , 没有 考虑 事物 的 整 
体 性 和 辩证 性 。 在 Euclidean 空间 或 Minkowski 空间 单独 描述 实物 粒子 的 运动 行 
为 ,时 间 具 有 一 种 外 在 性 质 ,这 是 经 典 物 理 或 狭义 相对 论 的 思维 模式 。 广 域 
Hilbert 相 空间 的 非 质 点 相 格 ,空间 间隔 和 时 间 间 隔 是 一 个 辩证 统一 体 ,时 间 量 子 
化 与 能 量 量子 化 具有 一 种 等 价 关系 。 量 子 唉 迁 时 粒子 能 量 的 改变 需要 一 定 的 时 间 
间隔 ,需要 弛 隔 时 间 带 来 的 滞后 效应 ,这 应 该 是 指 合 一 个 完整 光量 子 在 空间 运行 一 


个 波长 所 需要 的 时 间 周期 At 一 十。 


At 与 A 具有 的 等 价 关 系 有 其 特定 条 件 限 制 ,这 个 特定 条 件 就 是 描述 实物 粒子 
与 光量 子 耦 合 时 所 对 应 的 两 个 物理 事件 的 类 光 间 隔 。 从 几何 角度 ,在 四 维 
Minkowski 复 空 间 实物 粒子 对 应 的 非 质点 相 格 的 连 线 平 行 或 垂直 类 光 区 域 , 它 们 
之 间 的 因果 联系 是 通过 传递 光 信 号 来 进行 的 。 时 间 量 子 化 是 类 时 区 与 类 光 区 几何 
关联 的 重要 特征 ,表现 了 四 维 Minkowski 复 空间 的 方向 奇异 性 。 从 物理 角度 来 
讲 , 实 物 粒 子 和 场 是 物质 的 两 类 重要 组 成 部 分 ,它们 之 间 的 耦合 具有 客观 规律 性 ， 
是 真实 存在 的 自然 规律 。 脱 离 粒 子 与 光量 子 耦合 这 个 条 件 和 规律 ,时 间 就 由 内 在 
因素 转变 为 外 在 因素 ,由 分 立 性 质 转变 为 连续 性 质 。 在 狭义 相对 论 中 ,描述 高 速 物 
体 的 运动 规律 ,时 间 和 空间 不 再 是 相互 独立 的 ,它们 结合 在 一 起 满足 Lorentz 变 
换 。 但 时 间 是 连续 的 ,因为 它 只 描述 粒子 的 运动 规律 ,只 是 类 时 区 内 时 空 点 的 演化 
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问题 ,不 涉及 粒子 与 光 耦 合 问题 ,不 涉及 类 时 区 与 类 光 区 的 联系 ,也 就 不 存在 Az 与 
2 的 等 价 问题 。 在 传统 的 量子 力学 中 由 于 没有 几何 结构 对 应 关系 ,时 间 间 隔 不 能 
表现 这 种 内 在 的 等 价 关系 ,就 不 能 用 以 刻画 微观 客体 的 内 豪 性 质 。 经 典 量子 力学 
将 时 间 看 做 独立 于 空间 之 外 的 参量 ,没有 关注 到 这 个 与 量子 搁 迁 相 联 系 的 特定 条 
件 , 时 间 间 隔 也 就 不 能 作为 与 物质 内 豪 性 质 有 关 的 物理 量 。 

At 与 4 或 v 的 关联 代表 了 微观 客体 与 光 信 号 联系 的 因果 性 。 考 虑 因果 关联 ， 
就 要 考虑 不 同 空间 位 置物 理事 件 相互 关联 的 时 间 间 隔 或 由 于 弛 珍 时 间 带 来 的 滞后 
效应 。 而 微观 客体 与 光量 子 耦合 所 关联 的 光 的 波长 ,频率 具有 分 立 值 是 客观 存在 
的 ,并 与 微观 客体 的 非 质点 线 度 和 波 粒 二 象 性 相关 联 。 我 们 经 常 说 “同时 测量 ”一 
方面 ,两 个 事件 的 同时 性 对 微观 客体 来 讲 是 一 种 超 距 作用 ; 另 一 方面 ,将 时 间 间 隔 
与 测量 联系 起 来 ,有 一 个 主观 和 客观 的 辩证 关系 问题 。 测 量 包 含 人 为 的 主观 成 分 ， 
它 是 与 微观 客体 内 豪 性 质 无 关 的 外 在 因素 。 强 调 同时 性 (或 超 距 作用 ) , 即 At = 0， 
违背 了 不 同时 空 相 格 所 对 应 的 不 同 物理 事件 的 因果 联系 或 滞后 效应 。 在 
Minkowski 复 空间 中 ,同时 性 对 应 两 事件 的 类 空间 隔 , 所 以 “因果 关联 ”和 “同时 
性 ”是 不 相 容 的 。 由 于 同时 性 排斥 因果 关联 ,我 们 在 选择 微观 客体 的 非 质 点 线 度 和 
波 粒 二 象 性 就 要 气 弃 同时 性 和 同时 测量 ,也 就 是 说 ,在 量子 理论 中 说 “同时 测量 ”是 
没有 意义 的 。A 是 实物 粒子 对 应 的 两 个 物理 事件 与 光量 子 取得 因果 联系 时 所 产生 
的 时 间 间隔 ,也 是 光量 子 在 Az 空间 线 度 中 的 运行 时 间 , 这 也 排斥 了 以 亚 光 速 进 行 
的 测量 手段 。 对 事件 进行 亚 光 速 测 量 只 能 对 实物 客体 本 身 的 运动 规律 进行 描述 ， 
不 能 表述 实物 粒子 与 光量 子 耦 合 情 况 。 这 时 的 实物 客体 对 应 类 时 区 的 类 时 间隔 ， 
只 具有 粒子 性 不 具有 波 粒 二 象 性 ,时 空 只 具有 连续 性 而 不 具有 分 立 结构 ,时 间 应 表 
现 为 外 在 因素 。 所 以 对 具有 波 粒 二 象 性 的 微观 客体 进行 测量 只 能 使 用 光 信号 ,但 
测量 时 外 加 的 光 信号 可 能 改变 客体 的 物质 性 ,这 时 At 就 与 测量 有 关 。 测 量 影响 粒 
子规 律 性 的 改变 是 客观 的 ,是 不 以 人 的 意识 而 转移 的 。 


10.3 时 间 算 符 和 能 量 算 符 


在 量子 力学 中 , Az 和 At 表征 了 实物 客体 与 光量 子 的 内 在 联系 ,时 间 不 应 看 
做 外 在 的 参数 , 而 是 与 物理 事件 内 在 性 质 相 关联 的 物理 量 。 这 种 联系 与 
Minkowski 复 空间 的 时 空 性 有 关 , 空 间 的 方向 奇异 性 和 分 立 结构 与 微观 客体 的 非 
质点 线 度 和 波 粒 二 象 性 相对 应 ,使 微观 理论 描述 的 时 间 不 再 是 连续 的 ,而 是 间断 
的 ,分 立 的 。 Ar 和 At 分 别 联系 着 Ap 和 AE, 则 Az 和 cAt 的 等 量 关系 对 应 着 AE 
和 cAp 相互 转变 的 等 量 关系 。 它 刻画 了 微观 客体 与 光量 子 耦合 时 所 具有 量子 化 
的 标准 和 量度 ,为 量子 理论 的 基本 原理 带 来 了 新 的 观点 和 内 容 。 

Minkowski 四 维 空间 将 三 维 空间 和 一 维 时 间 有 机 地 结合 起 来 ,实物 客体 和 场 
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的 不 同 的 运动 形态 和 转换 规律 具有 不 同 的 描述 方法 。 描 述 低速 运动 物体 本 身 的 运 
动 形态 时 ,时 间 和 空间 相互 独立 ,时 间 可 看 做 外 在 的 独立 参数 ;描述 高 速 运动 的 客 
体 时 ,Lorentz 变换 使 时 间 和 空间 不 再 相互 独立 ,能 量 和 动量 也 不 分 别 守恒 ,四 维 
时 空 和 四 维 动量 形成 了 一 个 辨证 统一 体 ,但 时 间 仍 是 一 个 外 在 参数 ;描述 微观 粒子 
与 光子 耦合 时 ,四 维 时 空 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 表现 了 奇 点 与 非 奇 点 的 联系 
时 间 和 空间 的 概念 不 再 是 主要 矛盾 ,实物 粒子 本 身 的 运动 形态 也 不 是 主要 矛盾 , 取 
而 代 之 的 是 物 态 之 间 的 转换 关系 , 即 实物 粒子 与 光 或 电磁 场 的 转换 关系 上 升 为 主 
要 矛盾 ,时 间 就 成 为 一 个 与 物 态 转换 有 关 的 内 在 因素 。 

实物 粒子 和 场 作为 两 种 不 同 的 物质 形态 可 对 应 不 同 的 力学 量 和 数学 算 符 。 通 
过 四 维 时 空 的 力学 量变 换 ,给 出 了 实物 粒子 的 算 符 为 [参见 第 二 十 四 章 式 (24. 4. 13) 
和 (24. 4. 20)] 


(10. 3.1) 


对 应 的 时 间 和 能 量 算 符 可 写 为 
> ee) 
一 一 轧 二 
| (10.3.2) 


式 (10. 3. 2) 中 的 时 间 算 符 在 传统 量子 力学 中 相对 实物 粒子 而 言 没有 守恒 量 相对 
应 ,所 以 并 不 赋予 物 理 意义 。 但 在 四 维 Minkowski 空间 中 ,类 光 区 的 光量 子 与 类 
时 区 的 实物 粒子 具有 物 态 间 的 转换 , 式 (10. 3.2) 对 光量 子 而 言 具有 了 物理 意义 。 
由 式 (10. 2. 2) ,时 间 间 隔 At 是 光 频率 的 单 值 函数 , 取 光 速 为 常量 , 则 At 也 是 波 
长 4 的 单 值 函数 ,时 间 算 符 与 描述 光量 子 的 物理 量 相对 应 。 在 特定 时 间 间 隔 内 粒 
子 通过 量子 路 迁 发 出 光量 子 的 频率 和 波长 是 守恒 量 ,时 间 也 就 有 了 守恒 量 相对 应 。 
其 实 注意 到 式 (7. 4. 1) , 光 的 频率 v 和 波长 4 也 是 光 的 能 量 和 动量 的 单 值 函数 ,所 
以 时 间 算 符 对 应 光量 子 的 动量 守恒 和 能 量 守恒 ,时 间 间隔 A 就 峰 予 了 与 物质 内 京 
性 质 有 关 的 物理 量 的 含义 , 它 应 该 是 类 光 区 中 找 述 类 光 粒子 具有 时 空 对 称 性 的 物 
理 量 。 

取 粒 子 量子 婚 迁 时 吸收 或 放出 的 光量 子 在 At 时 间 内 运行 的 空间 位 移 为 x 一 
cAz, 具有 动量 p. 一 华 ， 相 应 算 符 为 

之 一 一 入 芝 - 


3 
Drz。 


(10. 3. 3) 


BB 一 一 读 
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将 式 (10. 3. 2) 的 第 一 式 乘 以 光速 c, 第 二 式 除 以 光速 c, 则 式 (10. 3. 2) 应 该 与 式 
(10. 3. 3) 具 有 类 同 的 形式 和 物理 意义 。 如 果 说 式 (10. 3. 1) 中 志方 为 实物 粒子 的 
坐标 算 符 和 动量 算 符 , 则 式 (10. 3. 3) 中 去、B. 分 别 为 光量 子 、 中 微 子 等 类 光 粒 子 的 
坐标 算 符 和 动量 算 符 。 在 Minkowski 相 空 间 , z. .PB. 分 别 对 应 着 类 光 区 中 分 立 相 
格 的 几何 量 , 应 该 赋予 相应 的 物理 解释 和 力学 守恒 量 。 式 (10. 3. 3) 可 用 于 讨论 实 
物 粒子 间 相互 作用 产生 的 电磁 质量 和 质量 间隙 ,也 可 讨论 真空 中 类 光 粒 子 的 运动 
方程 。 


取 类 光 粒 子 满足 
FE.=mc’= 及 二 各 (10. 3. 4) 
所 以 时 间 算 符 也 可 以 写成 
~ 二 队 村: 丢 
Pj iS i (10. 3.5) 


因此 ,时 间 算 符 为 量子 力学 中 实物 粒子 与 类 光 粒 子 耦合 的 特定 产物 ,是 描述 实物 粒 
子 量子 路 迁 质 量 与 能 量 转化 过 程 中 保持 守恒 的 力学 量 算 符 。 实 物 粒子 与 类 光 粒 子 
的 等 量 联系 满足 四 维 Laplace 坐标 方程 : 


苑 -( 芝 + 新 + 芒 )-。 (10.3.6) 
和 四 维 Laplace 动量 方程 : 
蘑 -( 关 + 高 + 训 )=0 (10. 3.7) 


对 应 式 (10. 3. 1) 和 (10. 3. 3) ,满足 关联 式 : 
1 一 其 
| 序 |? 一 志 
式 (10. 3. 8) 将 实物 粒子 和 类 光 粒 子 的 算 符 通过 Laplace 算 符 联系 起 来 ,刻画 了 四 
维 时 空中 实物 粒子 与 类 光 粒 子 耦合 所 对 应 的 对 称 性 和 守恒 量 的 关系 。 


10.4 四维 时 空 理论 的 和 谐 性 与 完备 性 


20 世纪 初 Einstein 的 相对 论 诞生 ,将 理论 物理 与 非 欧 几何 的 空间 性 质 联 系 起 
来 ,使 人 们 相信 物理 与 数学 之 间 可 能 存在 一 种 内 在 的 、 深 层次 的 逻辑 关联 。 但 20 
世纪 20 年 代 出 现 量子 力学 以 后 ,数学 和 理论 物理 开始 分 道 扬 镶 ,人 们 开始 怀疑 两 
者 的 内 在 联系 。 近 几 十 年 ,数学 家 和 物理 学 家 意识 到 ,现代 几何 学 与 物理 理论 可 能 
存在 内 在 关联 ,人 们 提出 数学 和 理论 物理 重新 统一 以 及 打破 两 者 的 界限 问题 。 

其 实 , 早 在 19 世纪 70 年 代 , 英 国 数学 家 Clifford 就 对 几何 空间 与 物质 世界 的 
和 谐 性 及 因果 联系 提出 了 许多 创造 性 的 观点 ,只 是 当时 并 没有 引起 人 们 的 关注 。 


(10. 3. 8) 
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Clifford 的 高 维 空间 理论 的 哲学 意义 在 于 他 最 早 将 三 维 空间 与 四 维 空间 辩证 地 联 
系 起 来 ,并 发 现 高 维 空间 的 意义 在 于 它 能 够 为 “ 力 ”提供 一 种 简单 而 漂亮 的 描述 。 
这 是 第 一 次 有 人 正确 地 分 离 出 了 高 维 空间 真实 的 物理 意义 , 即 关 于 高 维 空间 理论 实 
际 上 给 出 了 一 个 统一 的 “ 力 ” 的 绘 景 。 利 用 Clifford 引进 的 虚 单位 j， 使 Minkowski 
几何 与 特殊 么 正 群 联系 起 来 ,将 量子 力学 与 Minkowski 空间 的 分 立 结构 相对 应 ， 
从 而 使 相对 论 和 量子 力学 统一 在 相同 的 几何 空间 中 。 这 给 我 们 提出 了 一 个 新 的 课 
题 ,一 方面 可 以 在 数学 领域 将 各 个 分 支 ,如 高 等 几何 、 复 变 函 数 、 数 理 方程 泛 函 分 
析 、 几 何 代数 通过 Minkowski 空间 的 几何 结构 抽象 给 出 一 套 系统 的 非 欧 理论 ; 另 
一 方面 ,将 这 套数 学 理论 应 用 于 现代 物理 学 中 ,可 能 会 建立 起 狭义 相对 论 \ 广 义 相 
对 论 、 经 典 量子 力学 \ 相 对 论 量子 力学 .量子 场 论 统一 的 数学 框架 ,并 找到 现代 数学 
和 现代 物理 之 间 内 在 的 联系 ,这 对 于 探讨 我 们 这 个 宇宙 的 自然 规律 有 其 重要 的 理 
论 价值 。 

量子 力学 的 基本 原理 与 Minkowski 空间 的 几何 关联 ,使 我 们 应 该 改变 对 现代 
物理 学 的 数学 基础 的 认识 。 建 立 狭义 相对 论 和 量子 力学 一 元 化 原理 的 关键 ,是 应 
该 有 一 套 和 谐 而 完备 的 描述 微观 客体 运动 规律 的 时 空 理论 。Minkowski 空间 作 
为 一 类 平 直 的 四 维 时 空 ,应 该 能 够 描述 我 们 这 个 世界 中 微观 客体 各 种 运动 规律 和 
不 同 物质 形态 相互 转化 的 关系 。 这 包括 微观 客体 低速 运动 时 所 对 应 的 经 典 力学 ， 
高 速 运动 粒子 对 应 的 狭义 相对 论 ,低速 运 动 粒子 与 光量 子 耦合 的 经 典 量子 力学 ,高 
速 运动 粒子 与 类 光 粒 子 耦 合 的 相对 论 量子 力学 以 及 粒子 间 耦 合 所 对 应 的 Yang- 
Mills 场 .Maxwell 场 以 及 强 相互 作用 场 。 将 物质 世界 不 同形 态 的 运动 规律 和 相互 
转化 规律 通过 四 维 Minkowski 几何 不 同 的 且 相 互 融 合 的 时 空 性 质 表现 出 来 ,体现 
了 四 维 时 空 理 论 的 和 谐 性 和 完备 性 ,这 也 是 贯穿 本 书 的 主导 思想 。 

狭义 相对 论 与 量子 力学 的 融合 主要 表现 在 数学 基础 的 关联 方面 。 能 否 建立 一 
套 统一 的 ,具有 公理 性 质 的 ,包含 几何 、 代 数 、 群 表示 、 泛 函 分 析 、 拓 扑 结 构 以 及 特殊 
函数 等 分 支 的 数学 理论 ,作为 狭义 相对 论 和 量子 力学 的 共同 数学 基础 ,是 建立 两 论 
一 元 化 的 关键 。 统 一 理论 的 突破 口 还 是 回 到 绪论 中 所 谈 到 的 关于 Hawking 的 量 
子 引力 论 和 奇 点 问题 上 。Hawking 想 在 弯曲 的 时 空中 ,通过 奇 点 的 量子 化 来 找到 
广义 相对 论 与 量子 力学 的 几何 联系 。 尽 管 Hawking 在 弯曲 时 空 定 义 的 奇 点 具有 
其 本 身 的 独特 性 ,但 本 质 上 还 是 类 光 区 与 类 时 区 的 几何 联系 ,这 涉及 时 空 的 量子 化 
和 物质 的 非 质点 化 ,也 涉及 有 静 质量 粒子 与 类 光 粒 子 的 耦合 问题 。 与 Hawking 的 
观点 相 区 别 , 我 们 认为 狭义 相对 论 与 量子 力学 应 该 在 平 直 的 Minkowski 空间 中 统 
一 起 来 。Minkowski 空间 的 类 时 区 对 应 静止 质量 不 为 零 的 客体 ,类 光 区 对 应 静止 
质量 等 于 零 的 类 光 粒 子 和 弥散 在 真空 中 的 场 。 将 类 时 区 与 类 光 区 通过 几何 性 质 联 
系 起 来 ,用 以 表述 实物 粒子 与 类 光 粒 子 的 耦合 ,可 能 为 量子 力学 提供 一 个 几何 诠 
释 。 以 Minkowski 几何 为 原 空间 建立 一 套 包含 几何 \ 代 数 、 泛 函 分 析 等 分 支 的 系 
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统 理论 ,可 能 为 狭义 相对 论 和 量子 力学 提供 一 套 相 融合 的 数学 基础 。 

在 Minkowski 空间 描述 量子 力学 的 物理 规律 就 要 对 量子 力学 的 基本 原理 赋 
予 非 欧 几 何 性 质 ,从 数学 角度 涉及 Hilbert 相 空间 与 Minkowski 空间 的 关联 问题 。 
Hilbert 空间 定义 为 完备 的 内 积 空 间 , 即 空间 的 度量 或 距离 是 以 完备 的 内 积 形式 描 
述 的 。 量 子 力学 中 态 函 数 的 几率 诠释 作为 不 变量 ,与 Hilbert 相 空间 非 质点 相 格 
完全 集 的 内 积 相 联 系 ,坐标 变换 群 为 特殊 乏 正 群 。 但 传统 的 Minkowski 空间 的 坐 
标 变 换 不 变量 为 时 空位 矢 乘积 的 缩 并 ,不 具有 内 积 形式 ,Lorentz 群 也 不 是 特殊 么 
正 群 。 时 空间 隔 不 变量 不 能 写成 内 积 形式 也 就 不 能 定义 Hilbert 空间 , 这 是 狭义 
相对 论 和 量子 力学 不 能 融合 的 关键 所 在 。 其 实 , 传 统 Minkowski 空间 的 时 空间 隔 
并 不 具有 真正 意义 上 的 空间 度量 或 距离 ,因为 度量 或 距离 涉及 空间 任意 两 点 间 的 
坐标 变换 不 变量 。 由 于 Minkowski 空间 具有 方向 奇异 性 ,从 乘积 缩 并 形式 抽象 出 
的 时 空间 隔 只 能 对 应 Minkowski 空间 特殊 时 空 点 间 的 不 变量 ,并 不 能 解决 任意 两 
点 间 的 度量 问题 。 

Minkowski 空间 的 度量 涉及 非 欧 几何 的 时 空 性 质 ,作为 一 类 复 空间 也 涉及 相 
对 应 的 复 函数 和 虚 单 位 性 质 。 本 书 借 用 Clifford 几何 代数 中 单位 矢 的 定义 ,在 
Minkowski 空间 引入 双 曲 虚 单位 j, 但 涉及 的 范围 和 作用 与 Clifford 几何 代数 本 身 
的 内 容 和 结构 是 有 区 别 的 。 其 目的 只 是 用 双 曲 虚 单 位 j 取代 传统 的 虚 单 位 i, 所 对 
应 的 单 复 变 函数 与 Minkowski 空间 具有 一 种 内 在 的 逻辑 关联 。 也 就 是 说 ,利用 新 
的 单 复 变 函数 所 对 应 的 时 空 性 质 和 运算 规则 讨论 Minkowski 空间 的 几何 性 质 、 代 
数 性 质 和 分 析 性 质 。 在 双 曲 型 Minkowski 复 空间 定义 的 时 空间 隔 不 变量 具有 内 
积 的 形式 ,可 抽象 出 类 时 区 中 任意 两 点 间 的 距离 和 度量 。 特 别 是 类 时 区 的 类 光 间 
隔 刻画 了 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 ,达到 了 Hawking 想 通 过 奇 点 量子 化 为 有 静 
质量 粒子 与 类 光 粒 子 或 电磁 场 耦合 提供 一 种 几何 解释 的 目的 。 双 曲 复数 所 对 应 的 
Lorentz 群 为 特殊 勾 正 群 ,与 量子 力学 中 的 群 表示 具有 相同 的 形式 。 对 内 积 形式 . 
的 时 空间 隔 不 变量 赋予 完备 性 可 定义 广 域 Hilbert 空间 ,为 狭义 相对 论 与 量子 力 
学 的 一 元 化 表述 提供 了 理论 基础 。 

广 域 Hilbert 相 空间 与 传统 Hilbert 相 空间 的 本 质 区 别 是 原 空间 性 质 不 同 ,一 
个 为 Minkowski 空间 ,一 个 为 Euclidean 空间 。 量 子 力学 与 非 Euclidean 几何 相对 
应 ,我 们 面 对 的 首要 问题 就 是 如 何 协调 它 与 传统 理论 的 关系 ,这 涉及 Euclidean 空 
间 与 非 Euclidean 空间 的 辩证 关系 ,也 涉及 对 微观 理论 的 量子 诠释 。 要 消除 量子 
力学 与 狭义 相对 论 的 相互 抵触 ,首先 要 跳出 Euclidean 几何 的 圈子 ,由 Minkowski 
几何 为 原型 空间 抽象 出 包含 类 光 区 在 内 的 广 域 Hilbert 空间 。 因 为 零 因 子 的 添 
加 ,使 得 实物 粒子 和 场 的 定 域 区 间 相 区 分 , 双 曲 复 空间 方向 异性 使 抽象 的 广 域 
Hilbert 相 空 间 中 非 质点 相 格 不 再 是 相互 孤立 的 ,而 是 通过 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 
关联 建立 起 因果 联系 ,物理 上 表示 实物 粒子 与 类 光 粒 子 的 耦合 或 相互 作用 。 在 超 
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芝 理 论 中 ,将 微观 客体 看 做 一 维 弱 .二 维 弱 以 至 于 高 维 弦 , 但 没有 类 时 区 与 类 光 区 
的 几何 联系 ,各 类 弦 粒 子 也 只 能 是 相互 独立 。 相 互 独立 的 微观 客体 不 能 描述 它们 
与 光量 子 或 场 的 因果 联系 ,也 就 不 具有 时 空 理 论 的 和 谐 性 和 完备 性 ,这 可 能 也 是 
Hawking 想 建立 奇 点 量子 化 的 初衷 。 

广 域 Hilbert 空间 为 建立 量子 力学 的 个 体 因果 性 打开 一 个 突破 口 ,而 微观 理 
论 的 几何 化 处 理 是 这 种 因果 描述 重要 环节 , 它 完善 了 整个 微观 物理 理论 的 数学 框 
架 。 以 四 维 Minkowski 几何 为 原 空间 抽象 出 的 泛 函 分 析 、 非 欧 代数 、Lorentz 群 、 
广 域 拓扑 等 数学 分 支 可 共同 作为 描述 微观 世界 的 时 空 理论 ,在 这 一 框架 下 将 狭义 
相对 论 和 量子 力学 有 机 地 联系 起 来 ,对 建立 统一 的 物理 理论 具有 重要 的 理论 意义 。 
传统 量子 力学 正 是 因为 缺少 相应 的 几何 结构 , 才 使 得 量子 力学 不 能 对 个 体 决定 性 
作出 因果 解释 。 量 子 力学 主要 描述 微观 客体 的 运动 规律 以 及 粒子 与 场 的 耦合 关 
系 , 微 观 客体 所 对 应 的 几何 空间 应 该 将 粒子 和 场 或 光子 的 对 应 区 域 相 分 离 ,并 通过 
几何 性 质 将 它们 联系 起 来 。 粒 子 和 场 应 有 各 自 的 力学 量 , 在 几何 中 具有 各 自 的 对 
称 性 ,通过 相应 的 算 符 描述 各 自 的 运动 规律 。 由 Minkowski 复 空间 抽象 出 的 广 域 
Hilbert 相 空 间 是 完备 的 内 积 空间 ,所 具有 的 非 质点 相 格 可 通过 类 光 区 取得 因果 联 
系 。 量 子 力学 以 这 种 非 欧 几 何 作为 数学 基础 ,其 完备 性 可 以 得 到 保证 ,微观 客体 的 
个 体 因 果 性 也 能 够 通过 几何 性 质 得 到 合理 的 解释 。 

广 域 Hilbert 相 空 间 既 可 以 作为 量子 力学 的 数学 基础 ,也 可 以 作为 狭义 相对 
论 和 场 论 的 数学 基础 。 但 这 涉及 宏观 客体 与 微观 客体 、 时 空 的 连续 与 分 立 以 及 实 
物 粒子 本 身 运动 与 粒子 和 光 看 合 的 区 别 问题 。 由 Minkowski 复 空间 不 同 的 时 空 
性 质 抽象 出 不 同类 别 的 Hilbert 相 空 间 可 以 对 不 同 的 物理 规律 和 运动 形式 作出 不 
同 的 描述 。 但 从 四 维 几 何 的 整体 性 质 来 看 ,它们 之 间 是 和 谐 的 ,也 是 可 以 融合 的 ， 
特别 是 量子 力学 的 几何 化 处 理 , 像 一 根 链条 连接 起 经 典 力学 、 狭 义 相 对 论 以 及 场 
论 ,使 Minkowski 几何 的 时 空 性 质 更 具有 完整 性 。 

利用 广 域 Hilbert 空间 可 以 描述 低速 运动 的 微观 客体 。 经 典 力学 用 Cartestan 
坐标 和 Galilei 变换 描述 低速 粒子 的 运动 规律 。 在 实数 域 ,Cartestan 坐标 与 三 维 
Euclidean 空间 相对 应 是 无 可 非议 的 ,但 是 在 复 域 ,Cartestan 坐标 与 时 空间 的 对 应 
关系 确 是 一 个 值得 探究 的 问题 。 在 第 六 章 分 析 了 微观 领域 中 Galilei 变换 和 
Cartestan 坐标 与 Minkowski 复 空间 的 对 应 关系 。 复 域 中 ,Cartestan 坐标 对 应 的 
时 空间 有 两 个 : 一 个 是 复 Euclidean 空间 ,具有 各 向 同性 的 特点 ; 另 一 个 是 复 
Minkowski 空间 ,通常 称 尾 欧 空 间 , 具 有 方向 异性 的 特点 。 由 于 后 者 对 量子 力学 
基本 原理 作出 对 应 的 几何 解释 ,我 们 认为 这 种 复 时 空间 与 自然 规律 存在 一 定 的 必 
然 联 系 ,所 以 我 们 趋向 于 这 种 复 空 间 。 这 就 是 说 , Cartestan 坐标 与 双 曲 复 空 间 相 
对 应 ,使 经 典 量子 力学 领域 进入 了 一 个 非 Euclidean 几何 空间 。 微 观 低速 的 基本 
粒子 有 别 于 宏观 的 经 典 物体 ,一 方面 ,低速 粒子 本 身 的 运动 可 用 Galilei 变换 表述 ; 
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另 一 方面 ,粒子 通过 能 级 牙 迁 而 与 场 的 耦合 具有 相对 论 效 应 。 考 虑 了 场 和 粒子 的 
联系 ,在 几何 上 也 就 不 能 割断 描述 场 和 粒子 的 运动 规律 和 相应 时 空 的 关联 。 就 是 
说 ,微观 客体 的 运动 规律 应 该 考虑 三 维 Euclidean 空间 和 四 维 Minkowski 空间 、 
Galilei 变换 和 Lorentz 变换 以 及 三 维 空间 坐标 和 一 维 时 间 坐 标的 内 在 关联 。 其 
实 ,微观 低速 粒子 本 质 上 有 别 于 经 典 宏观 物体 也 体现 在 它们 能 量 的 区 别 , 经 典 宏观 
物体 的 能 量 分 为 动能 和 势能 ,可 以 与 Euclidean 空间 相对 应 。 但 由 于 在 Euclidean 
空间 光速 为 无 限 大 ,微观 粒子 的 静 能 在 Euclidean 空间 找 不 到 几何 对 应 。 第 七 章 
分 析 的 Compton 效应 ,散射 前 后 电子 和 光量 子 的 能 量 和 动量 均 发 生 改 变 应 与 
Minkowski 空间 建立 几何 关联 。 当 实物 粒子 与 类 光 粒 子 耦 合 时 满足 能 量 守恒 和 
动量 守 便 ,同时 也 要 满足 能 量 动量 关系 ,这 其 中 就 隐 含 了 静 能 要 通过 质 能 转变 发 生 
改变 ,这 种 变化 可 以 通过 Minkowski 空间 的 几何 形式 表示 出 来 ,所 以 将 微观 粒子 
与 Euclidean 空间 相对 应 是 一 种 时 空 的 错位 ,只 有 将 它 引 人 Minkowski 空间 才能 
表现 出 微观 粒子 与 时 空 的 和 谐 关系 。 

利用 广 域 Hilbert 空间 可 以 描述 高 速 运动 的 微观 客体 。 高 速 运动 的 物体 满足 
相对 论 效应 和 Lorentz 变换 ,但 传统 的 狭义 相对 论 却 没有 与 Minkowski 空间 性 质 
完整 地 结合 起 来 。 从 数学 角度 上 看 ,完整 地 描述 Minkowski 空间 类 时 区 中 两 个 物 
理事 件 的 几何 联系 涉及 时 空间 的 度量 问题 ,应 该 包括 类 时 间隔 类 光 间 隔 以 及 类 空 
间隔 三 种 类 型 。 类 时 间隔 可 以 描述 实物 粒子 本 身 运 动 规律 和 粒子 之 间 以 亚 光 速 取 
得 的 因果 联系 ;类 光 间 隔 可 以 刻画 实物 粒子 与 场 的 耦合 。 由 于 类 光 间 隔 将 粒子 与 
场 的 联系 与 类 时 区 和 类 光 区 的 几何 关联 对 应 起 来 ,给 量子 力学 赋予 了 一 种 几何 背 
景 。 如 果 Maxwell 场 与 Minkowski 空间 类 光 区 相对 应 ,实物 粒子 与 类 时 区 相对 
应 , 则 量子 力学 的 几何 背景 就 像 一 座 桥梁 将 Maxwell 场 和 实物 粒子 的 相互 作用 通 
过 Minkowski 空间 的 方向 奇异 性 联系 起 来 。 添 加 Minkowski 空间 类 时 区 与 类 光 
区 的 几何 联系 ,粒子 的 量子 态 可 抽象 为 广 域 Hilbert 相 空 间 的 非 质点 相 格 ,量子 路 
迁 表 示 为 不 同 相 格 间 的 几何 关联 , 使 四 维 平 直 空 间 具 有 了 和 谐 性 与 完整 性 。 
Minkowski 空间 对 应 的 几何 、 人 代数、 分析、 拓扑 等 数学 分 支 构成 的 理论 框架 作为 微 
观 物理 统一 的 数学 基础 可 以 形成 现代 物理 学 完备 的 系统 理论 。 

实物 粒子 通过 量子 跃迁 吸收 或 放出 光量 子 ,发 生 了 能 量 和 质量 之 间 的 转变 。 
传统 理论 认为 平 直 的 Minkowski 空间 可 以 表示 粒子 能 量 和 动量 , 却 不 能 表现 质 
量 , 即 Minkowski 空间 不 具有 物质 性 ,而 具有 物质 性 的 时 空 为 弯曲 空间 。 但 是 在 
狭义 相对 论 中 ,动量 能 量 关系 联系 着 静 能 或 静止 质量 ,结合 能 的 改变 对 应 着 质 能 关 
系 。 如 果 将 实物 粒子 与 光量 子 的 转换 关系 通过 Minkowski 空间 的 几何 性 质 表 示 
出 来 , 则 平 直 的 Minkowski 能 量 动量 空间 就 具有 了 物质 性 。 四 维 动量 的 内 积 对 应 
着 能 量 动量 关系 ,而 静 能 为 四 维 能 量 动量 空间 的 坐标 变换 不 变量 ,也 是 度量 或 距 
离 。 利 用 Minkowski 能 量 动量 空间 的 几何 性 质 可 以 描述 两 种 物质 形态 的 转换 关 
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系 。 粒 子 和 场 之 间 有 相互 作用 ,表现 为 弱 相 互 作用 、 强 相互 作用 以 及 电磁 相互 作 
用 ,在 四 维 Minkowski 能 量 动量 空间 可 以 推导 出 含 质量 项 的 Yang-Mills 方程 、 
Maxwell 方程 以 及 强 相互 作用 方程 并 建立 起 它们 的 统一 关联 式 。 

总 之 ,由 人 为 思辩 建立 起 的 系统 理论 具有 其 局 限 性 ,而 传统 的 狭义 相对 论 和 量 
子 力学 都 带 有 这 种 思辩 的 痕迹 。 以 数学 规则 为 基础 建立 起 四 维 时 空 理论 需要 改变 
人 们 的 时 空 观 , 改 变 对 物质 形态 与 时 空 性 质 依赖 关系 的 认识 。 利 用 非 欧 几 何 的 公 
理 体系 和 四 维 平 直 时 空 理论 可 以 赛 括 狭 义 相对 论 和 量子 力学 的 物理 内 容 ,建立 一 
个 自治 的 ,没有 抵触 的 微观 理论 体系 , 它 贯穿 了 数学 、 物 理 和 自然 规律 ,具有 内 在 关 
联 的 和 谐 性 与 完备 性 。 特 别 是 , 双 曲 复 函 理论 可 以 拓展 到 弯曲 度量 空间 ,从 而 使 量 
子 力学 , 场 论 ,狭义 相对 论 及 广义 相对 论 等 物理 分 支 在 数学 形式 和 物理 内 容 上 得 以 
和 谐 地 关联 。 


10.5 狭义 相对 论 与 量子 力学 基础 关联 的 哲学 解释 


1, 连续 与 分 立 的 辩证 关系 


Dirac 说 过 :“ 我 觉得 ,现在 需要 的 是 建立 一 种 含有 几率 幅度 的 相对 论 新 量子 理 
论 。 这 些 几率 幅度 应 当 以 某 种 符合 相对 论 基本 观念 的 方式 而 互相 适应 ”在 
Minkowski 复 空间 中 引入 微观 粒子 态 函 数 的 几率 诠释 并 使 它 与 四 维 时 空间 隔 相 
对 应 ,揭示 了 相对 论 与 量子 理论 的 内 在 联系 ,而 这 种 内 在 关联 与 Minkowski 空间 
的 几何 性 质 有 关 。Minkowski 复 空间 的 时 空间 隔 为 内 积 形式 ,可 定义 为 度量 空间 
的 距离 。 非 欧 几 何 的 方向 奇异 性 使 度量 具有 方向 因子 和 线 度 因子 双重 性 质 ( 参 见 
第 二 十 一 章 定义 21. 8) 。 不 同方 向 的 世界 线 由 于 方向 因子 的 差异 ,使 类 时 区 划分 
成 类 时 间隔 ,类 光 间 隔 和 类 空间 隔 。Minkowski 复 空间 类 时 区 的 多 时 空间 隔 对 应 
广 域 多 拓扑 理论 ,由 拓扑 的 不 同 分 类 可 以 对 狭义 相对 论 所 对 应 的 连续 空间 和 量子 
力学 对 应 的 分 立 空间 的 几何 关联 作出 解释 。 

Minkowski 复 空 间 类 时 区 的 类 光 间 隔 被 命名 为 场 粒子 拓扑 ,在 泛 函 分 析 中 对 
应 第 二 类 Hilbert 相 空间 (参见 第 二 十 一 章 定 义 21. 23) 。 类 时 区 中 两 个 物理 事件 
的 几何 连 线 平 行 或 垂直 类 光 区 域 ,数学 上 刻画 了 类 时 区 域 与 类 光 区 域 的 几何 关联 ， 
物理 上 对 应 实物 粒子 与 场 的 耦合 。 类 光 间 隔 使 类 时 区 中 每 一 点 都 伴随 着 奇 点 问 
题 ,同时 也 使 类 光 区 所 对 应 光量 子 的 性 质 转移 到 无 奇 点 的 类 时 区 中 去 讨论 ,从 而 形 
成 一 套 描述 类 时 区 与 类 光 区 相关 联 的 系统 理论 。 用 场 粒子 拓扑 可 以 对 Minkowski 
复 空 间 进行 格式 化 ,从 而 可 以 抽象 出 第 二 类 分 立 的 广 域 Hilbert 相 空间 ,将 它 作为 
量子 理论 的 数学 基础 可 以 讨论 经 典 量子 力学 和 相对 论 量 子 力学 的 物理 问题 。 场 粒 
子 拓扑 排斥 了 传统 量子 力学 中 的 瞬时 超 距 作用 ,取而代之 的 是 ,实物 粒子 通过 光量 
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子 或 电磁 场 相互 作用 ,而 这 种 相互 作用 是 以 光速 在 传播 的 ,存在 弛 瑰 时 间 带 来 的 灌 
后 效应 。 实 物 粒子 本 身 具 有 定 域 性 ,而 光量 子 具有 全 域 性 。 它 可 解释 为 ,在 广 域 
Hilbert 相 空 间 中 ,具有 定向 相 格 的 微观 客体 以 路 迁 的 方式 吸收 和 放出 光量 子 ,并 
与 相 邻 相 格 的 微观 客体 相互 交换 光 信号 ,在 整个 广 域 Hilbert 相 空间 中 ,所 有 的 微 
观 客体 都 是 通过 这 种 传递 光 信号 亦 即 与 场 的 相互 作用 取得 了 因果 联系 。 场 粒子 拓 
扑 刻画 了 量子 力学 所 特有 的 物理 实在 , 它 将 微观 客体 的 时 间 、 空 间 动量, 能 量 , 质 
量 等 物理 量 用 广 域 Hilbert 相 空间 中 非 质点 相 格 表 示 出 来 。 在 Minkowski 位 型 空 
间 , 四 维 非 质 点 相 格 中 三 维 空间 分 量 对 应 实物 粒子 间 的 最 小 几何 关联 ,一 维 时 间 分 
量 联系 着 耦合 光量 子 的 几何 线 度 ; Minkowski 能 量 动量 空间 中 ,四 维 非 质点 相 格 
的 三 维 动量 分 量 对 应 实物 粒子 动量 的 最 小 改变 量 , 一 维 能 量 分 量 对 应 实物 粒子 的 
最 小 能 量 改变 量 , 也 对 应 耦合 光量 子 的 能 量 。 广 域 Hilbert 相 空 间 非 质点 相 格 之 
间 并 不 是 孤立 的 , 非 质点 相 格 所 表示 的 微观 客体 通过 类 光 区 相互 地 联系 起 来 。 这 
种 建立 在 粒子 和 场 相 互 关联 的 基础 上 的 物理 实在 ,在 四 维 双 曲 Minkowski 空间 中 
刻画 了 量子 力学 中 微观 客体 的 因果 性 ,可 能 接触 到 Einstein 所 追求 的 事物 的 究 根 。 
这 种 四 维 物理 实在 是 离开 知觉 主体 而 独立 的 外 在 世界 ,任何 三 维 解释 只 能 是 它 的 
局 部 ,都 具有 其 片面 性 。 传 统 的 、 以 Euclidean 几何 为 原 空间 的 Hilbert 相 空 间作 
为 量子 力学 的 数学 基础 不 能 完整 刻画 粒子 和 场 的 几何 关联 ,是 片面 而 不 完备 的 。 

类 时 区 的 类 时 间隔 命名 为 粒子 拓扑 ,对 应 第 一 类 Hilbert 相 空 间 ( 参 见 第 二 十 
一 章 中 定义 21. 23) 。 因 为 Minkowski 复 空 间 中 两 物理 事件 的 几何 连 线 不 平行 也 
不 垂直 零 因 子 区 或 类 光 区 ,就 不 能 给 出 场 和 粒子 的 耦合 关系 ,也 不 能 进行 时 空 量子 
化 。 由 于 不 能 给 出 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 ,也 就 割断 了 场 与 粒子 的 联系 。 同 
时 ,粒子 的 特征 长 度 不 能 用 相干 波长 刻画 ,也 就 失去 了 相 空 间 量子 化 的 意义 。 这 
时 , 相 格 抽象 为 几何 点 ,粒子 间 相互 独立 但 可 以 相互 作用 ,这 就 是 狭义 相对 论 所 对 
应 的 四 维 连续 空间 。 当 这 种 连续 空间 进行 经 典 近似 时 过 渡 到 Newton 力学 。 显 
然 ,类 时 区 的 粒子 拓扑 刻画 了 Einstein 的 狭义 相对 论 系统 以 及 Newton 的 经 典 力 
学 系统 的 物理 实在 。 这 种 物理 实在 可 脱离 类 光 区 的 背景 ,用 运动 质点 来 表示 实物 
客体 的 空间 、 时 间 、 速 度 等 物理 性 质 。 

由 此 看 来 ,Minkowski 复 空间 对 应 着 广 域 多 拓扑 结构 。 利 用 Minkowski 复 空 
间 时 空 奇 异性 ,可 以 在 同一 类 时 区 中 使 场 粒 子 拓扑 和 粒子 拓扑 分 别 描 述 分 立 的 量 
子 理 论 和 连续 的 狭义 相对 论 理论 。 同 时 也 揭示 了 Minkowski 复 空间 中 狭义 相对 
论 和 量子 力学 两 个 物理 领域 涉及 的 粒子 与 粒子 .粒子 和 场 、 局 部 与 整体 ,间断 与 连 
续 之 间 的 辩证 统一 关系 。 


2. 统计 律 与 因果 律 的 辩证 关系 
在 广 域 Hilbert 相 空 间 中 ,微观 粒子 态 函 数 的 几率 诠释 与 时 空间 隔 的 对 应 关 
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系 表达 了 量子 力学 与 狭义 相对 论 互相 适应 的 内 在 联系 ,弥补 了 两 论 各 自 的 缺陷 和 
片面 性 。 一 方面 ,把 量子 力学 引入 非 Euclidean 几何 空间 ,对 yy 二 1y|? 不 仅 能 
说 是 发 现 了 粒子 的 几率 ,而 且 能 揭示 Einstein 所 追求 的 “自然 的 因果 描述 ”。 另 一 
方面 ,把 狭义 相对 论 内 容 引入 抽象 的 广 域 Hilbert 相 空 间 ,可 利用 几何 空间 的 奇异 
性 用 度量 公理 描述 微观 客体 的 运动 行为 。 双 曲 拟 距 空间 的 度量 在 时 空 坐标 中 对 应 
时 空间 隔 不 变量 ,在 四 维 动量 坐标 为 静 能 不 变量 ,这 综合 了 量子 力学 和 狭义 相对 论 
具有 共性 的 物理 量 。 双 曲 态 函数 在 描述 微观 客体 时 , 既 满 足 相对 论 的 零度 量 公 理 ， 
又 满足 传统 量子 力学 中 的 基本 假设 ; 既 可 用 几率 的 观点 进行 统计 描述 ,也 能 真实 地 
体现 物质 的 实在 。 也 就 是 说 , 它 能 够 揭示 出 量子 力学 统计 规律 与 物质 实在 的 辨证 
统一 关系 。 

Einstein 提出 的 量子 力学 中 完备 性 条 件 是 ,在 一 个 完备 的 理论 中 , y 函数 和 实 
在 状态 之 间 必须 有 一 一 对 应 关系 。 应 该 说 ,虽然 微观 粒子 的 几率 表述 突出 了 统计 
规律 ,但 它 从 根本 上 反映 了 物质 实在 ,反映 了 物质 存在 的 客观 性 。 本 征 态 函数 9 包 
含 了 粒子 的 量子 跃迁 与 光量 子 的 相互 作用 ,具有 个 体 决定 性 和 微观 因果 性 ,这 是 物 
质 实在 的 具体 表现 。 物 质 的 可 观测 量 ,发 现 粒子 出 现 的 几率 隐 含 了 系统 的 时 空间 
隔 和 静 能 ,也 是 实在 的 具体 表现 。 也 就 是 说 ,无 论 怎样 测量 .是否 测量 ,事件 出 现 的 
几率 和 实在 都 是 有 意义 的 ,是 客观 存在 的 ,并 不 以 人 的 意志 为 转移 。 当 然 ,这 种 实 
在 是 在 四 维 时 空中 进行 的 ,这 就 是 说 ,微观 事物 的 客观 实在 性 要 在 Minkowski 时 
空 里 来 定义 。 三 维 坐标 系 可 看 做 是 四 维 时 空 坐标 的 影子 ,在 三 维 坐标 中 不 可 能 反 
映 事物 的 全 部 和 实在 。 微 观 事件 在 三 维 坐 标 系 的 描述 虽然 接近 常识 ,但 不 是 事物 
的 全 部 ,只 能 是 事件 片面 和 局 部 的 反映 。 

Minkowski 复 空间 中 , 对 量子 力学 中 一 些微 观 机 制 引 入 ,使 场 粒子 拓扑 表现 
了 粒子 和 场 的 相关 性 和 互补 性 。 当 然 ,这 种 互补 并 不 仅仅 是 传统 意义 上 的 粒子 波 
粒 二 象 性 的 互补 关系 ,而 应 看 做 是 有 静 质量 粒子 的 波动 性 与 光量 子 的 粒子 性 之 间 
的 互补 关系 。 场 粒子 拓扑 使 Minkowski 空间 的 类 时 区 和 类 光 区 亦 即 粒子 和 场 取 
得 了 几何 关联 ,离开 粒子 与 场 的 耦合 说 实物 粒子 的 波动 性 是 没有 意义 的 。 同 样 , 光 
量子 的 粒子 性 也 应 与 实物 粒子 的 相干 长 度 相 联系 。 抛 开 两 者 的 联系 ,实物 粒子 只 
能 表现 为 粒子 性 ,光量 子 也 只 能 表现 为 波动 性 。Einstein 的 实在 状态 一 一 对 应 关 
系 应 该 囊括 实物 粒子 的 力学 因素 和 光量 子 的 波动 因素 。 

量子 力学 中 ,粒子 态 函 数 的 几率 诠释 ,解释 为 发 现 粒子 的 几率 。 但 表现 粒子 哪 
些 物理 量 的 几率 在 传统 量子 理论 中 并 没有 交代 清楚 , 也 不 可 能 说 清楚 。 在 
Minkowski 复 空间 中 ,本 征 态 函 数 的 几率 诠释 对 应 四 维 时 空间 隔 和 更 能 ,不 同 的 
实物 粒子 对 应 不 同 的 时 空 相 格 ,也 具有 不 同 的 时 空间 隔 和 静 能 。 发 现 粒子 的 几率 
是 实物 粒子 与 光量 子 耦 合 时 通过 时 空间 隔 的 变化 和 质 能 转变 来 表现 它们 之 间 的 因 
果 联 系 。 虽 然 我 们 不 能 预先 判断 何 时 何 地 发 生 这 种 转变 的 数量 关系 和 直观 地 论述 
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系统 中 某 一 局 部 所 对 应 的 物理 实在 细节 ,但 可 以 通过 粒子 本 征 态 函数 的 联系 来 刻 
画 时 空间 隔 和 静 能 的 转变 ,从 而 阐述 几率 诠释 的 物理 含义 。 

场 粒 子 拓扑 中 ,实物 粒子 通过 交换 光量 子 而 进行 能 级 唉 迁 ,但 不 同 能 级 的 粒子 
能 量 和 质量 是 不 同 的 。 也 就 是 说 ,在 吸收 和 发 射 光 量子 的 同时 ,实物 粒子 和 场 之 间 
发 生 了 质 能 转变 。 但 是 ,粒子 态 函 数 所 对 应 的 广 域 Hilbert 相 空间 是 由 拟 距 空间 
和 虚 距 空间 共同 抽象 出 来 的 。 态 函数 的 几率 诠释 所 对 应 的 四 维 时 空间 隔 和 动量 间 
隔 都 是 在 拟 距 空间 定义 的 。 在 拟 距 空间 中 ,不 能 描述 场 的 邻近 关系 和 局 域 性 质 , 光 
量子 的 度 规 为 零 ,由 于 不 能 定量 刻 化 光量 子 , 所 以 它 就 显得 来 无 影 去 无 踪 ,被 
Einstein 称 为 “和 鬼 波 "。 所 以 ,在 拟 距 空间 亦 即 对 于 态 函 数 的 几率 诠释 说 发 现 光量 
子 的 几率 是 没有 意义 的 。 这 时 的 态 函 数 几 率 诠 释 只 能 相对 于 实物 粒子 而 言 ,但 实 
物 粒子 与 场 发 生 了 质 能 转变 ,本 身 出 现 物质 的 亏 增 不 能 满足 质量 守恒 ,所 以 也 就 无 
法 论述 量子 系统 的 因果 关系 ,这 是 量子 力学 的 物理 解释 不 能 令 人 满意 的 关键 所 在 。 
为 完整 地 刻画 整个 相 空 间 量子 系统 的 因果 关系 ,在 Minkowski 复 空间 用 场 拓扑 描 
述 光量 子 的 定 域 区 间 , 用 虚 距 空间 表示 场 的 度量 空间 ,用 虚度 规 刻画 场 的 邻近 关 
系 。 把 拟 空间 和 虚空 间 的 拟 度 规 和 虚度 规 结合 起 来 , 亦 即 在 场 粒 子 拓扑 中 把 场 和 
粒子 统一 起 来 ,描述 它们 之 间 的 物质 守恒 和 转化 关系 ,表示 它们 的 因果 联系 ,才能 
一 对 一 地 给 出 微观 客体 态 函 数 的 实在 含义 ,这 可 能 就 是 Einstein 所 追求 的 量子 力 
学 中 完备 性 条 件 。 


3. 数学 与 物理 学 的 逻辑 关联 


数学 与 物理 学 的 关系 是 一 个 很 深奥 而 复杂 的 问题 , Wiener 曾 说 过 :“ 数 学 在 自 
然 科 学 中 极 大 的 有 用 性 是 相当 神秘 的 ,没有 对 它 进行 的 合理 的 说 明 。” 杨 振 宁 先 生 
曾 用 一 个 “二 叶 理 论 ” 来 形象 地 表示 数学 和 物理 的 关系 。 他 认为 数学 和 物理 就 像 两 
片 对 生 的 树叶 ,只 在 基部 有 少许 公共 部 分 ,而 它们 各 自 有 不 同 的 价值 观念 和 学 术 传 
统 ,互相 独立 地 生长 。 人 们 常 说 :数学 是 基础 ,是 工具 。“ 基 础 ”一 词 似 乎 已 达成 共 
识 ,但 其 中 包含 有 太 多 的 内 涵 ;“ 工 具 ” 一 词 能 否 表达 数学 与 物理 的 逻辑 关联 值得 商 
梭 , 例 如 :拧紧 一 颗 螺丝 ,可 以 用 扳 子 钳子 或 用 手 等 工具 ,但 这 些 工 具 与 螺丝 都 没 
有 逻辑 上 的 关联 。 如 何 理解 “逻辑 关联 ”的 深层 次 的 含义 ,对 判断 数学 与 现代 物理 
学 的 关系 具有 重要 意义 。 

数学 与 现代 物理 学 的 关系 ,可 以 从 局 部 和 整体 两 个 角度 阐述 。 数 学 作为 工具 
可 以 解决 物理 的 局 部 问题 。 例 如 ,解决 某 个 具体 的 物理 问题 ,或 对 应 于 物理 的 某 个 
分 支 ,我 们 可 以 用 这 套数 学 ,也 可 以 用 那 套 数学 。 工 具 可 以 不 同 ,但 抓 住 解决 问题 
的 共性 就 可 以 达到 相同 的 目的 和 效果 ,也 不 需要 从 根本 上 找 出 两 者 的 逻辑 关联 。 
对 拧紧 一 颗 螺 丝 , 无 论 用 扳 子 钳子 或 用 手 等 工具 ,利用 这 些 工具 的 共性 , 握 紧 螺丝 
向 顺 时 针 旋 转 即 可 ,这 些 工具 与 螺丝 都 没有 逻辑 上 的 关联 。 但 各 个 工具 之 间 即 有 
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共性 ,也 存在 个 性 ,更 可 能 产生 抵触 。 传 统 的 椭圆 复数 在 现代 物理 中 可 能 也 只 起 到 
这 种 工具 的 作用 ,使 各 个 分 支 在 其 内 部 均 具 有 自 洽 的 表述 ,但 存在 的 个 性 使 相互 间 
有 抵触 ,这 也 是 狭义 相对 论 和 量子 力学 不 融洽 的 根本 原因 。 

整体 上 看 ,数学 与 物理 学 更 形象 地 应 该 用 筋骨 和 血肉 的 关系 来 形容 , 盘 骨 是 基 
础 .是 框架 ,筋骨 和 血肉 之 间 存 在 着 深层 次 的 依存 关联 ,它们 相辅相成 。 当 然 ,这 里 
还 包含 着 不 同 基础 框架 之 间 以 及 同一 框架 局 部 与 整体 的 联系 问题 , 欧 氏 几何 和 非 
欧 几 何 就 可 以 分 别 形成 一 套 完整 的 理论 体系 和 基础 框架 。 从 数学 分 类 的 角度 , 数 
学 各 个 分 支 的 逻辑 关联 影响 整个 数学 公理 化 体系 的 完备 性 建立 ; 从 物理 学 分 类 的 
角度 , 欧 氏 几何 为 经 典 力学 提供 了 一 套 完整 的 理论 体系 和 基础 框架 ,而 现代 物理 学 
中 的 狭义 相对 论 和 量子 理论 应 该 对 应 非 欧 几何 的 数学 公理 化 体系 。 狭义 相对 论 和 
量子 力学 的 融合 涉及 数学 基础 的 统一 性 和 完整 性 ,只 有 在 同一 个 数学 体系 中 ,构成 
一 个 统一 的 基础 框架 才能 形成 一 套 完备 的 现代 物理 的 系统 理论 。 非 欧 数 学 作为 盘 
骨 和 基础 需要 搭建 一 个 完整 骨架 ,合理 地 填充 现代 物理 学 的 内 容 或 血肉 才能 揭 开 
自然 界 的 神秘 面纱 ,真实 地 描述 物质 的 运动 和 转化 规律 。 在 相对 论 和 量子 力学 诈 
生 一 百年 后 的 今天 ,有 必要 建立 起 描述 我 们 这 个 宇宙 物质 运动 和 转化 规律 的 数学 
公理 化 体系 。 
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经 典 量 子 力学 是 描述 微观 客体 在 低速 运动 时 的 理论 体系 ,通过 Schr6dinger 
方程 可 以 讨论 复合 粒子 乃至 原子 和 各 元 素 的 组 成 规律 。 经 典 量子 力学 的 数学 基础 
为 Hilbert 相 空间 ,其 中 每 一 个 非 质 点 相 格 对 应 一 个 微观 客体 的 量子 态 。 但 Hil- 
bert 空间 的 原 空间 为 Euclidean 空间 ,没有 光 的 对 应 区 域 ,使 Hilbert 空间 在 描述 
光量 子 时 出 现 了 缺陷 ,这 可 能 也 是 微观 客体 进行 统计 诠释 时 不 能 给 出 因果 解释 的 
原因 。 将 Minkowski 几何 所 对 应 的 广 域 Hilbert 相 空间 作为 数学 基础 ,通过 
Minkowski 空间 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 联系 描述 低速 微观 粒子 的 运动 行为 和 与 
光子 的 相互 作用 ,为 经 典 量子 力学 赋予 了 一 种 非 欧 几 何 背 景 。 


11.1 Minkowski 空间 的 Schrodinger 粒子 


Schr6dinger 方程 描述 微观 客体 低速 运动 时 的 运动 规律 。 经 典 物理 中 ,宏观 低 
速 物 体 在 Euclidean 几何 中 用 Newton 力学 描述 其 运动 规律 ,可 是 在 经 典 量子 力学 
中 ,微观 低速 客体 却 没有 相应 的 几何 空间 与 之 对 应 。 这 主要 是 低速 微观 客体 具有 
三 方面 重要 特征 :第 一 ,粒子 本 身 的 低速 运动 满足 Galilean 变换 ;第 二 ,实物 粒子 可 
与 场 或 光量 子 发 生 相 互 作用 ;第 三 ,低速 粒子 具有 静 能 和 静止 质量 。 这 三 个 特征 对 
单个 实物 粒子 而 言 是 辩证 统一 体 ,它们 既 有 联系 又 有 区 别 。 粒 子 的 量子 唉 迁 吸 收 
或 放出 光量 子 ,使 粒子 的 内 豪 性 质 发 生 突变 。Euclidean 空间 为 连续 空间 ,无 法 描 
述 粒子 的 分 立 结构 ,也 没有 光量 子 乃 至 场 的 对 应 区 域 ,这 使 得 微观 理论 或 
Schr6dinger 方程 在 数学 上 只 能 对 应 泛 函 分 析 结构 而 没有 几何 结构 。 低 速 粒子 的 
静 能 moc? 含有 光速 ,在 Euclidean 几何 中 趋 于 无 穷 大 无 法 找到 时 空 对 应 点 ,所 以 ， 
经 典 量子 力学 的 数学 基础 为 泛 函 分 析 中 的 Hilbert 空间 ,缺少 几何 空间 与 之 对 应 。 

传统 的 Hilbert 相 空 间 是 以 Euclidean 几何 为 原 空间 抽象 出 的 完备 内 积 空间 。 
理论 上 Hilbert 相 空 间 应 该 具有 或 保留 Euclidean 空间 的 几何 性 质 , 即 具 有 泛 函 性 
质 的 Hilbert 相 空间 与 原 空间 不 可 能 发 生 本 质 上 的 变化 。 将 Hilbert 相 空间 分 解 
成 一 系列 分 立 的 相 格 ,在 量子 力学 中 ,每 一 个 微观 客体 用 Hilbert 相 空 间 的 非 质点 
的 分 立 相 格 描 述 。 假 如 这 种 分 立 相 格 不 加 说 明 地 应 用 于 光量 子 ,显然 , 相 空间 的 分 
立 性 以 及 对 光量 子 的 刻画 将 超越 Euclidean 空间 的 几何 范畴 。 这 种 超越 不 单 是 几 
何 到 泛 函 分 析 的 跨越 ,而 且 是 对 空间 几何 性 质 本 质 的 改变 。 光 量子 对 应 区 域 的 缺 
失 , 以 及 微观 客体 分 立 性 与 Euclidean 几何 连续 性 的 矛盾 ,对 于 量子 力学 是 一 个 不 
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应 回避 的 问题 , 因 它 涉及 整个 现代 物理 学 的 数学 基础 ,也 涉及 物理 各 领域 的 相互 关 
联 。 空 间 中 的 客体 不 能 用 空间 理论 描述 ,经 典 量子 力学 缺失 几何 结构 应 是 一 种 不 
完备 的 表现 。 完 备 的 微观 理论 应 该 具有 公理 性 质 并 包含 几何 分 析 以 及 代数 结构 的 
数学 描述 ,也 应 包含 和 谐 的 物理 理论 和 哲学 诠释 。 

Minkowski 空间 将 三 维 Euclidean 空间 与 一 维 时 间 有 机 地 联系 起 来 ,一 方面 
可 以 描述 微观 客体 本 身 的 运动 规律 , 另 一 方面 也 可 描述 实物 粒子 与 光量 子 的 相互 
作用 。 四 维 双 曲 位 型 空间 X(c ,并 ), 对 应 四 维 矢量 X= 二 a 十 江 。 微观 粒子 在 四 维 
空间 运动 的 轨迹 对 应 一 条 世界 线 。 当 粒子 静止 时 ,世界 线 平 行 于 a 轴 。 粒 子 低速 
运动 时 满足 vc ,对 应 Galilei 变换 ,运动 轨迹 或 世界 线 与 a 轴 形 成 的 夹 角 p 0。 


在 能 量 动量 空间 P( 王 , 旋 ) , 取 四 维 矢量 P 一 上 上 十 应, 粒子 静止 质量 为 mo， 静止 


能 量 Eo = moc?; 粒子 运动 时 质量 为 m, 能 量 为 E= mc? 一 Es 当 经 典 近 
似 时 ,利用 级 数 展开 ,有 
1 1 ,3% 1 了 
yr 到 各 十 言 不 十 … 全 1 十 喜 丰 (11.1.1) 
则 粒子 的 动能 
B= EE = ne’—me = rm (11.1.2) 


由 于 < c, 静 能 远大 于 动能 ,这 与 低速 运动 的 宏观 客体 具有 本 质 区 别 。 宏 观 客体 
一 般 是 不 考虑 静 能 的 ,因为 在 Euclidean 空间 中 光速 c ~> co, 静 能 没有 相应 的 几何 
对 应 点 。 也 恰恰 因为 这 一 点 ,低速 运动 的 微观 客体 由 于 要 考虑 静 能 ,时 空 对 应 点 应 
该 在 Minkowski 空间 而 不 是 在 Euclidean 空间 , 而 Schr6dinger 粒子 也 应 该 在 
Minkowski 几何 为 原 空间 的 广 域 Hilbert 相 空间 中 进行 描述 。 


低速 运动 的 微观 客体 与 宏观 客体 的 共性 是 动能 均 为 E 一 Bm ， 遵守 Galilei 


变换 。 微 观 客体 本 身 的 运动 规律 可 以 用 Newton 力学 的 物理 规律 描述 ,但 和 光量 
子 的 耦合 应 该 与 Minkowski 空间 的 方向 奇异 性 有 关 , 使 高 速 运动 的 微观 客体 在 经 
典 近 似 时 并 不 完全 满足 Newton 力学 。 第 一 章 和 第 六 章 分 析 了 Minkowski 空间 
满足 Galilei 变换 的 条 件 ,使 在 Minkowski 空间 可 以 讨论 微观 低速 粒子 的 运动 行 
为 。 如 何 处 理 Minkowski 空间 与 Newton 力学 的 内 在 关联 ,可 以 从 两 个 角度 进行 
分 析 : 一 方面 ,低速 微观 客体 不 能 简单 地 与 三 维 Euclidean 空间 建立 几何 对 应 关 
系 , 这 是 基于 微观 客体 具有 静 能 和 与 光量 子 耦 合 的 双重 性 质 。 在 Minkowski 能 量 


动量 空间 P( 芋 ,这 ) 静止 的 微观 客体 位 于 上 轴 上 一 点 ,而 低速 微观 客体 由 于 
二 mov << moe 或 EE 则 时 室 点 位 于 上 轴 附 近 。 在 广 域 Hilbert 相 空 间 ,部 
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止 或 低速 运动 的 微观 客体 均 可 抽象 为 分 立 相 格 ,粒子 的 量子 跃迁 对 应 不 同 的 相 格 ， 
吸收 或 放出 的 光量 子 在 类 光 区 也 对 应 一 个 分 立 相 格 。 另 一 方面 ,实物 粒子 与 光量 
子 耦合 时 能 量 和 动量 分 别 守恒 ,低速 客体 本 身 的 运动 行为 也 应 该 满足 能 量 守恒 和 
动量 守 便 ,满足 Newton 力学 的 物理 规律 ,所 以 可 在 相对 独立 的 空间 分 量 和 时 间 分 
量 中 描述 低速 微观 客体 本 身 的 运动 行为 。 
实物 粒子 与 光量 子 相 互 作用 在 Minkowski 空间 取得 了 几何 关联 ,分 立 结构 和 
量子 跃迁 涉及 四 维 空间 的 时 空 性 质 。 四 维 空间 描述 实物 粒子 与 光量 子 相互 转化 的 
等 量 关系 时 四 维 时 空间 隔 等 于 零 , 对 应 四 维 复数 的 空间 分 量 等 于 时 间 分 量 。 综 合 
来 看 ,在 Minkowski 空间 中 的 低速 微观 客体 以 及 所 对 应 的 运动 方程 ,应 该 用 Gali- 
lei 变换 表示 本 身 的 运动 规律 ,用 四 维 时 空 的 零 间隔 表示 粒子 与 光 相互 作用 时 所 遵 
守 的 能 量 守恒 和 动量 守恒 。 引 入 Schr6dinger 方程 描述 微观 客体 低速 运动 规律 应 
该 具有 描述 粒子 本 身 运 动 行为 和 与 光量 子 耦合 的 双重 性 质 , 这 有 别 于 宏观 低速 物 
体 的 运动 方程 。 


11.2 双 曲 型 Schr6dinger 方程 


在 Minkowski 空间 建立 Schr6dinger 方程 所 对 应 的 复数 有 两 类 :一 类 为 双 曲 
复数 X(c ,地 ), 另 一 类 为 椭圆 复数 Y(ic ,z)。 两 类 矢量 的 差别 是 对 应 Minkowski 
复 时 空 的 算法 规则 不 同 。 前 者 对 应 内 积 的 多 项 式 混合 运算 ,后 者 为 并 积 的 缩 并 运 
算 。 由 于 微观 低速 涉及 四 维 空间 的 经 典 近似 ,利用 两 类 复数 的 共性 , 均 可 用 于 经 典 
量子 力学 的 运算 规律 。 本 章 用 双 曲 复数 讨论 经 典 量子 力学 的 物理 内 容 , 它 与 传统 
量子 力学 在 虚 单位 表述 上 存在 差别 。 

由 双 曲 虚 单位 分 写成 动量 和 能 量 算 符 [参见 第 二 十 四 章 式 (24.4.11) 和 
(24. 4. 13)] : 


方 一 丢 V， 寺 一 一 达 总 
椭圆 虚 单位 对 应 的 能 量 和 动量 算 符 
坟 一 一 和 法 V， 启 一 入 


| 


Ey (11.2.1) 


在 四 维 双 曲 Minkowski 空间 取 本 征 方程 
Py = ji" y= Ey+iy = Ey+ipy = Pw (11.2.2) 
可 分 写成 
B= (11.2.3) 


部 = 天 (11.2.4) 


"…， 154。 狭义 相对 论 和 量子 理论 一 元 化 表述 


在 经 典 量子 力学 中 , 当 c > v 时 粒子 以 低速 运动 ,由 式 (11.1.2), 有 


已 一 为 十 及 一 mc 十 去 mo (11.2.5) 
将 式 (11. 2.5) 代 入 式 (11. 2. 3), 有 
By=E= EytEy (11.2.6) 


式 (11. 2. 6) 为 微观 客体 低速 运动 时 的 微分 方程 。 由 于 E 一 mc 为 常量 ,低速 粒 
子 的 运动 动能 满足 Eu = 蕊 ， 取 动能 算 符 为 


所 = 到 = 新 上 = 一起 v? (11.2.7) 
式 (11. 2.7) 中 动量 算 符 方 和 方 " 的 二 次 项 乘积 保留 了 Minkowski 时 空间 隔 不 变量 
的 内 积 形式 。Minkowski 空间 对 应 的 态 函 数 为 式 (8. 9. 15), 隐 含 了 实物 粒子 进行 
量子 路 迁 时 与 光量 子 的 相互 作用 。 由 式 (11. 2. 6) 取 态 函数 


YF st) = tT 一 et BR 一 GF ,De mo 
(CF,0) = ra (11. 2. 8) 
Pr yt 一 e 


态 函 数 (11. 2. 8) 的 第 一 式 中 具有 静 能 项 ;第 二 式 仅 有 动能 成 分 ,可 用 以 描述 低速 运 
动 微观 客体 的 运动 规律 。 式 (11. 2. 6) 与 (11. 2.7) 联 立 , 有 


部 一 一 迁 急 = 一 起 Vy+ mc y= Ey (11.2.9) 


或 
ly 一 入 2y = 一 蕊 Vz% 十 moczb =Ey (11.2.10) 
式 (11.2.9) 与 (11.2.10) 相 互 复 共 罗 。 为 了 消去 静 质 量 对 方程 的 影响 , 由 式 


《11. 2.7) 和 (11. 2. 8) 将 式 (11. 2. 6) 改 写成 态 函 数 p(,D) = ei”? 的 本 征 方 

程 ,就 可 给 出 Minkowski 空间 中 自由 粒子 的 Schrodinger 方程 

忘 p 一 一 二 g 一 一 起 Vig= Ep (11.2.11) 
式 (11. 2. 11) 可 看 做 式 (11. 2. 6) 的 特例 ,是 不 考虑 静止 能 量 时 低速 运动 微观 客 

体 的 微分 方程 。 对 式 (11. 2. 11) 取 复 花 ,有 


-ey 四 
讨 59 一 2mY? =Eyg (11.2. 12) 


式 (11. 2. 11) 和 (11. 2. 12) 是 描述 低速 微观 客体 的 自由 运动 方程 ,其 中 算 符 一 起 ,v1 


具有 微观 客体 低速 运动 特征 ,而 p 作为 式 (11. 2. 8) 中 态 函 数 y 的 一 部 分 ,具有 实物 
客体 与 光 奈 合 的 特征 ,两 者 的 复合 特征 使 Schrodinger 方程 具有 了 双重 性 质 。 由 
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于 Schr6dinger 方程 的 时 间 算 符 是 一 次 微分 ,空间 算 符 为 二 次 微分 ,在 Minkowski 
空间 类 时 区 进行 经 典 近似 时 ,分 立 解 不 是 线性 的 ,分 立 相 格 的 线 度 也 不 是 等 长 的 。 
微观 客体 的 二 元 性 质 从 本 质 上 有 别 于 具有 一 元 性 质 的 宏观 客体 ,经 典 力学 的 运动 
方程 只 描述 质点 本 身 的 运动 规律 ,低速 宏观 客体 对 应 三 维 Euclidean 实 空间 ;而 经 
典 量 子 力 学 的 运动 方程 , 既 要 描述 粒子 本 身 的 运动 规律 ,也 要 描述 粒子 和 场 的 因果 
联系 。 低 速 微观 客体 对 应 四 维 Minkowski 复 空间 ,在 Minkowski 动量 空间 满足 式 
(7.4.1) 和 (8. 2. 2) ,对 应 写作 

wi = mc? 一 名。 


Ab 王妃 一 办 = 所 一 me = 大 
可 合 写成 
AP=P,—P, = AE+jA = dg (11.2.13) 
对 式 (11. 2.11) 左 乘 p" 及 式 (11. 2. 12) 右 乘 9p 相 加 ,得 
二 7 二 过 i 
OJ], =aX/ 3 tv 0 (11.2.14) 
其 中 ， 
J,= 订 +p (11. 2.15) 
0 一 9 9 站 人 
Ne (11. 2. 16 
了 = 起 (pvp —9 v9) 


式 (11. 2. 15) 为 双 曲 Schr6dinger 方程 对 应 的 几率 守恒 关系 式 , 式 (11. 2. 16) 为 几 
率 密度 和 几率 流 密度 。 
式 (11. 2. 4) 为 动量 本 征 方程 ,消去 静 质 量 对 方程 的 影响 后 也 改 成 p 的 本 征 方 


程 。 动量 分 量 六 二 入党 - 的 本 征 方程 满足 


jh p= pp (11.2.17) 
ae _ jp: = Ce 二 一 ,得 
其 中 , p 为 丁 值 ,有 全 一 涂 ， 则 ,Ce 个 ， 如 果 C 一 -起 ， 得 动量 本 征 
i a = 
西数 一 -用 ee ,满足 归 一 化 条 件 
六 we Wps, Ddr = 808: —#) (11.2. 18) 


11. 3”Dirac 算 符 与 么 正 变换 


在 双 曲 复 空间 中 引入 Dirac 算 符 ,可 抽象 出 一 类 普 适 于 相对 论 及 量子 力学 的 
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理论 体系 ,为 两 论 的 一 元 化 表述 商定 了 理论 基础 。 取 双 曲 半 线 性 空间 S, 对 YA € 
S, 表示 成 |A), 命名 为 右 矢 ; 令 S* 为 S 的 对 侦 半 线性 空间 ,对 Y B € S*" 表示 成 
《B| , 命名 为 左 矢 。 右 矢 或 左 矢 满足 各 自 的 封闭 性 乘法 和 加 法 运算 构成 半 群 ,而 左 
矢 和 右 矢 的 混合 积 构成 内 积 (也 | A) (参见 第 二 十 章 定义 20. 1) 。 在 双 曲 复 空 间 中 
引入 的 Dirac 算 符 ,通用 于 相对 论 和 量子 力学 两 个 物理 领域 。 在 狭义 相对 论 中 , 取 
四 维 时 空位 矢 
pe had a 
《全 让 一 二 
时 空间 隔 不 变量 可 表示 为 
(KX = (11.3.2) 
在 四 维 能 量 动量 空间 ,四 维 动量 位 矢 可 写作 
P(E,B) =| P,) = E+ 
(11. 3.3) 
P; (EjB) =(P, | 一 三 一 运 
能 量 动量 的 间隔 不 变量 为 
(PP 一 划一 产 一 mc (11.3.4) 


或 能 量 动 量 关系 式 
EF = pre? 十 mc (11. 3.5) 
在 量子 力学 中 , 双 曲 广 域 所 对 应 Hilbert 空间 中 归 一 化 波 函 数 可 写作 
(人 18) 一 1 (11.3.6) 
一 般 来 讲 , 任 一 双 曲 函数 皆 可 表 成 


1 F) = Dok) (11.3.7) 
大 
| &) 称 为 全 集 , 如 满足 
《mm | k) = Om (11.3.8) 
则 | &) 称 为 广义 归 一 全 集 ( 包 含 零 因 子 ) 。 而 
c= (k|F) (11. 3.9) 


为 | F) 在 基本 单位 向 量 为 | &) 的 坐标 分 量 ,或 | F) 在 基 矢 | &) 上 的 投影 。 式 
〈11. 3. 9) 代 入 式 (11. 3.7), 有 


[FPF = DIF 1k = DAIF) (11. 3.10) 
& 二 
其 中 , 已 一 | A)(k | 为 投影 算 符 , 满 足 
2 1 人 II=1 (11.3.11) 


加 


或 
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[pel=1 (11. 3. 12) 
式 (11. 3. 9) 至 (11. 3. 12) 可 看 做 J. von Neumann 的 量子 力学 的 标准 体系 。 在 标准 
体系 中 Hilbert 空间 中 厄 米 算 符 的 运算 用 算 符 | F) 描述 可 观察 量 ,满足 离散 谱 分 
解 式 (11. 3.10)，》) | &)(& | 是 与 之 对 应 的 本 征 映射 。 
3 


在 四 维 双 曲 复 空间 , 双 曲 四 元 数 X, = a 十 = 2%, 满足 Lorentz 变换 : 
X' = S,X, “ (11.3.13) 
其 中 , S。 为 么 正 矩阵 ,满足 关系 式 ; 
StS, = S,St, =I (11.3.14) 
在 式 (11. 3. 14) 中 , SE 为 Su 的 厄 米 共 堪 矩阵 , 了 为 单位 阵 。 
可 以 把 式 (11. 3. 13) 推 广 到 维 及 无 限 维 广 域 Hilbert 相 空间 ,得 到 一 个 广义 
的 多 维 Lorentz 变换 亦 即 量子 力学 理论 中 的 相似 变换 。 由 
X, >$= Da = >)agpp (11. 3.15) 
同 乘 几 ,得 
ai 一 > ($i,98)as 一 Ds, (11. 3. 16) 
其 中 , Se 一 (点 ,8p)， 满足 
S#Sp = SpS$ =I (11.3.17) 
式 (11. 3.17) 与 式 (11. 3.14) 相 吻合 , 式 (11. 3. 16) 也 与 式 (11. 3. 13) 相 对 应 ,所 以 相 
对 论 中 的 坐标 变换 形式 及 Lorentz 变换 与 量子 力学 的 坐标 变换 及 相似 变换 取得 了 
类 同 的 群 表示 ,这 为 相对 论 和 量子 力学 的 一 元 化 奠定 了 理论 基础 。 


取 量 子 态 $, 经 算 符 所 运算 后 变 为 另 一 态 p， 满足 


9 一 如 (11. 3. 18) 
或 
Dops = FD ap: = DarFp, (11. 3. 19) 
k 下 
左 乘 点 , 得 
b: = >)Faak (11. 3. 20) 
下 
其 中 ， 
Fa = ($., Fp:) (11.3.21) 
由 式 (11. 3. 18) 和 (11. 3. 21) ,可 进行 表象 变换 : 
下 一 SF’'S"! (11. 3. 22) 


及 力学 量 的 期 望 值 公式 : 
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F= Dai Fuai (11. 3. 23) 
是 


显然 ,在 广 域 Hilbert 相 空 间 引入 的 Dirac 算 符 以 及 一 系列 时 空 变 换 关 系 , 在 
形式 上 把 传统 的 量子 理论 与 狭义 相对 论 吻合 起 来 。 广 域 Hilbert 相 空间 对 应 着 多 
维 Minkowski 空间 的 广义 内 积 空间 ,Lorentz 群 与 特殊 么 正 群 相对 应 。 当 把 这 些 
抽象 的 代数 理论 引入 量子 力学 能 协调 地 与 相对 论 机 制 融 于 一 体 ,这 不 是 偶然 的 ,而 
是 双 曲 复 函 与 近代 物理 及 自然 规律 存在 深层 次 的 必然 联系 。 

Dirac 说 过 :“…… 我 想 建议 人 们 把 单 复 变 函数 论 当做 基础 。 这 一 数学 分 支 特 
别 美 ,此 外 ,与 它 相 联系 的 变换 群 , 亦 即 复 平面 的 变换 群 与 支配 狭义 相对 论 时 空 的 
Lorentz 群 相同 。 这 就 导致 人 们 猜测 在 单 复 变 函 数论 与 狭义 相对 论 的 时 空 之 间 存 
在 着 某 种 深刻 的 联系 , 找 出 这 种 联系 是 未 来 的 一 项 困难 任务 .” 长 期 以 来 物理 学 家 
们 已 经 注意 到 单 复 变 函数 与 相对 论 的 关联 ,以 及 相对 论 与 量子 力学 统一 的 理论 基 
础 问题 。 双 曲 复 函 是 一 个 新 的 单 复 变 函 数 , 它 能 以 Minkowski 空间 为 原型 ,抽象 
出 由 内 积 范 数 导出 的 双 曲 广 域 度量 空间 和 双 曲 广 域 Hilbert 相 空 间 ,形成 量子 力 
学 和 相对 论 统一 的 数学 基础 框架 ,说 明 这 种 单 复 变 函数 与 现代 物理 学 存在 深层 次 
的 逻辑 关联 。 这 种 新 型 的 数学 工具 一 定 会 给 相对 论 和 量子 力学 带 来 新 的 内 容 并 能 
解决 现存 的 疑难 问题 。 前 文 将 经 典 量子 力学 以 及 Schradinger 方程 赋予 Minkowski 
空间 的 几何 结构 正 是 在 这 种 统一 数学 框架 中 的 和 谐 表 示 。 


11.4” 非 交换 代数 与 对 易 关 系 


Clifford 代数 是 具有 非 交 换 性 质 的 几何 代数 ,第 十 八 章 中 式 (18. 3. 11) 是 坐标 
变换 的 一 般 关系 式 ,满足 
r= (a*rtiaA ra 一 ora (11.4.1) 
其 中 ， 
a 人 人 一 二 (r 一 m) = 二 [ao (11.4.2) 


式 (11.4.2) 中 ， 
ar—n = [a,r] (11. 4. 3) 
式 (11.4.3) 称 为 对 易 关 系 。 四 维 Lorentz 变换 的 普遍 形式 (2. 2. 11) 与 式 (11. 4. 1) 


具有 类 同 的 形式 ,也 不 满足 交换 律 。 利 用 双 曲 动量 算 符 二 和 法 V, 其 中 , 5. 一 
法 名 ， 由 式 (11. 2. 3) 取 态 函 数 g, 有 关系 : 


zfp = jiz 2 (11.4.4) 
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.DBD Eg .DB 
Brp 一 读 35 (zp) = jip + jir az9 (11.4.5) 
所 以 ， 
[z,P.] = zp: — Pr 一 一 丢 (11.4.6) 
式 (11. 4. 6) 为 双 曲 空间 中 三 维 对 易 关 系 式 。 一 般 情 况 下 有 
[rs Bp] = rbp — Pers =— jop (11.4.7) 
其 中 , me 一 12,3) 三 (zyyyz, 轴 (98 一 1,2,3) 二 (Bb) ;04 一 0 
6 函数 。 注 意 到 式 (11. 4. 2) , 则 式 (11. 4. 7) 可 写作 
人 如 一 二 (7Be 一 Byr) 一 一 二 ji6% (11.4.8) 
对 应 时 间 算 符 和 一 维 坐标 算 符 有 
9 .日 
一 一 入 35， 于 一 入 3p- (11.4.9) 
式 (11.4.9) 的 第 一 式 也 可 写成 
FT a 
名 二 d 一 一 太 5CBJ0 一 一 入 3 (11.4.10) 
其 中 ,能 量 算 符 为 
ES jk -ho 
en ed (11.4.11) 
由 于 
prip = jhp: Ey Se (11.4. 12) 
ipp 一 让 3 人 (pp) = jip + jip: 3 9 (11.4. 13) 
所 以 坐标 算 符 的 对 易 关 系 满足 
[p:,£] = 加 过 一 动 。 一 一 (11.4.14) 
三 维 形式 为 
[psa] = pap — Fap, =— jog (11.4.15) 
非 交 换代 数 形式 为 
ps A Pp 一直 (pfp fop.) —— 二 je (11.4.16) 
同 理 ,由 时 间 算 符 和 能 量 算 符 , 态 函 数 (11. 2. 3) 满 足 对 易 关系 
[4 局 = [zoy 扣 ] = 十 一 请 二 woBo 一 Pozo 二 庄 (11.4.17) 
[E,i] = [psi] = 下 =poto Zopo = 法 (11.4.18) 
式 (11. 4.17) 和 (11. 4. 18) 也 可 写成 非 交换 代数 形式 : 
4 人 尼 一 于 ( 达 一 应 ) 一 卫 访 (11.4.19) 
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或 
EAi 一 示 ( 辐 一下) 一 去 计 (11.4.20) 
11.5 角 动 量 的 共同 本 征 态 
在 双 曲 空间 中 取 角 动量 算 符 
Porx$=iét tié,+ie, (11.5.1) 
其 中 佣 动 量 外 符 的 分 天 形式 为 
= yb:—2f, 一 这 (? 名 :她 ) 
a (11.5.2) 
; DB 
Lr 26: 人 oy 3 六 ) 
有 关系 : 
人 = 一 PCc 一 zyz)， 或 了 入 一 一 下 (11.5.3) 
式 (11. 5. 2) 满 足 对 易 关 系 式 ， 
L, A zs = [Ls zp] =— ewjhey (11.5.4) 
L.A B= 二 [L., Bo] = 一 emikp, (11.5.5) 


其 中 , eoo 是 Levi-Civita 符号 ,有 性 质 ez == 1,eogy 二 一 epy 一 一 eop。 式 (11.5.4) 和 
(11. 5. 5) 可 合 写作 


L.Ai,= [LL] = 一 ewitLy (11. 5. 6) 
注意 到 式 (19. 5. 3) ,有 关系 : 
[it ,2 一 < 这， (11.5.7) 
其 中 , 过 为 的 共 二 转 置 , 满 足 式 (11. 5. 3) 。- 
三 维 球 坐 标 与 直角 坐标 的 变换 关系 为 
r= V 亚 十 交 十 到 
工 一 rsinbgcosp ee 
| = rsingsinp ， 40 一 arctan( AE + 站 ) (11.5.8) 


z 一 reosg (2) 
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有 微分 关系 : 
- aor 有 ton- 二 
EE = singsing 全 十 十 cosbsing 久 1 (11.5.9) 
-on- 计 和 


将 式 (11. 5.9) 代 入 式 (11. 5. 2) 中 ,有 和 角 动 量 算 符 在 球 坐标 的 形式 : 
i, = 一 和 (sin 区 十 cotbeosp 邵 ) 


i, 一 读 ( 一 cosp 锣 +cowsinp 邵 ) (11. 5. 10) 
2 
L. 一 丢 一 
Yap 
角 动 量 平方 可 以 写成 
==ii,+i;i,+i:i,= [op 久 (s9)+ gr] 
《L1511) 


式 (11. 5.11) 可 写成 的 本 征 值 方程 : 


[二 钨 (si 和 + 让 5 就 85 | wu (0,9) 一 一 炉 2Ym(b,p) (11. 5. 12) 
Ym(b,9) 是 球 谐 函数 ,为 L? 的 本 征 函 数 ,属于 本 征 值 杯 *。 其中， 
1 一 5 十 D，1 一 0,1,2， (11.5.13) 
/为 角 量 子 数 , L? 的 本 征 函 数 写 为 
L2Y (0,9) 一 5 十 1) 直 Ze(bP) (11.5.14) 


球 谐 函 数 Yw (9,g) 可 以 写 为 连带 Legendre 多 项 式 : 
Yin (0,9) = (—D"NmPr (cosD)e™r, m=0,1,2,%,L (11.5.15) 
YnC0,9) = —D"Yi nl0,9), 7 一 一 1, 一 2 一 上 (11.5.16) 
由 式 (11. 5. 10) 的 第 三 式 和 式 (11. 5. 15) (11. 5. 16), 有 


LYi, (0,9) = mhYsn, (0,9) (11.5.17) 
或 


L. | im >=mi | im> . (11.5.18) 


式 (11. 5.17) 和 (11. 5. 18) 为 工 。 的 本 征 方程 ,本 征 值 为 工 . = mik, 其 中 , m = 0， 
士 1, 士 2,…, 土 1， 为 磁 量子 数 。 
角 动 量 平方 与 角 动 量 的 分 量 是 对 易 的 ,有 关系 : 
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[i2,2]=0, (a= Zz,y,z) (11.5. 19) 
产 和 二 . 可 构成 共同 本 征 态 。 


11.6 中 心力 场 与 氨 原 子 


电子 在 Coulomb 场 中 运动 , 取 势 能 为 U 一 2 。 在 不 考虑 静 能 时 系统 


Hamilton 算 符 为 式 (11. 2. 9) 。 如 考虑 Coulomb 场 的 势能 , 则 系统 Hamilton 算 符 
可 写成 


让 -起 vv 一 娠 (11.6.1) 
本 征 方程 为 
(GE (11.6.2) 
在 球 极 坐标 中 本 征 方程 为 
起 [aza lalia 1 al Z2: 
2mr? EE 人 Ea sr0 6 (si035)+ rE ~ 
(11.6.3) 
取 分 离 变量 
Wun (7,0,9) = Ru (7)Yin (0,9) (11.6.4) 
其 中 , Rw (7) 为 径 向 函数 , 式 (11. 6.4) 代 入 式 (11. 6. 3) 得 到 两 个 方程 : 
2 
去 是 (= 户 )+[ 经 (E+ 甜 )-- 告 ]R=。 (11.6.5) 
2 
坟 (0 和 + =—4Y (11.6.6) 


式 (11. 6. 6) 与 (11. 5. 5) 相 同 ,将 式 (11. 5. 6) 代 入 径 向 方程 (11. 6. 5), 有 
上 (加)+ [加 (E+ 矢 )- 人 DR=0 67 


Pda\ dr 
令 
RD = (11.6.8) 
Rr) 有 界 的 条 件 为 x(r) 一 0， 将 式 (11. 6. 8) 代 入 式 (11. 6.7) ,得 
du Fam/p Za UFD] 
器 +[ 轻 (E+ 人 人 =。 (11.6.9) 


当 巨 < 0 的 情况 下 , 令 
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Ei 
a = (8m aE) ，B= 2m2e (11.6.10) 
作 代 换 p = or，, 式 (11. 6. 9) 可 写作 
du jfB_1_lU+t+D 
+ 4 一 “人 =。 (11.6.11) 
讨论 式 (11. 6. 11) 的 渐进 行为 , 当 p~> wo 时 , 式 (11. 6. 11) 变 为 
各 - 如 =0 (11.6.12) 
其 解 取 为 
ulp) = et flp) (11.6.13) 
当 p 一 0 时 , 式 (11. 6.11) 变 为 
dz L(+1) 
es =0 (11. 6. 14 
是 
式 (11. 6. 14) 的 解 为 
ulp) = po (11. 6. 15) 
一 般 情况 下 ,综合 式 (11. 6. 13) 和 (11. 6. 15) 极 限 情况 , 取 
ulp) 一 pe tf(p) (11. 6. 16) 
代入 式 (11. 6. 11) ,得 到 满足 f(p) 的 方程 : 
pf+ it2-p Yt1-pf=0 (11.6.17) 
取 p 二 z,2l 十 2 二 c,l 十 1 一 8 二 a,f 二 y, 有 合流 超 几 何方 程 : 
z+(-D -oy =0 (11.6.18) 
方程 (11. 6. 18) 的 解 满足 条 件 
+1—p=—n, n=0,1,.. (11. 6. 19) 
或 
B=n=1+1+n, 1 一 01 一 1 (11. 6. 20) 


其 中 ,mw 为 径 量子 数 , n 为 总 量子 数 或 主 量子 数 。 将 式 (11.6.20) 代 人 式 
(11. 6. 10), 有 能 量 本 征 值 


204 
EB —— B= 1,2,3,°" (11. 6. 21) 
取 式 (11.6.21) 中 Z = 1,m 一 mv = 一 za ,mo 称 为 约 化 质量 , mi 和 mz 分 
mi 十 mz 
别 为 电子 和 和 毛 核 的 质量 , 则 式 (11. 6. 21) 可 写 为 


E, n= 1,2,3," (11. 6. 22) 


me el1 
Zhm 一 266 开 ， 
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当 取 m, 一 mn 为 电子 质量 时 ,有 oo 一 二 ,为 气 原 于 的 Bohr 轨道 半径 。 
由 式 (11. 2. 13) ,电子 的 能 级 唉 迁 在 Minkowski 空间 可 写成 
hy = i2m = E,’—E, (11. 6.23) 
式 (11. 6. 22) 代 入 式 (11. 6. 23) ,辐射 光 的 频率 为 


2 全 志 )= 忆 ce( 寺 - 遍 ) 41.6.29) 


vy 


式 (11. 6. 24) 为 所 原子 所 满足 的 Balmer 公式 。 式 中 .一 了 人 是 Rydberg 常数 。 


显然 在 Minkowski 空间 讨论 氢 原 子 的 分 立 结构 或 Balmer 公式 具有 很 鲜明 的 
几何 意义 。 虽 然 氢 原子 中 的 亚 核 粒子 为 低速 运动 ,但 可 在 Minkowski 空间 的 类 时 
区 找到 电子 的 对 应 时 空 点 ,辐射 的 光量 子 与 类 光 区 的 时 空 点 相对 应 。 电 子 与 光量 
子 的 耦合 使 四 维 时 空间 隔 和 能 量 动量 间隔 等 于 零 , 分 别 满足 能 量 守恒 和 动量 守恒 ， 
是 电子 与 光量 子 质 能 关系 相互 转变 所 决定 的 。 


11.7 磁场 中 的 粒子 与 正常 Zeeman 效应 
一 个 质量 为 m, 带电 荷 4 的 粒子 在 电磁 场 中 运动 ,其 Hamilton 量 为 


过 ax) 
H= 志 二 2A) +g (11.7.1) 
对 应 Hamilton 算 符 为 
| -i 2 
H= 志 $B 了 4) 十 吵 (11.7.2) 
Schr6dinger 方程 (11. 2. 11) 可 改写 成 
一 法 日 一 [去 BF—28) +#h (11.7.3) 
Td 2m C 
取 均 匀 磁 场 总, 相应 的 矢 势 为 ,满足 关系 : 
A=BBx7 (11.7.4) 
可 验证 满足 二 VX A, 取 磁 场 方向 沿 z 轴 , 则 
A =— 二 >， A,= 到， A:=0 (11.7.5) 


取 Coulomb 场 V(r) = ,电子 的 电荷 g 一 一 e, 则 Hamilton 算 符 可 写作 


A= 去 [(# 一 要 y) + (B+ 多 z) + ]+vn 
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= 趟 [ 关 + 电 (zp, 一 ++ VD 
= 去 [ 关 + BL, +9E z+) HV (11.7.6) 
取 式 (11.7. A B? 项 远 小 于 B 项 ,有 
自 = 趟 疡 + 起 L.+VD (11.7.7) 


在 中 心力 场 取 (和 三 , 忆 ,并 ,) 为 一 组 守 便 量 完全 集 , 量 子 数 为 (n,1,m) ,本 征 函 数 为 

Wum (7,0,9) = Ra (rT)Yim (0,9) (11.7.8) 
其 中 , n = 1,2,3,…34 二 0,1,2,…,n 一 13m 一 一 7， 一 L 十 1,…,L 一 1,i。 相应 的 能 
量 本 征 值 为 


Em — Es + Em (11.7.9) 
TTMC 


式 (11.7. 9) 中 ，Euo 与 量子 数 4 ,l,m 都 有 关 , 使 中 心力 场 Es 所 对 应 的 一 条 能 级 分 
裂 成 2 十 1 条 , 即 为 正常 Zeeman 效应 的 2 十 1 重 简 并 。 


第 十 二 章 ” 双 曲 型 Dirac 波动 方程 


相对 论 量子 力学 和 量子 场 论 给 出 两 种 不 同形 式 的 Dirac 波动 方程 , 哪 种 更 能 
真实 地 描述 Dirac 粒子 的 性 质 呢 ? 应 该 说 两 种 Dirac 波动 理论 各 有 特点 ,但 都 存在 
一 些 无 法 克服 的 困难 和 矛盾 。 例 如 , 两 个 方程 中 态 函 数 的 数学 基础 都 为 Hilbert 
相 空间 ,其 原 空间 联系 着 Euclidean 几何 , 当 分 立 的 相 格 描述 微观 粒子 的 量子 态 
时 ,粒子 的 运动 规律 处 于 Euclidean 几何 与 Minkowski 几何 的 两 难 境界 。 或 者 说 ， 
传统 的 Dirac 方程 所 对 应 的 高 速 粒子 在 Minkowski 空间 无 法 找到 时 空 对 应 点 , 特 
别 是 反 粒子 至 今 还 不 能 确切 地 给 出 它 所 对 应 的 几何 区 域 。 相 对 论 量 子 力学 中 ,Di- 
rac 提出 空 穴 理论 ,将 反 粒 子 看 做 正 粒 子 的 真空 几何 背景 。 量 子 场 论 中 的 Dirac 方 
程 回避 了 空 穴 理论 ,将 正 、 反 粒子 方程 相互 分 离 并 满足 相互 厄 米 共 罗 关 系 , 这 更 能 
体现 粒子 的 量子 特性 ,但 同样 没有 解决 粒子 和 场 的 几何 关联 问题 。 有 必要 分 析 
Dirac 粒子 在 两 个 不 同 物理 分 支 中 的 异同 关系 ,客观 地 描述 高 速 运动 状态 亚 核 粒 子 
以 及 与 电磁 场 的 几何 联系 。 

将 广 域 Hilbert 相 空 间作 为 相对 论 量子 力学 的 数学 基础 ,无 论 是 态 函数 还 是 
粒子 的 运动 方程 均 对 应 着 Minkowski 几何 。 在 Minkowski 空间 的 类 时 区 可 以 找 
到 正 、 反 粒子 的 时 空 对 应 点 ,它们 具有 相互 厄 米 共 轰 关系 。 在 Minkowski 几何 为 
原 空间 抽象 出 的 广 域 Hilbert 相 空间 中 可 以 推导 出 和 谐 的 粒子 和 场 的 运动 微分 方 
程 以 及 它们 之 间 的 相互 作用 方程 。 


12.1 二 维 复 平面 中 的 Dirac 波动 方程 


双 曲 虚 单 位 jGj? ==1,j 隆 土 1,j” = 一 j) 所 对 应 的 复 空间 为 Minkowski 空间 ,能 
量 算 符 和 动量 算 符 可 分 别 写作 [参见 第 二 十 四 章 式 (24.4. 13)] 
多 = 法 V， 半 一 一 法 总 (12.1.1) 
四 维 动量 的 算 符 满足 关系 式 
已 一 j 记 + 上 三 一 一 六 2 


(12. 1. 2) 


其 中 ， 
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让 = 入 +iy 
3 (12. 1.3) 
3XF Bc iY 
在 双 曲 复 域 中 ,参考 式 (2. 1. 4) , 取 线 性 四 元 数 的 内 积 算法 
(X1Y) 一 Dazry, (12.1.4) 
作为 式 (12. 1. 4) 的 特例 , 当 XX 二 Y 时 ,有 缩 并 形式 ， 
(《X|X)= Dear (12. 1.5) 
接 式 (12.1.4) 的 算法 ,由 式 (4. 5.20) ,对 式 (12. 1. 2) 取 内 积 ,有 
PBB, =#(V -让 六 )= me 
或 
v= (12.1.6) 


在 双 曲 复 域 , 广 域 Hilbert 空间 作为 相对 论 量子 力学 的 数学 基础 ,考虑 到 双 曲 


复 空间 的 时 空 对 称 性 , 设 线性 Dirac 方程 为 
(a B+oEt+amo)g 一 0 


(12. 1.7) 


式 (12. 1.7) 具 有 复数 和 矢量 的 双重 性 质 ,在 不 展开 空间 分 量 的 情况 下 ,只 考虑 四 维 
超 复数 的 复数 性 质 。 取 二 维 复 时 空 平面 ,将 看 成 一 个 整体 算 符 作 为 二 维 复数 的 


虚 部 , 上 为 复数 的 实 部 。 将 式 (12. 1. 1) 式 代 人 式 (12. 1. 7), 得 
(kD ah jem)p = 0 
对 式 (12. 1. 8) 取 厄 米 共 罗 , 得 
9 


(at5 th 3 —jadtmo)g'=0 


(12. 1. 8) 


(12. 1.9) 


按 式 (12. 1. 4) 的 算法 ,对 式 (12. 1. 8) 和 (12. 1.9) 作 内 积 运算 ,满足 式 (12. 1. 6) 


应 有 条 件 : 
ata = aat es 
| 一 az 中 一 一 1 
过 as 一 cad 一 


过 az 十 da 一 0 


他 一 叶 a 一 0 
oas 一 过 az 一 0 


(12. 1. 10) 


〈12. 1. 11) 
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由 于 添加 了 at 矩阵 , 取 下 列 矩 阵 可 满足 式 (12. 1. 10) 和 (12. 1. 11) 的 条 件 
a=-( a “= js “=( 1) 2.112) 
取 二 维 双 曲 线 型 Dirac 方 程 
Gk 2- +jmoc)p = 0 (12.1. 13) 
Pp 
其 中 , m == x bm ,x2), 并 有 和 矩阵 形式 : 


min = 人 j 


a = 
m=a=(, 人 
对 式 (12. 1. 13) 取 厄 米 共 罗 
p+ (sk 3 me)= 0 (12.1. 15) 
将 式 (12.1.13) 和 (12.1.15) 按 式 (12.1.4) 的 算法 作 内 积 运 算 , 得 到 Klein-Gordon 
方程 


(12.1.14) 


(一 十 六 一 和 ma)w=0 (12.1.16) 
式 (12,. 1. 16) 与 (12. 1. 6) 具 有 相同 的 算 符 形式 ,其 中 Y 一 财 p, 则 zw 二 bm ,mo) 满足 
二 二 对: 二 击 (12.1.17) 
| (12.1.18) 
而 
奈 到 二 
( 强 ) 流 -( 癌 -i 引 (总 1 引 = 二 划一 (12.1.19) 


Dirac 方程 (12. 1. 13) 可 分 写成 
| 六 pr 二 法度 ps 十 jmoops 一 0 


(12. 1. 20) 
9 


Vge 十 入 3cz9a 一 jmocpz 一 0 


式 (12. 1. 15) 分 写成 


和 jmpt 一 
《12. 1 21) 


上 5 一 这 六 +jmoopt =0 
12.2 ”四 维 双 曲 型 Dirac 波动 方程 
方程 (12. 1. 20) 没 有 考虑 粒子 空间 分 量 的 交叉 运算 ,是 将 三 维 空间 算 符 看 成 一 
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个 整体 算 符 ,与 时 间 算 符 共同 遵守 四 维 Minkowski 空间 的 时 空 对 称 性 。 如 果 考 虑 
粒子 在 三 维 空间 中 的 分 量 运算 ,由 式 (12. 1. 2) ,并 注意 到 式 (12. 1. 20) , 取 四 维 Di- 
rac 方程 


%.P$ =— jky, 起 # = 土 modp (12.2.1) 


其 中 , X,Y2,ys 为 +Hooft 和 矩阵, yo 为 单位 矩阵 [参见 第 十 九 章 式 (19. 3.4)]。 当 取 
式 (12. 2. 1) 右 边 为 正 号 时 可 写 为 


jhy, Rt td =0 (12. 2.2) 
对 式 (12. 2.2) 取 复 共 纯 ,有 与 式 (12. 1. 21) 相 对 应 的 旋 量 方程 
六 壬 辽 从 一 meft 一 0 (12.2.3) 


将 式 (12. 2.3) 左 乘 式 (12.2.2), 由 式 (12.1.4) 的 内 积 算法 ,可 导出 Klein- 
Gordon 方 程 (12. 1. 16) 。 将 式 (12. 2. 2) 展 开 可 分 写成 


台 - 台 + 中 + (总 + 加 :)h =0 (12. 2. 4a) 
艰 + 站 强 +( 浊 十 ze) 和 0 (12. 2. 4b) 
Bpa | Ot + 六 +(i 和 + 到 ch) 和 =0 (12. 2. 4c) 
Ea 急 强 +(j 训 + 加 5) 0 (12.2.4d) 
式 (12. 2. 3) 也 可 分 写成 
村 - 针 + 强 +( 罕 136 0 (12. 2. 5a) 
强 + 给 - 阅 3 时 (ei j 总 灶 一 0 (12. 2. 5b) 
强 + 盐 + 十 (ze 一 j j 加 2 )# =0 (12. 2. 5c) 
a 绽 Ee i =0 (12.2. 5d) 


方程 (12. 2.4) 和 (12. 2. 5) 为 展开 后 的 四 维 双 曲 型 Dirac 方程 , 它 比 传统 的 
Dirac 方 程 数 多 出 一 倍 ,形成 了 八重 Dirac 粒子 。 与 传统 Dirac 方程 不 同 的 是 ,每 个 
双 曲 型 Dirac 均 由 态 函 数 的 4 个 分 量 构成 ,而 每 一 个 传统 的 Dirac 方程 仅 包含 了 波 
函数 的 3 个 分 量 。 双 曲 型 Dirac 方程 类 同 于 Majovana 表象 , 正 粒子 的 态 函 数 与 反 
粒子 的 态 函 数 不 相 混合 ,如 将 式 (12. 2.4) 看 做 正 粒子 方程 ,下 一 章 可 证 明 式 
(12. 2. 5) 为 反 粒 子 方程 ,它们 相互 厄 米 共 罗 。 
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12.3 双 曲 Dirac 方程 的 遍历 性 


式 (12. 2.4) 和 (12. 2. 5) 的 Dirac 方程 数 虽 然 为 传统 Dirac 方程 数 的 2 倍 ,但 它 
们 并 不 能 完全 反映 出 Dirac 方程 在 四 维 Minkowski 动量 空间 的 时 空 对 称 性 和 遍历 
性 。 可 取 [参见 第 十 九 章 式 (19. 3. 4)] 

HF 72973) FE — 7 72 (一 Xi (yi, yz — 73), 
Fp Op RR Nh OB) yy) 
(12. 3. 1) 
式 (12. 3. 1) 中 各 式 均 可 作为 tHooft 矩阵 ,它们 在 第 十 七 章 讨论 强 相互 作用 方程 
的 性 质 时 有 重要 用 处 。 将 方程 (12. 2. 4) 分 别 用 式 (12. 3. 1) 中 的 y; 函数 进行 替换 ， 
可 扩展 成 4X8 个 Dirac 方 程 ,它们 均 为 正 粒子 方程 ;而 式 (12. 2. 5) 用 式 (12. 3. 1) 
中 和 矩阵 的 厄 米 共 生 进行 替换 ,也 可 扩展 为 4X8 个 反 粒 子 的 Dirac 方程 。64 个 正 
粒子 和 反 粒 子 的 Dirac 方程 遍历 了 四 维 Minkowski 动量 空间 的 对 称 性 。 

正 粒子 和 反 粒 子 的 运动 方程 相互 分 离 并 且 保 持 相互 厄 米 共 固 关系 ,这 与 传统 
量子 场 论 的 Dirac 旋 量 方程 类 同 ,排除 了 相对 论 量子 力学 与 场 论 中 Dirac 粒子 方程 
形式 不 同 的 问题 。 特 别 是 ,它们 在 Minkowski 动量 空间 类 时 区 可 以 找到 相应 的 几 
何 点 ,分 别 位 于 相互 负 元 的 半 线 性 空间 ,解决 了 高 速 粒子 的 几何 关联 问题 。 由 正 、 
反 粒 子 共同 组 成 的 8X8 个 Dirac 方程 ,这 64 个 Dirac 粒子 是 以 yi ,ys ,7y3,7o， 

入 = 一半， 一 为 一半 ,一 % = 圭一 为 八 元 数 的 排列 组 合 , 或 为 表 12. 1 中 


( 士 吏 各) (wv = 1,2,3,4) 的 线性 组 合 。 函数 六 (% ,为 ，%) 具有 时 空 对 称 性 


表 12.1 
四 和 办 bh 村 峙 对 条 
EE EN ER EA EA Ei Ea ER 8 于 
ar 9r Brz Brz az Br ar ar Br 
2 $1 pz ps 弛 4 这 2+ 2 ogt 
ay By ay 3y 9y By By By By 
日 $1 atz aa at 2 a .2 2 
az az ax ax az az ar Bz az 
记 : 2 2pz 2 2 + Ez Ea E28 
at a Ea Bt ED at a Ey ED 
一 -aa -aa _i _ 9 一 对 
ar Br Br ar Br Br Bz Bz Bz 
了 _% ap 2% _2% _t _2 _ _ot 
ay ay ay By ay By ay By 9y 
_a | 上 az 人 
En az Bz az az az Bz az 
-2 | - 台 - 台 - 台 - 听 - 终 _- 引 一 毕 
8 8 a at ar a at ar 8 
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和 遍历 性 ,8X8 个 Dirac 方程 宫 括 了 四 维 双 曲 复 空间 的 所 有 可 能 状态 ,构成 四 维 
Dirac 方程 的 时 空 对 称 性 。 


12.4” 双 曲 型 Dirac 方 程 与 传统 Dirac 方程 的 对 比分 析 

表 12.1 给 出 了 8X8 即 64 个 Dinac 粒子 的 波动 方程 ,可 由 四 元 数 (3 , ,总 ， 
各) 及 (#8, 各 ,加 二) 排列 组 合 来 构成 ,也 是 粒子 态 函 数 对 四 维 时 空 变化 率 的 排列 
组 合 , 这 既 包 含 了 四 维 时 空 的 对 称 性 又 刻画 了 Dirac 粒子 的 内 豪 性 质 。 每 一 个 
Dirac 粒 子 的 波动 方程 中 都 包含 了 算 符 的 四 个 分 量 (3 ,2 ,二 ,学 ) ,以 及 波 函 数 
的 四 个 分 量 (办 ,各 ,加 , 各 )， 保持 了 四 维 Dirac 波动 方程 和 四 维 时 空 的 和 谐 关系 和 


对 称 性 质 , 这 与 传统 Dirac 粒子 的 波动 方程 有 很 大 区 别 。 
在 传统 的 相对 论 量子 力学 中 ,Dirac 波动 方程 可 写作 


(二 +imc)$ =0 (12.4.1) 
式 (12.4.1) 与 (12. 2.2) 具 有 类 同 的 形式 。 其 中 ， 


i Cl 


re /ae (12. 4. 2) 


en 一 上 


式 (12.4.1) 可 分 写成 


(车 一 六 + 总和 + (i 他 + 训 ) = (12. 4. 3a) 
(总 ti 旋 记 -六 8+ (i 于 :+ 总 =0 (12. 4. 3b) 
全 一 记 六 + 名 (i 加 :+ 总 =0 (12.4. 30) 
(号 +i 吉 志 - 瑟 h(i 办 + 总 =0 42.4.30) 


式 (12. 4. 1 或 (12. 4. 3) 为 椭圆 复数 所 对 应 的 传统 Dirac 方程 。 对 两 类 Dirac 波动 
方程 有 如 下 的 对 比 和 分 析 : 
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(1) 式 (12.4. 3) 中 每 一 个 方程 只 有 三 个 态 函 数 分 量 。 由 于 每 一 个 方程 对 应 一 
个 粒子 ,在 四 维 时 空中 一 个 Dirac 运动 方程 缺少 一 个 态 函 数 分 量 ,是 值得 质疑 的 ; 
式 (12. 2. 4) 中 每 一 个 方程 具有 四 个 波 函 数 的 分 量 ,它们 分 别 被 作用 到 四 维 时 空 梯 
度 上 。 式 (12. 3. 2) 至 (12. 3. 9) 包 含 了 四 维 时空 的 遍历 性 和 对 称 性 ,说 明 Dirac 粒 
子 的 内 襄 性 质 与 四 维 Minkowski 时 空 的 几何 性 质 具有 一 种 深层 次 的 内 在 关联 。 

(2) 式 (12.4. 3) 中 ,前 两 式 一 般 认为 正 粒子 方程 ,后 两 式 为 反 粒 子 方程 ,两 种 
粒子 具有 相互 混合 的 态 函 数 ;而 式 (12. 2. 3) 为 式 (12. 2.2) 的 厄 米 共 思 e, 如 果 视 式 
(12. 2. 2) 为 正 粒子 方程 , 式 (12. 2. 3) 为 反 粒子 方程 , 正 、 反 粒子 的 波动 方程 相互 分 
离 。 正 、 反 Dirac 粒子 具有 不 同 但 相互 厄 米 共 轿 的 态 函 数 ,使 态 函数 $ 和 $" 赋予 了 
不 同意 义 的 物理 诠释 。 

如 果 正 、 反 粒子 具有 厄 米 共 二 关 系 ,它们 应 处 于 不 同 的 时 空 区 域 。 在 四 维 动量 
空间 ,如 果 设 定 正 粒子 位 于 未 来 类 时 区 , 则 反 粒 子 应 位 于 过 去 类 时 区 。 即 正 、 反 粒 
子 与 四 维 时 空 性 质 建立 起 几何 联系 ,或 四 维 时 空 具有 物质 性 ,这 部 分 内 容 在 后 续 章 
节 中 进行 讨论 。 


12.5 双 曲 Dirac 方程 的 协 变 性 


在 双 曲 Minkowski 复 空间 四 维 Lorentz 群 为 特殊 么 正 群 SU(4) [参见 第 十 九 
章 式 (19. 2. 16)]。 四 维 算 符 的 Lorentz 变换 可 写作 


YC = oY, (12.5.1) 


其 中 ， 

ataw 一 an 太一 工 (12. 5. 2) 
设 在 Lorentz 变换 下 , 态 函 数 %(z) 的 变换 形式 

光 (X ) 一 4 好 (X) (12. 5. 3) 
其 中 , X 为 四 维 函数 , A 有 性 质 : 

A'A=AA =1 (12. 5. 4) 
四 维 梯度 算 符 有 性 质 : 


让 二 尼 放 ， 起 总 入 (12.5.5) 
由 式 (12. 1. 2) ,四 维 动量 算 符 对 应 变换 关系 : 
P= oo 
dp, = 
将 式 (12. 5.3) 和 (12. 5. 4) 代 人 方程 (12. 2. 2) ,得 
(weak BR timc)A $x )=0 (12.5.7) 


(12. 5. 6) 
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式 (12. 5.7) 左 乘 A, 满足 


(AysamA Tk Ey 十 jmocjg'(z') 一 0 (12.5.8) 
令 hanA 一 X%， 由 式 (12. 5.4), 有 关系 ; 
yuan 一 人 TIXA (12.5.9) 


则 式 (12. 5. 8) 可 化 为 
(六 5 +jmoc)$’ Cz )= 0 (12. 5. 10) 
式 (12. 5. 10) 与 方程 (12. 2. 2) 具 有 相同 的 形式 ,如 能 找到 A 则 可 证 得 Dirac 方程 在 
双 曲 复 空间 具有 Lorentz 不 变性 。 
由 于 二 维 双 曲 复 平面 的 Dirac 方程 (12.1.7), 其 空间 和 时 间 分 别 作为 一 个 独 


立 变量 ,可 以 分 步 进行 空间 和 时 间 反 射 变换 。 对 式 (12. 1. 13) 进 行 空间 反射 变换 ， 
取 A = jrz,4- 一 一 j 夺 ,满足 关系 式 (12. 5. 4), 则 


AmA 一 一 mm， AmA 一 mm (12.5.11) 
对 式 (12. 1. 13) 进 行 时 间 反射 变换 , 取 A = jm ,AT- = 一 jxt，, 满足 式 (12. 5.4), 则 
AimA=m, AimA =—x (12. 5. 12) 
对 方程 (12. 2. 2) 在 四 维 时 空中 进行 无 穷 小 Lorentz 变换 。 取 
an = T++je,, (12.5. 13) 


I 为 单位 矩阵 , 则 时 空间 隔 不 变量 应 满足 条 件 
ata = (I—jet) (T+je,) = I+ij(e, —et)+Ole,) = 1(12.5.14) 
即 | 一 二 | 为 小 量 , 设 


4= I 十 去 je- (12. 5. 15a) 


人 一 4+ 一 1 一 二 地 (12. 5. 15b) 
满足 式 (12. 5. 4) 条 件 ,而 
= ee T= 由; I 二 一 i 六 2 2 
A'yA = ( zj )7,( 十 Fjew ) 一 1 ies t+ DiNew 十 OCew) 
如 能 找到 一 尼 7v = Xe 或 


We ets 一 0 (12. 5. 16) 
则 


A yA = tiNep 一 为 (TI 十 jg) 一 Mam (12. 5.17) 
可 证 得 Dirac 方程 在 双 曲 复 空间 具有 Lorentz 不 变性 。 


12.6 对 Dirac 方程 协 变性 的 讨论 


由 式 (12. 5. 16) ,关键 是 找到 ev 的 具体 形式 ,才能 保证 无 穷 小 Lorentz 变换 的 
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协 变性 。 一 般 情况 下 , ex 是 能 找到 的 ,例如 , 取 


so 一 (12.6.1) 


一 1 
由 式 (19. 3.4) 将 { Hooft 矩阵 Xi(Gi = 1,2,3) 和 单位 矩阵 xm 代入 式 (12.5.16), 有 
关系 式 ， 


一 1 1 一 1 一 1 
| -1 一 1 1 -1 | 
Niew 十 ge7i = 1 1 十 _1 1 =0 
1 一 外 1 1 
a 1 一 】 一 
yzew 十 ey2 一 1 1 1 + i 人 一 0 
一 人 1 1 1 
一 1 1 一 —1 
yep 十 et73 一 : _1 1 ! + 本 站 = 一 0 
入 一 外 1 1 
1 1 yi 
Noe 十 etyo 一 1 1 1 和 十 i 1! i =0 
Ee 1 1 
(12. 6. 2) 


式 (12. 6. 2) 满 足 式 (12. 5. 16), 则 式 (12. 5.4)、(12. 5. 5) 以 及 式 (12. 5. 17) 成 立 , 由 
此 证 得 双 曲 型 Dirac 方程 是 协 变 的 , 即 可 满足 关系 式 (12. 5. 10) ,保证 了 Dirac 方 程 
在 双 曲 复 空间 具有 Lorentz 不 变性 。 

传统 的 Dirac 方程 能 否 具 有 这 种 Lorentz 不 变性 呢 ? 在 一 般 量子 力学 文献 中 
er 的 选取 有 多 种 形式 ,但 都 可 归结 到 

Ep7s + Yep 一 0 (12. 6. 3) 

许多 文献 在 应 用 中 并 没有 给 出 se 具体 的 矩阵 形式 ,不 加 证 明 地 认为 se 与 yx 满足 
对 易 关系 67 二 Yew， 实 际 上 式 (12. 6. 3) 的 情况 在 具体 问题 中 很 难 满足 。 例 如 取 
en 为 式 (12. 6. 1) 形 式 , X 满足 式 (12. 4. 2), 有 方程 
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1 


Em71 + ye = 2i Me (12. 6. 4a) 
1 
eeyz 十 ze 一 0 (12. 6. 4b) 
一 1 
一 1 
Epy3 十 see 一 2i (12. 6. 4c) 
1 
p74 十 Me 一 0 (12. 6. 4d) 


显然 式 (12. 6. 4) 不 满足 式 (12. 6. 3) 。 如 果 找 不 到 满足 式 (12. 6. 3) 的 6, 就 不 能 说 
传统 的 Dirac 方程 满足 Lorentz 不 变性 。 

无 穷 小 Lorentz 变换 应 该 具有 一 般 Lorentz 变换 相同 的 性 质 。 第 四 章 中 ,在 
Minkowski 几何 的 四 维 动量 空间 讨论 了 四 维 动量 所 对 应 的 Lorentz 变换 满足 关系 
式 (4. 5. 18) ,考虑 四 维 动量 空间 的 遍历 性 和 对 称 性 , 写成 算 符 形式 ,有 动量 算 符 关 


jh 1+ (圭一 1) 妆 位- 一) 到: (+ 1)23 jv | (jm: 


pm 


we a v 也 a v a 
| | vv 1 _1\vvs 1 区 多 ||，。、 
jy (= 1) 了 2 (= ])22 1+ 人 (< 1) 全 ac | |17sp: 
, 地 iw ji 1 
ns ac ac ac a J ly 
(12. 6. 5) 


将 式 (12. 6. 5) 写 为 分 量 形式 ， 
ht (1) + 


(12. 6. 6) 


式 (12.6. 6) 中 每 一 个 分 量 都 可 以 写成 四 维 矩阵 形式 ,也 可 以 对 应 四 个 坐标 变换 方 
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程 ,例如 将 式 (12. 6. 6) 的 第 一 式 写 成 方程 


入 关于 一 NB$t (LT—1) Et Es 《12.6.7) 


展开 式 (12. 6.7) 得 到 H (ij 区 ,三 ) 中 算 符 分 量 8 的 四 个 坐标 变换 关系 式 。 由 


Minkowski 动量 空间 的 遍历 性 ,用 64 个 Dirac 方程 在 四 维 坐标 变换 中 才 可 能 描述 
其 协 变性 。 将 式 (12. 6. 5) 展 开 是 一 个 十 六 维 矩 阵 , 作 内 积 满足 四 维 动量 算 符 的 间 


隔 不 变量 。 如 将 y, 和 ?+ 作为 一 个 算 符 , 式 (12. 6. 5) 中 ytP 人 + 和 y+P+ 写 为 行 抵 
阵 , 7 和 7,P, 可 作为 列 矩阵 ,满足 


jm Bi 
名 jz 让 
-ims —jxiB —iNBs x 这 jysB 
7 
(12. 6. 8) 
jm 
网 jy: Pe 
yt VY 了 二 于 学 二 | 
[ina jy Bs jNHBs Yo | J7Ysps 05 
Yo 
式 (12. 6. 8) 为 狭义 相对 论 中 能 量 动量 的 算 符 关 系 
EE?:—Bc 一 -pc = mc (12. 6. 9) 
式 (12. 6.9) 满 足 关系 式 (12. 1. 6) 。 可 将 式 (12. 6. 8) 写 成 
WYPIP, = yty, PHP, = mict (12. 6. 10) 
或 
PP’ = PrP, = mict (12. 6. 11) 
式 (12. 6.11) 中 Pi+ 、 记 以 及 所、 五 . 作为 矩阵 时 按 和 矩阵 的 乘法 规则 运算 ,作为 四 元 
数 时 按 四 元 数 内 积 的 混合 项 乘积 规则 运算 。 


12.7 四维 椭圆 复 矢 量 的 坐标 变换 
传统 Dirac 方程 (12. 4. 1) 如 写成 式 (12. 6. 4) 的 矩阵 形式 ,利用 椭圆 复数 的 算 
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符 形式 [参见 第 二 十 四 章 式 (24. 5. 11) 或 (24. 5. 13)], 有 方程 

(i Rme) =0 (12.7.1) 

取 7yi(i 二 1,2,3) 为 式 (19. 3.4) 的 tHooft 矩阵 , yx == 7 为 单位 矩阵 。 式 (12.7.1) 
满足 式 (12. 6. 7) 的 协 变形 式 ,可 以 写成 与 式 (12. 6. 4) 类 同 的 矩阵 形式 

in 让 1 十 (3 1 区 (3 1 加 (3 2 iw | (iy B, 


B vw? B 2 B ve 
I 
wa 
wd pe Fk Be B ob 

(12.7.2) 


其 中 ,8= (1 二 不 是 相对 论 因 子 , 式 (12.7. 2) 也 不 是 Lorentz 变换 。 由 式 
(4. 6. 5) ,动量 间隔 不 变量 不 满足 相对 论 中 的 能 量 动量 关系 , 它 是 四 维 椭圆 复 空间 
的 时 空 变换 关系 式 。 但 是 ,在 进行 无 穷 小 时 空 变换 时 满足 关系 式 (12. 5. 16) 应 具有 
式 (12. 5.17) 的 协 变 形式 。 也 就 是 说 ,在 四 维 椭圆 复 空间 ,一 般 形式 的 时 空 变换 关 
系 与 无 穷 小 坐标 变换 保持 着 和 谐 性 ,或 者 它们 与 椭圆 复 空 间 的 运算 规则 式 
(2.1.24)、(4. 6. 4) 以 及 式 (4. 6. 6) 保 持 着 一 致 性 。 

对 式 (12. 7. 1) 取 厄 米 共 示 ,有 方程 


内 (一 纺 - 一 mc)=0 (12.7.3) 


其 中 ,利用 了 力 38- 一 准 5 .将 式 (12. 7.D 左 乘 具 ， 式 (12.7. 3) 右 乘 g 两 者 相 
减 ,有 

二 7$) 一 2 =0 (12.7.4) 
了 = 由 7 为 四 维 几 率 密度 守恒 关系 式 。 


在 Minkowski 空间 由 椭圆 复 矢量 也 能 满足 Lorentz 变换 。 将 四 维 椭圆 算 符 的 
和 矩阵 形式 写 为 


i B 。 
WP, 一 为 二 十 订 站 一 iv 3x7 = 讨 (x 3 iyv) (12.7.5) 
将 式 (12. 7. 5) 取 矩阵 转 置 后 再 乘 式 (12. 7. 5) ,有 方程 
入 7E7 0 = PrPy = micy (12.7.6) 
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G 


Bc? 
已 Vt)y=0 


《12.7.7) 


式 (12.7.7) 为 Klein-Gordon 方程 ,满足 狭义 相对 论 中 的 能 量 动量 关系 。 由 式 
(4. 7. 3), 式 (12. 7. 5) 满 足 四 维 动量 算 符 的 坐标 变换 关系 ,四 维 坐 标 变换 矩阵 写成 


iy Pe i 
| GE- -9 9 学 
iys Bp, ( | +(2— 1) 归 ( 1 1 iv, 

到 a v a vv ac 
mp | -二 
| 本 0 最 本 


四 维 动量 算 符 的 间隔 不 变量 满足 关系 式 (12. 7. 6) 。 


方程 (12. 7. 8) 在 四 维 时 空中 可 以 进行 无 穷 小 Lorentz 变换 。 取 


U, = TI 十 ie 
T 为 单位 矩阵 , 则 变换 矩阵 应 满足 条 件 
UzU, = (T+iez)(I+ie,) = I+ile, +ez) 十 DGe2 
即 |e 十 所 | 为 小 量 时 , 式 (12.7. 5) 变 换 矩 阵 满足 正 交 关系 
UzU, =U.U> =I 


=I 


iyp. 
iyB, 


iysP. 


= le 


(12.7. 8) 


(12.7.9) 


(12.7.10) 


(12.7.11) 


设 在 Lorentz 变换 下 , 态 函 数 %(z) 的 变换 形式 满足 式 (12. 5. 3) 和 (12. 5. 4) ,四 维 


梯度 算 符 有 性 质 
% 3 = UY, Or 
“BX, ”raX’ 
代入 方程 (12.7. 1) ,得 
(iy,U, 访 —moc)A'# =0 


式 (12.7.13) 左 乘 人 满足 
(iaayUeAn 起 一 mmcjj(z) 一 0 
令 Ay,UmA = 7， 有 关系 
XUn = AAA 
则 式 (12.7.14) 可 化 为 


(ity, 3Rr —mc)#’ (z= 0 


(12.7. 12) 


(12.7.13) 


(12.7.14) 


(12.7.15) 
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如 能 找到 A 则 可 证 得 Dirac 方程 (12. 7. 1) 具 有 Lorentz 不 变性 。 设 
4 一 I 十 去 
人 一 [十 去 这 
满足 关系 
A-A=A47 = (1+ 者;) (T+ 者)= II 二 ie 十 咏 ) 十 OG) =I 
而 


AAA = (I 十 寺 )y (T+ 者 )= 十 二 cy, 十 二 yew 二 Oe;) 
(12.7. 16) 
如 能 找到 szyv = yee 或 
Wem 一 匀 X 一 0 (12.7.17) 
则 式 (12. 7. 16) 可 写 为 
4 人 YA 一 为 十 ijee = YT+iey,)= YU (12.7.18) 
如 能 找到 6 能 够 满足 式 (12.7. 17) 条 件 , 则 Dirac 方程 在 四 维 动量 空间 可 具 
有 Lorentz 变换 的 协 变性 ,但 是 椭圆 复数 与 Minkowski 空间 的 几何 性 质 不 吻合 , en 
很 难 找到 。 例 如 ,如 取 6 为 单位 矩阵 可 以 满足 式 (12.7. 17) 条 件 , 可 是 |e 十 ez| 并 
不 是 小 量 , 所 以 式 (12. 7. 8) 可 看 做 满足 Lorentz 变换 的 一 种 数学 方法 ,并 不 能 考虑 
与 Minkowski 空间 有 严格 的 几何 对 应 关系 。 


12. 8 ”Dirac 方程 的 二 维 双 曲 平面 波 解 


在 双 曲 Minkowski 空间 ,由 式 (12. 1.7) 线 性 Dirac 粒子 的 Hamiltonian 量 可 
写 为 (本 节 为 了 使 方程 简化 , 取 关 一 < 一 1) 


= 过 ai 访 十 对 cam (12. 8. 1a) 


对 式 (12. 8. 1a) 取 厄 米 共 堪 

Ht = ataBt+ dtarmo (12. 8. 1b) 
注意 到 式 (12.1. 3) 取 多 一 和 ,太一 一 法 全， 对 式 (12. 8. 1) 作 内 积 ,满足 式 (12.1. 6)。 
因 a(i = 1,2,3) 为 常数 算 符 ,其 中 , 地 为 虚数 算 符 , a 、as 为 实数 算 符 , 式 (12. 8. 1) 
与 (12.1.2) 具 有 类 同 的 形式 。 因应 与 户 对 易 ,满足 对 易 关 系 [ 广 ,5] = 0。Hamil- 


tonian 算 符 应 与 动量 算 符 记 有 共同 本 征 态 ,分 别 用 EE 入 表 示 二 者 的 本 征 值 。 其 
本 征 函 数 参照 式 (8. 3. 14) ,写作 
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PTst) 一 世 ( 万 )eiG 本 从 (12. 8. 2) 
将 式 (12. 8. 2) 作 用 式 (12. 8. 1) ,有 方程 
| Ep (zt) = (ada$ + dasmo Yrs) (12. 8. 3a) 
Ht y (z+= (ataBt+ atamo)y (zt)+ (12. 8. 3b) 
对 应 的 本 征 方程 为 
1 Ey(z,t) = (ataB +atasmo zt) (12. 8. 4a) 
一 到 (zyb+ 一 (—ataf +atamo)y (r,t)+ (12. 8. 4b) 
对 式 (12. 8. 4) 取 内 积 , 有 质量 动量 关系 式 
EF=p+m (12. 8. 5) 


显然 ,二 次 式 (12. 8. 5) 是 由 一 次 方程 式 , 即 正 \ 反 粒子 的 本 征 方程 共同 决定 的 。 
令 


_/é€ 
w(p) = 人 (12.8.6) 
由 式 (24.4. 11) 和 (24. 4. 12) ,有 算 符 
一 入 =-7-i 训 =j 计 + 训 (12. 8. 7a) 
7 We 
ij 统 = 了 + 记 j 区 一 往 (12. 8.7b) 


将 式 (12. 1. 12) 代 入 式 (12. 8. 3a) 有 关系 式 


A 司 人 + ee 人 = ,| (12. 8. 8) 
式 (12. 8. 8) 的 本 征 方 程 为 


[s “+ 0- DY res 


或 
es " (12. 8. 10) 
j(B+m)é—Er=0 
由 式 (12. 8. 10) 得 到 
g— 1B—m)y 
a (12.8.11) 
6— Et Fr 
j(B+mo) 


式 (12. 8. 11) 中 任 一 式 代入 式 (12. 8. 2) 中 ,得 
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jj 五 一 za)r 
也 (五 ) 一 E (12. 8. 12) 
(q 
或 
Er 
也 (五 ) = |j(F+mo) | (12. 8. 13) 
(q 


式 (12. 8. 12) 或 (12. 8. 13) 可 看 做 正 粒子 的 态 函 数 。 同 理 , 与 式 (12. 8. 3b) 对 应 的 
方程 为 


人 (12. 8.14) 
i(#+m)é+ E+= 0 Ek 
对 应 的 本 征 态 函 数 为 

or B= (Ev) (12. 8. 15) 
或 

wt (P) = (= #1) (12. 8. 16) 


式 (12. 8.15) 或 (12. 8. 16) 可 看 做 反 粒 子 的 态 函 数 , 它们 与 正 粒子 的 态 函 数 式 
(12. 8. 12) 或 (12. 8. 13) 具 有 相互 厄 米 共 轰 关系。 和 欲 使 态 函 数 满足 归 一 化 条 件 ,由 
式 (12. 8.12) 和 (12. 8. 15) ,有 关系 式 


ep 1(B—m) 全 
一 j 五 一 mu) 一 二 人 五 一 mo)2 ， | 2pm 
Caen |- 
(12. 8.17) 
令 
E E 
- = (12. 8. 18) 
. V 2Bmo V2Pmo 
则 
ft (12.8.19) 
由 式 (12. 8. 2) ,满足 态 函 数 的 归 一 化 条 件 
ji 二 
邮包 一 (Br 中 ~ (12. 8. 20) 
(q 


将 式 (12. 8. 18) 代 入 式 (12. 8. 11), 有 
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lB—m), _ iF—m) (12. 8. 21) 
é€ E 改 Be 
同 理 ,对 式 (12. 8. 16) ,有 
Btm, po B+im (12. 8. 22) 
$ V2Pmo 和 V2Pmo 
NS ee (12. 8. 23) 
fT +m 


式 (12. 8. 18) (12. 8. 21) (12. 8. 22) 及 (12. 8. 23) 代 人 式 (12. 8.2) , 态 函数 的 表达 

式 为 

1(P —mo) 

V2Pmo | arr-BDA 
E 


V 2Bmo 


yz1t) = (12. 8. 24) 


jE 
V 2Bmo 


$l) = EF EA (12. 8. 25) 
五 十 mo 


V2Bmo 


第 十 三 章 ” 反 粒子 和 反 物 质 


自然 界 是 否 存在 反 物质 仍 是 悬而未决 的 问题 。 反 物质 披 着 神秘 的 面纱 ,长 时 
间 挑 动 着 人 们 的 神经 ,至 今 无 论 从 理论 上 还 是 从 实验 上 都 无 法 确定 它 的 存在 。 相 
对 论 量子 力学 中 ,Dirac 波动 方程 和 Klein-Gordon 方程 均 满 足 相对 论 中 能 量 动量 
关系 ,两 者 之 间 有 着 密切 的 联系 。 在 Minkowski 复 空间 可 以 用 正 、 反 粒子 的 Dirac 
波动 方程 推导 出 Klein-Gordon 方程 ,说 明 Klein-Gordon 方程 所 对 应 的 介子 是 一 
个 复合 粒子 ,应 该 与 正 . 反 Dirac 粒子 耦合 有 关 。Klein-Gordon 方程 经 典 近似 时 对 
应 Schr5dinger 方 程 ,说 明 Schr6dinger 方程 在 四 维 时 空间 存在 对 称 性 的 破 缺 ,也 
具有 复合 粒子 的 特性 。 如 果 能 证 明 复合 粒子 的 基本 方程 不 能 构成 反 原子 ( 氢 原 子 
除外 ) 和 反 分 子 ,就 缺少 了 反 物 质 存在 的 理论 基础 。 在 理论 上 能 像 证 明永 动机 一 样 
证 明 反 物质 不 存在 ,无 论 从 科学 角度 还 是 从 社会 角度 都 是 一 种 进步 , 毕 竞 人 们 已 花 


费 太 多 时 间 来 寻找 它 。 
13.1 电流 与 电荷 的 共 力 变换 


方程 (12. 2. 3) 可 写作 
对 (i 六 -mr)= 0 
将 方程 (12. 2. 2) 左 乘 办 , 式 (13. 1. 1) 右 乘 %, 然后 两 者 相 加 ,得 
9 9 A 
$7 RE + (BX )7¢ =0 


9 9 wn E 
因 5 六 一 必 89-， 对 式 (13.1 2) 化 简 , 得 几率 守恒 的 微分 方程 
oz 
8 
或 分 写成 


四 维 几 率 流 密度 可 写作 
几 一 和 十 这 一 时 Xig 
其 中 三 维 几率 流 密度 J;(i = 1,2,3) 和 几率 密度 p 可 分 别 写作 


(13.1.1) 


(13. 1.2) 


(13. 1.3) 


(13.1.4) 


(13.1.5) 


。，184 。 狭义 相对 论 和 量子 理论 一 元 化 表述 


一 一 过 7$， qm = yy$= 人 i$ (13.1.6) 
并 有 性 质 
f=]J, p=p (13.1.7) 
令 
L,=je],=ji+l, (13.1.8) 
则 . 
=—Ii, HH=—jep=—l (13.1.9) 


取 e 为 电子 的 电荷 ,由 式 (13. 1.9) 和 (13. 1.7) 可 见 , 十 e 的 电流 六 与 一 e 的 电流 了 
的 方向 相反 ,但 几率 密度 相同 。 取 一 个 电子 在 电磁 场 中 矢 势 


人 一 A: 十 过 《13.1. 10a) 
4 一 A, 一 过 (13.1. 10b) 
将 式 (13. 1. 10) 代 人 式 (12. 2. 2) ,电子 的 波动 方程 可 以 写 为 
[> (5 jeA, )+ jmoc =0 (13.1.11) 
对 式 (13. 1. 11) 取 厄 米 共 生 
[于 人 流 二 jet) 一 jmoc 坟 = (13.1.12) 
由 式 (13. 1. 10) 得 
NAt = 7,A, (13. 1.13) 
则 式 (13. 1. 12) 可 化 为 
[> 人 Rr +i )+imc "= 0 (13.1.14) 
由 式 (12. 5.16), 令 G==6%, 取 = 二 扩 , 有 
—% = R= GG (13.1.15) 
将 式 (13. 1. 15) 代 人 式 (13. 1. 14) ,得 
p(n 3 +jeA, )$° + jmede = 0 (13.1.16) 


式 (13. 1. 16) 和 (13. 1. 12) 相 同 , 相 当 于 式 (13.1. 11) 的 时 间 、 空 间 和 电荷 的 联合 反 
演 (CPT 反 演 )。 可 以 认为 式 (13. 1. 16) 是 相对 于 式 (13. 1. 11) 的 反 粒 子 所 对 应 的 
波动 方程 , 正 、 反 粒子 之 间 具 有 相互 厄 米 共 元 的 关系 ,从 而 可 以 说 明 方程 (12. 2. 4) 
和 (12. 2. 5) 为 相互 厄 米 共 思 的 8 个 正 \ 反 粒子 所 对 应 的 波动 方程 。 


13.2 Minkowski 复 空间 中 的 正 、 反 粒子 


Dirac 方程 (13. 1. 11) 和 (13. 1. 12) 可 分 别 写作 
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7 = 一 ,了 8 了 一 mocp (13.2.1) 
MPi$+ = jyt 纹 #= mo (13. 2.2) 
取 旋 量 方程 的 态 函数 为 

多 一 we FHA, f= wt er 下 加 从 ” (13.2.3) 

式 (13. 2. 1) 和 (13. 2. 2) 的 能 量 和 动量 分 量 方程 可 分 别 写作 
| nBy = 加 玛 (13. 2. 4a) 
HBs+= HES+ (13. 2. 4b) 
{ yb = yip$ i (13. 2.5a) 
YB$t= 寻思 9 (13. 2. 5b) 


其 中 , 式 (13. 2. 4a) 和 (13. 2. 5a) 分 别 看 做 正 粒 子 的 能 量 本 征 方程 和 动量 本 征 方程 ; 
式 (13.2.4b) 和 (13. 2. 5b) 为 反 粒 子 的 能 量 本 征 方程 和 动量 本 征 方程 。 对 式 
《13. 2. 1) 和 (13. 2. 2) 取 内 积 满足 式 (4. 5. 20) 动 量 空间 间隔 不 变量 

P'+P’ = PtP, = mic’ 
式 (4. 5. 20) 中 m8 为 四 维 动量 空间 坐标 变换 不 变量 , 它 也 为 Dirac 方程 (13. 2. 1) 和 
(13. 2. 2) 的 静止 质量 。 式 (4. 5. 20) 是 Dirac 正 、 反 粒子 相互 耦合 的 结果 ,具有 复合 
粒子 的 性 质 ,对 应 着 能 量 动量 关系 式 (4. 5. 21) 。 所 以 ,二 次 项 实数 形式 的 能 量 动量 
关系 应 该 由 一 次 项 复数 形式 的 正 、 反 粒子 共同 组 成 。 

带 有 电荷 的 Dirac 方 程 (13. 1. 11) 和 (13. 1.12) 可 分 别 写作 
YB, +eA,)$ = mocp (13.2.6) 
YPr + eAt)$t= mocpt (13.2.7) 

矢 势 A, 是 一 个 重要 物理 量 , 在 粒子 与 场 的 相互 作用 中 A, 扮演 了 重要 角色 ,参与 了 
粒子 和 场 的 弱 、 电 以 及 强 相 互 作用 。 上 一 节 中 分 析 正 、 反 粒子 之 间 相 互 厄 米 共 思 并 
满足 CPT 反 演 关 系 , 即 正 \ 反 粒子 的 厄 米 共 思 相 当 于 时 间 、 空 间 以 及 电荷 反 演 , 或 
(1 一 一 ty 六 一 一 产 ,e 一 一 e), 由 式 (13. 2.6) 也 相当 于 动量 、 能 量 以 及 电荷 反 演 。 将 
四 维 动量 空间 P, 扩展 为 P, 十 eA,, 在 Minkowski 四 维 动量 空间 和 四 维 矢 势 空 间 
可 以 定性 找到 带电 粒子 时 空 对 应 点 。 如 在 四 维 双 曲 动量 空间 的 第 一 象限 Ci 区 中 


取 四 元 复数 或 时 空 点 瑟 ( 壕 ,je 人 ;下 ,<A,), 则 它 的 时 间 、 空 间 以 及 电荷 的 反 演 点 


一 有 (一 远 , 一 jeA; 一 在 , 一 oA, ) 应 位 于 第 三 象限 的 Cs 区 中 ,如 图 13. 1, 相 互 负 
元 的 类 时 区 ( Ci 和 一 C = Cs ) 中 取 时 空 点 已 十 eq 和 一 (P, 十 eA,)。 
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图 13. 1 正 \ 反 粒子 在 四 维 动量 空间 时 空 对 应 点 


Minkowski 复 空间 中 第 一 象限 (如 Ci 区 ) 中 的 复数 与 第 三 象限 (如 Cs 区 ) 中 复 
数 的 直 和 可 看 做 同一 象限 (如 Ci 区 ) 中 两 个 复数 的 减法 。 在 Minkowski 复 空间 ， 
双 曲 复数 的 减法 X, 一 X” 二 Xi， 为 复数 的 实 部 和 虚 部 分 别 相 减 再 取 和 ,但 X, 根据 
不 同 的 情况 ,可 分 别 属于 类 时 区 、 类 光 区 及 类 空 区 ,这 是 Minkowski 复 空间 所 独 有 
的 特性 。Minkowski 复 空间 具有 时 空 方向 异性 的 特点 ,使 该 空间 的 类 时 区 域 或 类 
空 区 域 C 与 类 光 区 域 全 的 零 因子 取得 了 形式 上 的 关联 , 当 Xi E 号 时 ,，Xo 一 X 平 
行 或 垂直 类 光 区 。 如 果 将 X, 看 做 正 粒子 的 时 空 对 应 点 , 一 Xa 看 做 反 粒子 的 时 空 
对 应 点 , 则 正 、 反 粒子 的 耦合 ,形成 的 光量 子 或 中 微 子 对 应 于 类 光 区 号 中 。 

Stephen Hawking 曾 引 进 虚 时 间 概 念 ,并 强调 它 与 虚 单 位 的 性 质 有 关 。 在 图 
13. 1 中 ,时 间 和 能 量 均 是 正定 的 ,而 空间 和 动量 与 虚 单位 相 联系 。Hawking 将 虚 
时 间 应 用 于 Feynman 对 历史 求 和 ,而 我 们 对 于 双 曲 复 空间 的 几何 性 质 应 用 于 亚 核 
粒子 所 特有 的 时 空 对 称 性 和 遍历 理论 。 在 与 双 曲 复 空间 相对 应 的 Minkowski 复 
几何 中 ,粒子 和 反 粒 子 相互 厄 米 共 固 , 这 为 确定 反 粒子 对 应 的 时 空 点 找到 了 一 个 突 
破 口 。 在 四 维 Minkowski 复 空间 ,如 果 设 定 一 个 正 粒子 的 时 空 点 位 于 类 时 区 的 光 
锥 内 , 则 它 的 反 粒 子 所 对 应 的 时 空 点 就 应 位 于 厄 米 共 思 的 光 锥 内 ,动量 空间 也 是 如 
此 , 亦 即 它们 的 时 空 点 位 于 类 时 区 相互 厄 米 共 罗 的 时 空 坐标 和 动量 坐标 中 。 


13. 3 Klein-Gordon 方程 的 复合 性 质 


四 维 算 符 满足 关系 


〈13. 3. 1) 
在 双 曲 Minkowski 空间 中 ,相对 论 中 能 量 动量 方程 为 四 维 矢量 的 内 积 形 式 ， 
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有 PP 一 瑟 一 六 = mic (13. 3.2) 
式 (13. 3. 2) 的 算 符 表示 为 
PrB, ( 华 ij#+)(£ +j#)=#r Vv 与 名 mic? (13.3.3) 
将 式 (13. 3. 3) 作 用 于 态 函数 y(,t), 满足 


PPy = micey (13. 3.4) 
或 
Ce Vv 一 姑 六 一 mic y=0 (13.3.5) 
式 (13. 3. 5) 也 可 写成 
羡 二 总 py 一 Viy+ y=0 (13. 3. 6) 


式 (13. 3. 6) 为 Klein-Gordon 方程 ,也 可 以 从 Dirac 波动 方程 (12. 2. 2) 和 (12. 2. 3) 
取 内 积 而 得 到 。 

Klein-Gordon 方程 (13. 3. 6) 是 Dirac 正 粒子 波动 方程 (12. 2. 2) 和 反 粒 子 波动 
方程 (12. 2. 3) 的 复合 方程 。 自 然 界 中 Klein-Gordon 方程 对 应 介子 , 它 可 能 由 一 个 


自 旋 为 去 的 正 粒子 和 自 旋 为 一 去 的 反 粒子 复合 而 成 的 。2010 年 欧洲 粒子 物理 研 


究 所 捕获 的 反 氢 原子 与 氢 原 子 潭 灭 可 以 形成 x 介子 ,是 对 Klein-Gordon 粒子 为 复 

” 合 粒子 的 一 个 实验 验证 。 取 y 二 时 为 Klein-Gordon 方程 的 态 函数 ,由 于 Dirac 

旋 量 态 函 数 $ 为 四 分 量 的 矩阵 形式 ,其 内 积 从 % 为 一 个 分 量 的 实数 形式 ,所 以 
Klein-Gordon 方程 为 自 旋 为 零 的 实数 方程 。 
将 六 X (13.3.5) 一 JX(13.3.5)+, 有 


起 C V+ Vy—y VY*) 一 起 马 AC ga) (13.3.7) 
取 几 率 密度 和 几率 流 密度 为 
7 =—ji(yt vy—y Vy) 
(ar 
式 (13. 3. 8) 的 几率 密度 和 几率 流 密度 均 满足 守恒 关系 式 
+tvT=0 (13.3.9) 


Klein-Gordon 方程 所 对 应 的 x 介子 自 旋 为 零 , 式 (13. 3. 9) 中 的 几率 密度 可 正 , 可 
负 , 也 可 以 为 零 。 这 是 正 、 反 粒子 耦合 复合 粒子 所 产生 的 必然 结果 。 


(13. 3. 8) 
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在 非 相对 论 极限 情况 下 ,有 关系 二 << 1,m。 一 m, 由 式 (11. 1. 2) ,粒子 的 能 
量 满足 
E= moc’ + 直 (13. 3. 10) 
7720 


式 (13. 3.10) 中 ,第 一 项 为 粒子 的 静 能 ,第 二 项 为 动能 。 注 意 到 式 (11. 2.7) ,将 式 
(13. 3. 10) 写 成 算 符 形式 : 


5 全 万 ( 
E=mc+ 了 (13. a 
或 
一 话 忆 二 vy: v 
Ly = moc: 2 V: 《13. 3. 12) 


由 式 (11. 2. 8) 取 态 函 数 
人 一 et ea) — pF te hors 
9(7,2) = et 9 

则 能 量 算 符 记 一 一 法 名 作用 态 西数 (11. 2.8) 的 第 一 式 ,微分 后 ,有 

总 = 一半 况 = (LE +moc'p)e hm (13. 3. 13) 
将 式 (13. 3. 12) 作 用 式 (11. 2. 8) 的 态 函数 第 一 式 并 与 式 (13. 3. 13) 联 立 , 有 

2 2 i 
一 读 剖 = (CL + mocp)e i ‘= (mcey 一 起 Vip)e i" 


(13. 3.14) 
式 (13. 3. 14) 可 分 解 为 静 能 和 动能 对 应 的 两 个 方程 ,其 中 动能 的 方程 为 
一 六 加 = 一 去 vy (13. 3.15) 


式 (13.3.15) 与 (11.2.11) 相 同 ,是 Minkowski 空间 中 自由 粒子 的 Schrodinger 
方程 。 


考虑 带电 粒子 在 电磁 势 A,(jA,A,) 中 运动 , 作 替 换 
六 
访 -~ 直 十 叹 ， 丢 吕 一 入 闲 十 4 (13. 3. 16) 
则 


B= (EteA)+tiB+A = (EteA) in(r+ A) 
(13.3.17) 
由 式 (13. 3. 4) ,可 写 为 
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[E+ )-iG+D (EtaA)iG+D me =o 
(13. 3. 18) 
由 式 (24. 4. 14) ,四 维 算 符 可 写成 


aX: OX ( C 2) (VY 《13.3.19) 
站 站 
在 电磁 场 中 的 Klein-Gordon 方程 为 


(5 二 et) 人 半 下 :十 oojp mc 一 0 (13.3.20) 


13.4 再 论 正 、 反 粒子 态 函数 的 几何 诠释 


第 八 章 分 析 了 Minkowski 复 空间 由 于 方向 奇异 性 使 微观 粒子 的 几率 态 函 数 
隐 含 了 时 空间 隔 不 变量 和 动量 能 量 不 变量 ,本 质 上 表现 了 实物 粒子 与 光量 子 的 一 
种 耦合 关系 。Minkowski 复 空间 对 应 正 \ 反 粒子 的 Dirac 波动 方程 具有 相互 厄 米 
共 罗 关 系 , 这 意味 着 方程 中 态 函 数 的 复 共 二 关 系 以 及 态 函 数 的 几率 诠释 应 与 正 粒 
子 和 反 粒 子 的 性 质 有 关 。 本 章 第 二 节 在 Minkowski 四 维 动量 空间 给 出 了 正 、 反 粒 
子 的 时 空 对 应 点 ,这 应 打破 传统 观念 对 粒子 态 函 数 给 出 一 种 全 新 的 几何 解释 。 

在 Minkowski 复 空间 中 ,对 相互 负 半 线性 空间 的 连通 区 域 ( 如 C 和 Cs ) 进 行 
定向 格式 化 ,如 图 13. 2。 如 Ci 中 每 一 个 相 格 看 做 一 个 非 质点 的 正 粒子 , 则 Cs 中 的 
每 一 个 相 格 就 对 应 一 个 非 质点 的 反 粒子 。 相 互 负 半 线 性 空间 的 连通 区 域 ( 如 Cl 和 
Cs ) 中 , 相 格 的 直 和 可 看 做 在 同一 连通 区 域 ( 如 Ci ) 中 两 个 相 格 的 减法 。 第 三 章 中 
分 析 了 四 维 Minkowski 位 型 空间 中 时 间 是 正定 的 ,虚空 间 分 量 可 正 可 负 。 现 在 可 


图 13.2 Minkowski 动 量 空间 的 定向 格式 化 
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以 说 ,在 四 维 Minkowski 动量 空间 中 , 正 、 反 粒子 对 应 的 能 量 是 正定 的 ,运动 的 动 
量 是 相反 的 ,这 也 得 到 了 实验 的 验证 。 


在 四 维 双 曲 动量 空间 HCp。, 疡 ) 一 有 H( 上 , 话 ) 中 ,由 式 (7.1.3) 取 四 维 动量 
间隔 
AP= (iap+ 钙 )= agoe (13.4.1) 
在 AP= P, 一 P, 中 , 令 P, 为 正 粒子 的 四 维 动量 , 一 P, 为 反 粒子 的 四 维 动量 , d'5。 
为 光量 子 或 中 微 子 的 动量 。 同 理 ,在 四 维 双 曲 坐标 空间 五 (< ,并 ) 中 , 四维 时 空 
间隔 
AX=X,—X, = (A tiA7) = do EE (13.4.2) 
对 式 (13. 4. 1) 及 (13, 4. 2) 取 内 积 ， 
AX* AP = (cx 一 js)( 征 +jaz)= (wAE 一 MAB)+i(cwA5 一 好 全)=0 
(13.4.3) 


由 式 (7. 5.1) 和 (7. 5. 4) ,改写 成 
AE 一 已 一 加 一 加 一 65，( 一 0, 士 ], 士 2…) (13.4.4) 


Ap: = pa — pm = 入 一 ! 任 一 /起 ， (一 0, 士 l, 士 2…)013.4.5) 
式 (13.4.3) 可 写成 指数 形式 


iAx” iap* 9 ， ar 
he bP 一 ee OX 一 Ces oar waB 一 ColsmpmtinEm) ip hEn) 一 1 


(13.4.6) 
或 
EX oP 一 et ox 一 Cost drn Sn) — 1 (13.4.7) 
其 中 ,= 经 为 波 数 ，G 为 加 频率 。 令 粒子 态 函数 
由 一 cr) 
的 (13.4.8) 
相位 因子 C = c#c,, 将 式 (13. 4. 8) 代 人 式 (13. 4. 7) ,利用 9 函数 的 公式 
mo) = | FaDaCz 一 aa)dz (13.4.9) 
取 n = m, 有 归 一 化 的 态 函 数 几率 诠释 
[Cg 一 1 (13. 4. 10) 


对 于 式 (13. 4. 10) ,我 们 可 以 给 出 与 经 典 量子 力学 完全 不 同 的 解释 。 如 果 将 
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名 看 做 正 粒子 的 态 函数 , 则 此 为 反 粒 子 态 函数 。 这 与 上 文 导出 正 、 反 粒子 的 Dirac 
方程 满足 相互 厄 米 共 二 关 系 是 吻合 的 。 不 仅 如 此 , 式 (13. 4. 9) 还 包含 着 许多 数学 、 
物理 及 哲学 方面 的 内 容 和 信息 ,这 意味 着 它们 相应 的 态 函数 应 具有 一 种 新 的 诠释 ， 
除 在 第 八 章 对 态 函数 的 解释 之 外 , 作 如 下 几 点 补充 : 

(1) 态 函 数 的 几率 诠释 与 Minkowski 复 空间 的 方向 奇异 性 有 关 , 而 这 种 方向 
奇异 性 可 以 对 亚 核 粒 子 , 包 括 正 粒 子 、 反 粒子 及 光量 子 在 Minkowski 复 空间 中 给 
出 一 种 几何 联系 ,而 式 (13. 4. 10) 正 是 它们 通过 时 空 量子 化 和 非 质点 相 格 取得 几何 
关联 的 数学 表达 式 。 

(2) 态 函数 上 和 果 应 赋予 一 种 相应 的 物理 含义 。 如 果 用 #$ 表 示 正 粒子 的 态 函 
数 , 则 亲 就 应 为 反 粒子 的 态 函 数 ,两 者 具有 相互 厄 米 共 示 关 系 。 由 于 态 函 数 攻 和 
烤 相互 复 共 轰 ,说 明 这 两 种 亚 核 粒 子 与 复数 的 性 质 有 关 , 与 四 维 Minkowski 复 空 
间 的 几何 性 质 有 关 。 

(3) 态 函 数 的 几率 诠释 内 $ 可 以 说 是 发 现 粒子 的 几率 。 由 式 (13. 1.6) ,几率 
密度 写作 % 一 籽 mg 一 办 go 可 以 是 正 粒子 或 反 粒 子 , 也 可 能 是 复合 粒子 。 就 是 
说 , 态 函 数 的 几率 诠释 此 $ 由 正 粒子 和 反 粒子 共同 决定 ,由 四 维 时空 的 对 称 性 决 
定 ,这 对 于 高 速 运 动 粒子 和 低速 运动 粒子 都 是 适用 的 。 

(4) 高 速 运动 的 粒子 ,满足 质 能 转换 关系 ,质量 或 粒子 数 并 不 守恒 。 有 静 质量 
的 Dirac 正 、 反 粒子 可 能 相互 潭 灭 产 生 光 量子 ,也 可 能 吸收 光量 子 转变 为 其 他 粒 
子 ,其 实 这 正 是 几率 态 函 数 归 一 化 条 件 的 实质 所 在 。 由 式 (13. 4. 3) 和 (13.4.7) , 因 
为 册 $m 二 1 是 由 方程 AX;AP, 一 0 的 指数 化 而 导出 , 它 反映 了 Minkowski 空间 的 
方向 奇异 性 , 亦 即 有 静 质 量 粒子 通过 电磁 质量 或 质量 间隙 的 得 失 并 与 光量 子 或 中 
微 子 耦合 发 生 了 质量 和 能 量 的 相互 转变 。 

(5) Klein-Gordon 方程 的 态 函 数 y== 办 %, 说 明 介 子 可 能 是 一 个 复合 粒子 , 具 
有 正 、 反 Dirac 粒子 的 复合 性 质 。 经 典 近似 时 , q == 时 $ 为 低速 微观 粒子 ,满足 
Schrsdinger 方程 ,这 时 ,时 空 对 称 性 要 发 生 简 并 和 破 缺 。 我 们 认为 ,满足 Schrodinger 
方程 的 低速 微观 粒子 ,其 态 函 数 的 几率 诠释 内 % 所 表述 的 微观 客体 应 包含 简 并 后 
具有 正 、 反 粒子 耦合 性 质 的 物理 诠释 。 它 们 均 与 Minkowski 空间 的 复数 性 质 相 
关联 。 


13.5 Dirac 负 能 “ 海 ” 的 探讨 


Dirac 为 避免 “ 负 能 态 电子 ”所 引致 的 困难 ,在 1930 年 给 出 负电 子 海 的 模型 。 
Dirac 认为 反 粒子 应 存在 于 真空 的 背景 之 中 , 即 所 有 的 负 能 态 皆 为 反 电 子 按 Pauli 
原理 所 填 满 ,构成 所 谓 的 真空 。 这 样 的 粒子 通常 是 观察 不 到 的 , 唯 当 填 满 的 “ 海 ”中 
有 一 个 电子 被 激 起 至 正 能 态 时 , 则 “ 海 ” 中 的 一 个 “ 洞 ”代表 一 个 有 正 电荷 的 粒子 ; 
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这 个 正 电 荷 的 “ 洞 ? 和 被 激 起 至 正 能 态 的 负电 荷 即 通常 电子 ,构成 一 对 正 、 反 粒子 。 
Dirac 负 能 “ 海 ”的 解释 将 有 静 质 量 的 正 、 反 粒子 通过 真空 的 Fermi 子 “ 海 ”与 光量 子 
取得 了 联系 。 但 问题 是 ,Dirac 虽然 通过 真空 背景 描述 了 正 、 反 粒子 , 却 没有 给 出 有 
静止 质量 粒子 所 对 应 的 几何 空间 ,更 不 能 通过 几何 性 质 描述 它们 的 运动 行为 。 

量子 场 论 采 用 Majovana 表象 , 正 、 反 粒子 的 态 函 数 相互 分 离 , 旋 量 方程 具有 
厄 米 共 杷 关系 ,回避 了 Dirac 的 负 能 “ 海 ”。 但 也 出 现 了 一 些 尚未 解决 的 问题 ,如 无 
法 确定 正 \ 反 粒子 对 应 区 域 和 几何 点 ,Dirac 方程 的 协 变性 包括 时 空 性 质 本 身 也 存 
在 许多 疑点 。 在 本 书 第 一 、 二 .四 以 及 十 二 章 分 别 讨论 了 椭圆 复数 或 四 元 数 所 对 应 
的 复 空间 和 时 空 变换 问题 ,由 于 椭圆 复 空间 为 Euclidean 复 空间 ,不 存在 与 光量 子 
或 场 相 联系 的 类 光 区 ,所 以 在 量子 场 论 中 回避 Dirac 负 能 “ 海 ”的 问题 就 可 以 理解 
了 。 尽 管 在 量子 场 论 讨论 粒子 与 真空 的 关联 以 及 真空 的 自发 破 缺 和 真空 不 空间 
题 ,但 并 没有 真正 地 将 真空 与 Minkowski 空间 的 类 光 区 联系 起 来 ,更 没有 通过 类 
时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 推导 粒子 和 场 的 耦合 问题 。 椭 圆 复 空间 的 四 维 坐 标 变换 
不 是 Lorentz 变换 ,也 不 可 能 通过 相互 厄 米 共 堪 的 Dirac 旋 量 方程 来 满足 Lorentz 
变换 的 协 变性 条 件 。 由 于 正 、 反 粒子 的 耦合 涉及 时 空间 两 点 的 几何 联系 , 找 不 出 
正 、 反 粒子 的 时 空 对 应 点 就 不 能 讨论 时 空 的 度量 ,距离 和 间隔 不 变量 ,也 不 能 讨论 
正 \ 反 粒子 产生 和 漂 灭 时 与 Maxwell 场 的 几何 联系 。 

Dirac 负 能 “ 海 ” 虽 然 存 在 一 些 无 法 克服 的 矛盾 ,但 也 传达 了 一 些 信 息 。 正 \ 反 
粒子 的 耦合 产生 光量 子 或 电磁 场 应 该 与 真空 的 背景 有 关 。 如 果 有 静止 质量 的 实物 
粒子 如 电子 以 亚 光速 运动 ,它们 应 该 与 Minkowski 复 空间 的 类 时 区 相对 应 ,而 产 
生 的 光量 子 应 该 与 类 光 区 相 联系 。 找 出 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 联系 就 可 能 为 微观 


理论 的 数学 基础 打开 一 个 突破 口 。Hawking 的 关注 点 也 在 这 里 ,他 想 对 弯曲 时 空 


的 奇 点 进行 度量 和 时 空 量子 化 ,从 而 解决 相对 论 与 量子 力学 的 数学 关联 ,实质 上 也 
是 要 在 奇异 区 解决 实物 粒子 与 场 的 耦合 问题 。 

解决 正 ` 反 粒子 的 几何 对 应 ,首先 突破 的 障碍 是 时 间 反 演 和 负 能 问题 。Dirac 
强调 的 “ 负 能 海 ”, 关 键 在 “ 负 能 ”。Hawking 为 解决 时 间 反 演 提出 “ 虚 时 间 ” 概 念 ， 
也 是 想 通过 引进 虚 单位 进行 虚数 化 处 理 来 消除 “时 间 反 演 ? 和 ” 负 能 ”的 疑惑 。 其 
实 ,时 间 反 演 和 负 能 不 单纯 是 一 个 物理 问题 ,而 应 是 时 空 对 称 性 和 时 空 理论 问题 ， 
也 是 一 个 数学 问题 。 第 三 章 分 析 了 Minkowski 复 空间 的 时 间 箭 头 是 单 向 的 ,是 正 
定 的 ,时 间 反 演 实 际 上 应 为 时 空 区 域 的 复 共 罗 变 换 , 在 四 维 能 量 动量 空间 也 有 类 同 
的 解释 。 正 、 反 粒子 分 别 位 于 相互 负 元 的 类 时 区 域 ,它们 的 运动 方程 相互 厄 米 共 
罗 。 四 维 能 量 动量 空间 中 能 量 是 正定 的 ,所 谓 的 能 量 反 演 实 际 上 应 为 复 共 罗 和 转 
置 的 联合 变换 。 从 数学 角度 , 正 能 区 本 身 是 不 能 定义 减法 的 , 当 相 互 负 元 的 时 空 区 
取 直 和 运算 时 ,等 同 于 同一 类 时 区 的 减法 运算 , 负 元 区 所 对 应 的 “ 负 能 ”, 在 正 能 区 
通过 减法 运算 转换 为 粒子 跃迁 时 所 对 应 的 能 量 差 值 或 能 量 增 量 。 但 是 正 能 区 特定 
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方向 的 减法 联系 着 类 光 区 ,联系 着 真空 和 场 , 能 量 差 值 或 能 量 增 量 对 应 着 光量 子 或 
中 微 子 的 质量 间隙 ,这 也 可 能 是 Dirac“ 负 能 海 ” 所 具有 的 几何 意义 。 

在 Minkowski 复 空间 ,我 们 可 以 对 Dirac 负 能 “ 海 给 出 一 个 几何 解释 。 在 
10. 5 节 中 分 析 了 在 类 时 区 域 利用 光 粒 子 拓扑 及 定向 相 格 可 以 描述 有 静 质 量 粒 子 
与 光量 子 的 几何 联系 ,进一步 可 以 表示 正 、 反 粒子 的 产生 和 潭 灭 以 及 与 类 光 粒 子 的 
耦合 关系 。 正 、 反 粒子 之 间 的 耦合 并 不 一 定 全 部 潭 灭 为 类 光 粒 子 , 电 磁 质 量 或 质量 
间隙 可 以 通过 粒子 的 产生 与 潭 灭 转 变 为 光 或 能 量 ,但 “机 械 质量 却 可 能 保留 下 来 
并 转变 成 其 他 粒子 ,形成 所 谓 的 粒子 动物 园 。 即 真空 背景 是 电磁 质量 或 质量 间隙 
与 能 量 相 互 转变 的 平台 ,而 正 、 反 粒子 可 以 在 这 个 真空 平台 进行 质量 和 能 量 的 转变 
与 传递 ,并 通过 Minkowski 复 空间 类 时 区 与 类 光 区 的 特定 方位 的 几何 关联 来 描 
述 。 所 强调 的 是 ,在 四 维 能 量 动量 空间 , 正 、 反 粒子 的 能 量 均 为 正定 的 ,但 它们 运动 
的 动量 方向 相反 。 

传统 Dirac 旋 量 方程 中 同一 个 态 函数 混合 于 正 、 反 粒子 的 方程 之 中 ,所 以 不 能 
确定 正 ` 反 粒子 的 时 空 对 应 点 。 特 别 是 如 何 通过 几何 性 质 描 述 反 粒 子 的 运动 行为 
到 目前 还 无 定论 。 有 的 文献 认为 , 反 粒 子 应 位 于 正 粒 子 的 超 光速 区 ,但 这 种 说 法 很 
难 具 有 说 服 力 。 我 们 希望 利用 Minkowski 复 空间 能 界定 出 较 有 说 服 力 乃 至 合乎 
逻辑 的 正 、` 反 粒子 的 时 空 对 应 点 。 需 要 强调 的 是 ,不 论 用 何 种 几何 空间 描述 正 、 反 
粒子 ,都 应 具有 几 个 关键 要 素 :(1) 正 、 反 粒子 具有 TPQ 反 演 对 称 性 ,其 中 TP 反 演 
对 称 性 应 通过 时 空 的 几何 性 质 表 示 出 来 ;(2) 正 、 反 粒子 的 产生 和 涯 灭 与 类 光 粒 子 
有 关 , 所 以 不 仅 正 \ 反 粒子 具有 时 空 对 应 点 ,类 光 粒 子 也 应 有 时 空 对 应 区 域 ;(3) 正 、 
反 粒 子 与 类 光 粒 子 的 耦合 关系 应 该 通过 Dirac 旋 量 方程 和 Maxwell 电磁 场 方程 的 
时 空 性 质 描述 出 来 ,这 涉及 Dirac 旋 量 方程 与 Maxwell 电磁 场 方程 的 几何 关联 问 
题 ,在 第 十 六 章 和 第 十 七 章 继续 讨论 这 个 问题 。 

至 此 ,在 Minkowski 复 空间 对 正 、 反 粒子 的 时 空 对 称 性 有 了 大 概 了 解 ,但 还 有 
一 个 不 可 忽略 的 事实 , 即 经 典 近 似 时 正 \ 反 粒子 所 对 应 的 时 空 区 域 和 内 豪 性 质 的 转 
变 问题 。 低 速 运动 的 有 静 质量 粒子 本 身 的 运动 行为 可 在 Cartestan 坐标 中 表述 ， 
但 粒子 通过 能 级 跃迁 而 与 光量 子 的 看 合 是 有 相对 论 效 应 的 。 经典 近似 时 ， 
Minkowski 复 空间 的 对 称 性 质 出 现 破 缺 ,量子 态 要 发 生 简 并 , 正 \ 反 粒子 的 时 空 性 
质 和 运动 形态 也 要 发 生 改 变 , 但 正 ` 反 粒子 表现 的 厄 米 共 罗 关系 可 通过 低速 复合 粒 
子 保留 下 来 。 低 速 复合 粒子 可 以 发 生 电磁 质量 的 改变 ,但 不 会 发 生 粒子 的 产生 和 
潭 灭 ,它们 可 能 通过 粒子 的 能 级 唉 迁 表现 为 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 。 经 典 近 
似 使 正 . 反 粒子 内 豪 性 质 的 转变 可 能 会 通过 时 空 破 缺 而 表现 出 复合 粒子 的 “个 性 ” 
差异 。 
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13.6 椭圆 复数 和 正 、 反 粒子 


传统 Dirac 方程 将 正 、 反 粒子 的 态 函 数 耦合 在 一 起 ,无 法 将 正 、 反 粒子 相 分 离 
就 不 可 能 找到 时 空 对 应 点 。 利 用 第 十 二 章 双 曲 型 Dirac 方程 引入 的 t Hooft 矩阵 ， 


取 椭 贺 算 符 形式 为 光一 法 ,所 = 选号 四 维 动量 和 四 维 位 矢 分 别 为 
Pp,=P,(iB,E), A,=A,(A,A) (13.6.1) 


满足 关系 

Ay = VA (13. 6. 2) 
Pt er 7P, 
的 ”二 EF) (13. 6. 3) 
| ax 一 六 aX 

与 双 曲 四 元 数 不 同 ,在 Minkowski 复 空间 式 (13. 6. 1) 不 能 写成 线性 多 项 式 形式 ， 
也 不 能 按 线性 多 项 式 的 运算 规则 进行 四 则 运算 ,因为 只 有 在 四 维 Euclidean 复 空 
间 中 椭 贺 四 元 数 的 四 则 运算 才能 满足 线性 多 项 式 中 各 分 量 的 混合 运算 。 添 加 
t Hooft 和 矩阵 后 的 椭圆 四 元 数 虽然 可 以 写成 线性 多 项 式 形式 ,但 式 (13. 6. 3) 为 矩阵 


形式 应 该 满足 矩阵 的 运算 规则 。 
带 有 电荷 的 Dirac 波动 方程 可 以 写 为 
VB,t+eA,)$—moc =0 (13. 6. 4) 
或 
7 (WR + oA) md = 0 (13. 6. 5) 
对 式 (13. 6.4) 或 (13. 6. 5) 取 厄 米 共 示 , 有 
WP 十 eA 二 )g+ 一 moocg+ 一 0 (13.6.6) “ 
次 ( 尖 5 一 eA2)$r+md+ 二 0 (13.6.7) 
由 式 (13. 6. 2) 和 (13. 6. 3), 有 
A 闽 cs) 从 一 mo 一 0 (13.6.8) 
取 X% = 一 X* 迪 一 虹 , 式 (13.6.8) 可 以 写 为 
次 (个 一 jz 一 m c=0 (13.6.9) 


式 (13. 6.9) 相 当 于 式 (13. 6.5) 的 CTP 反 演 ,如 果 将 式 (13.6.5) 看 做 正 粒 子 的 
Dirac 旋 量 方程 , 式 (13. 6. 9) 应 该 看 做 反 粒子 的 Dirac 旋 量 方程 ,它们 相互 之 间 满 足 
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厄 米 共 瑟 关系 。 

图 13. 1 中 四 元 数 的 虚 单位 j 换 成 i, 则 在 椭圆 型 Minkowski 动量 空间 中 取 正 
粒子 位 于 类 时 区 Ci，, 反 粒 子 位 于 类 时 区 Cs , 它们 相互 处 于 负 元 区 也 是 复 共 配 转 置 
区 ,所 以 在 Minkowski 动量 空间 引入 椭圆 复数 也 可 以 找到 正 、 反 粒子 的 时 空 对 应 
点 。 由 Minkowski 动量 空间 的 方向 奇异 性 , 作 类 光 区 的 平行 线 和 垂直 线 , 线 上 两 
点 之 差 位 于 类 光 区 。 将 式 (13. 6. 6) 和 (13. 6. 9) 相 减 , 可 以 表示 正 、 反 粒子 耦合 产生 
的 光量 子 或 电磁 场 位 于 类 光 区 号 中 。 

椭圆 虚 单位 i 的 本 体 空 间 是 Euclidean 复 空间 , 按 椭圆 复数 性 质 定义 的 四 则 运 
算 规 则 与 Euclidean 复 空间 的 几何 性 质 是 吻合 的 。 在 Minkowski 复 空间 利用 椭圆 
复数 的 四 则 运算 可 能 会 出 现 一 些 差异 或 矛盾 。 这 时 椭圆 复 函 数 的 变换 关系 和 粒子 
运动 微分 方程 在 Minkowski 复 空间 就 不 能 盲目 强调 几何 性 质 和 几何 对 应 ,而 只 能 
看 做 一 种 数学 工具 和 数学 方法 。 第 十 二 章 中 椭圆 型 四 维 坐 标 变换 普遍 形式 式 
《12. 7. 2) 就 不 是 Lorentz 变换 ,四 维 动量 空间 的 间隔 不 变量 也 不 是 相对 论 中 的 动 
量 能 量 关 系 。 将 椭圆 型 Dirac 方程 作 内 积 并 不 能 推导 出 Klein-Gordon 方程 ,所 以 
介子 不 能 确定 是 复合 粒子 ,Schr5dinger 粒子 也 是 如 此 。 但 是 式 (12. 7. 8) 可 看 做 椭 
圆 型 Lorentz 变换 的 普遍 形式 ,时 空间 隔 不 变量 和 Klein-Gordon 方程 均 可 由 矩阵 
与 矩阵 转 置 的 乘积 导出 ,这 也 是 Hilbert 相 空间 不 能 与 Minkowski 空间 的 内 积 运 
算 相 吻合 的 原因 。 


13.7 论 反 物质 


1. 反 物 质 的 传统 观念 


上 文 讨论 的 粒子 与 反 粒 子 都 是 亚 核 粒子 , 即 电 子 、 反 电子 ,质子 、 反 质子 以 及 中 
子 、 反 中 子 等 亚 核 粒 子 可 以 构成 相应 的 原子 和 分 子 。 按 常识 一 般 认为 正 粒子 可 以 
构成 物质 , 反 粒子 可 能 构成 的 是 反 物质 。 科 学 家 们 已 经 由 实验 验证 了 几 种 反 粒子 
的 存在 ,每 种 反 粒子 和 它 相应 的 粒子 有 相同 的 质量 ,但 是 电荷 相反 ,由 此 推测 反 物 
质 是 物质 的 镜像 。 但 反 粒 子 是 否 能 构成 反 物质 呢 ? 通常 自然 界 中 没有 发 现 过 反 物 
质 。 按 照 质子 .中 子 和 电子 等 亚 核 粒子 与 其 反 粒 子 的 特点 ,人 们 想象 很 远 的 地 方 有 
一 个 和 我 们 现在 的 世界 很 像 的 反 物 质 世 界 , 或 者 说 是 我 们 的 世界 在 镜子 里 的 像 , 它 
将 是 一 个 由 反 恒 星 、 反 房子 、 反 食物 等 所 有 的 反 物质 构成 的 反 世 界 。 但 对 于 反 物 
质 , 目前 只 停留 在 猜想 阶段 ,无 论 从 理论 上 还 是 实践 上 都 没 给 出 确切 的 答案 。 我 们 
先 按照 历史 发 展 的 脉络 简 述 一 下 反 物质 的 认识 过 程 ,之 后 结合 本 书 推导 的 结论 对 
反 物 质 存在 的 可 能 性 作 一 些 探讨 。 

1928 年 ,英国 物理 学 家 Dirac 修改 了 Einstein 著名 的 质 能 方程 已 = mc?*。 考虑 
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“m ”一 一 质量 ,除了 正 的 属性 外 还 有 负 属 性 ,给 出 的 Dirac 的 方程 允许 宇宙 中 存在 
反 粒 子 ,并 给 出 负 能 量 海 的 假设 。1930 年 25 岁 的 Carl Anderson 发 现 了 第 一 个 反 
粒子 - 正 电子 。1932 年 Patrick Blackett 和 Giuseppe Occhialini 首次 看 到 了 同 
时 产生 电子 和 正 电 子 对 。20 世纪 40 年 代 Bichard Feynman 利用 Feynman 图 表示 
电子 和 正 电 子 的 产生 和 淹 灭 。 正 电子 看 起 来 就 像 是 时 间 箭 头 反 过 来 的 电子 ,Fey- 
nman 的 时 间 箭 头 避 开 了 Dirac 的 负 能 海 ,为 正 电子 从 理论 上 提供 了 一 种 全 新 的 令 
人 信服 的 解释 。 

20 世纪 50 年 代 ,Murray Gell Mann 扮演 了 Mendeleev 在 基础 化 学 中 的 角色 ， 
发 明了 超 核 一 一 不 稳定 的 亚 核 粒 子 , 称 谓 奇异 数 。 引 入 了 夸克 和 反 夸 克 , 表 明 质 子 
和 中 子 由 更 小 的 夸克 构成 , 即 在 质子 的 内 部 深 处 , 反 粒 子 总 是 存在 的 。1953 年 , 杨 
振 宁 和 李 政 道 提出 宇 称 不 守恒 原理 , 即 粒 子 和 反 粒 子 的 镜像 可 能 有 缺陷 。 这 时 , 科 
学 家 把 普通 镜子 换 成 了 另 一 种 扩展 了 的 镜子 ,这 种 镜子 同时 完成 三 种 反射 (CPT 
反射 ), 亚 核 世 界 经 这 种 反 物质 镜子 反射 后 由 电子 反 演 成 正 电 子 。1955 年 ,高 能 质 
子 同步 加 速 器 的 能 量 达到 了 反 质 子 的 阔 值 ,Own Chamberlain 等 四 位 科学 家 发 现 
第 一 个 反 质子 。1965 年 Antonino Zichichi 合成 第 一 个 反 核 , 称 为 重 核 (由 一 个 反 
质子 和 一 个 反 中 子 组 成 )。 反 核 可 以 像 原 子 核 一 样 牢 固 地 结合 起 来 。 

从 理论 到 实验 反 粒 子 存在 是 肯定 的 ,但 自然 界 是 否 存在 过 反 物 质 呢 ? 1992 年 
?7 月 ,大 约 有 80 位 专家 会 聚 慕尼黑 的 路 德 维 希 。 马克 西 米利 安 大 学 讨论 如 何 产生 
化 学 反 物 质 的 原子 ,会 议 开始 认真 考虑 如 何 合成 反 氧 。1995 年 9 至 10 月 欧洲 核 
子 研 究 中 心 的 科学 家 制 成 了 第 一 批 反 氢 原子 ,科学 家 利用 反 质 子 加 速 器 将 速度 极 
高 的 反 质 子 流 射 向 氨 原 子 核 以 制造 反 氢 原子 。 由 于 反 质 子 与 氨 原 子 核 相 撞 后 会 产 
生 正 电子 , 刚 诞生 的 正 电子 如 果 恰 好 与 反 质 子 流 中 另外 一 个 反 质 子 结合 将 会 形成 
一 个 反 氢 原子 。 在 累计 15 个 小 时 实验 中 他 们 共 记 录 到 9 个 反 氢 原子 存在 的 证 据 。 
由 于 反 氢 原子 处 在 正 物 质 包 围 之 中 ,它们 寿命 极 短 , 平 均一 亿 分 之 三 秒 (30 ns) 。 
1996 年 位 于 美国 Fermi 国立 加 速 器 实验 室 成 功 制造 了 7 个 反 氢 原子 ,使 反 物 质 研 
究 前 进 了 一 大 步 。 

反 氢 原子 的 制 取 成 功 , 使 人 类 对 反 物 质 的 认识 从 微观 的 反 亚 原子 粒子 提高 到 
反 原 子 的 层次 。 当 反 氢 原子 和 和 氢 原 子 相遇 时 , 这些 等 价 但 是 相反 的 粒子 碰 擅 产生 
爆炸 ,放射 出 纯 的 射线 ,这 些 射线 以 光速 穿 过 爆炸 点 。 这 些 产生 爆炸 的 粒子 被 完全 
消灭 ,只 留 下 其 他 亚 原 子粒 子 。 粒 子 和 反 粒 子 相遇 所 产生 的 爆炸 把 两 种 粒子 的 质 
量 转换 成 能 量 。 科 学 家 们 相信 这 种 方法 产生 的 能 量 比 任何 其 他 推进 方法 产生 的 能 
量 强 得 多 。 一 些 科 学 家 对 宇宙 中 的 一 个 生动 的 反 物 质 世界 已 开始 蛋 慑 。 其 实 ,在 
反 粒 子 提出 的 早期 人 们 就 开始 设想 着 反 物 质 世 界 。Dirac 在 获取 Nobel 奖 的 讲演 
中 ,最 后 讲 到 反 物 质 构成 的 星球 时 说 : “这些 星球 可 能 主要 是 由 正 电子 和 负 质 子 构 
成 的 。 事 实 上 ,有 可 能 是 每 种 星球 各 占 一 半 , 这 两 种 星球 的 光谱 完全 相同 , 以 至 于 


第 十 三 章 ” 反 粒子 和 反 物 质 。197。 


目前 的 天 文学 方法 无 法 区 分 它们 。” 

人 们 推测 ,大 爆炸 产生 的 宇宙 ,创始 之 初 会 产生 近乎 等 量 的 物质 与 反 物 质 ,两 
者 相遇 必定 潭 灭 成 光 。 但 在 我 们 生活 四 周 , 只 见 物质 的 存在 , 反 物 质 却 不 见 了 ,这 
又 如 何 解释 呢 ? 20 世纪 60 年 代 , 前 苏联 物理 学 家 ,导弹 之 父 "Sakharor 就 反 物 质 
问题 作 了 一 些 解释 。 他 认为 , 反 物 质 极 少 的 原因 是 由 于 物质 规律 中 存在 微小 的 不 
对 称 。 在 大 爆炸 后 最 初 的 瞬间 ,今天 所 见 到 的 各 种 粒子 , 皆 融 为 一 体 , 并 统称 为 X 
粒子 ,这 种 粒子 极 重 , 约 为 所 原子 的 几 十 万 亿 倍 。 在 宇宙 的 温度 不 断 下 降 时 , X 粒 
子 开始 衰变 ,由 于 宇宙 间 的 这 种 微小 的 不 对 称 ,最 终 变 为 粒子 和 反 粒 子 ,形成 十 亿 
零 一 对 十 亿 之 比 , 即 每 十 亿 对 正 、 反 粒子 仅 留 下 一 个 粒子 。 说 明 宇宙 中 物质 比 反 物 
质 多 了 一 小 部 分 ( 约 十 亿 分 之 一 ,因为 开始 的 时 候 有 更 多 的 正 粒子 存在 ,所 以 现在 
的 粒子 是 所 有 留 下 来 的 那些 粒子 ,现在 的 宇宙 中 可 能 已 经 没有 留 下 任何 天 然 的 反 
粒子 。 这 可 能 是 只 存在 物质 而 不 存在 反 物质 ,也 不 会 看 到 物质 和 反 物 质 碰 擅 所 产 
生 光 的 原因 。 也 就 是 说 ,我 们 今天 的 宇宙 就 是 由 这 十 亿 分 之 一 的 粒子 构成 的 ,所 以 
我 们 见 不 到 反 物 质 世界 。 

Sakharor 的 观点 为 许多 科学 家 所 接受 ,但 也 有 一 些 科 学 家 不 以 为 然 。 丁 後 中 
教授 认为 ,我 们 不 能 排除 这 种 可 能 ,在 大 爆炸 时 超级 火球 的 某 个 区 域 中 ,可 能 有 利 
于 创 生 更 多 的 反 物质 。 这 样 的 字 宙 演化 的 结果 可 能 是 一 个 “大 拼盘 ”这 个 “拼盘 ” 
中 , 某 些 空域 很 可 能 填充 着 反 物质 的 星系 。 任 何 反 物质 恒星 理应 包含 反 核 或 反 原 
子 , 反 分 子 ,一 旦 这 种 恒星 在 超新星 爆发 中 死去 ,它们 的 反 核 混合 物 就 被 抛 入 太空 ， 
物质 和 反 物 质 潭 灭 应 突然 强 有 力 地 喷发 出 辐射 能 即 > 射线。 如果 最 初 的 宇宙 普遍 
含有 分 开 的 物质 星团 和 反 物 质 星团 ,那么 就 会 在 宇宙 背景 辐射 中 留 下 其 痕迹 。 

为 了 探索 反 物 质 , 丁 笔 中 聚集 了 一 百 余 名 科学 家 ,要 把 探测 器 放 到 太空 ,以 消 
除 大 气 层 对 研究 反 物质 的 干扰 。1998 年 6 月 , 丁 秘 中 小 组 的 a 磁 谱 仪 搭载 美国 
“发 现 号 ?航天 飞机 ,成 功 地 在 太空 邀 游 十 几 天 用 以 探测 原子 核 和 带电 粒子 组 成 的 
字 宙 射线 束 ,但 实验 仍 没有 取得 令 人 满意 的 结果 。 可 达到 地 球 表面 的 宇宙 线 , 甚 至 
是 在 上 层 大 气 中 的 字 宙 线 , 并 未 显示 出 有 比 反 质子 更 重 的 反 物 质 的 任何 迹象 ,现在 
观测 的 7 射线 背景 并 没有 迹象 表明 曾 在 一 个 大 的 尺度 上 发 生 过 物质 一 一 反 物 质 潭 
灭 过 程 ,我 们 所 能 看 到 的 宇宙 ,看 起 来 从 来 就 没有 过 核 反 物质 ,我 们 对 宇宙 以 及 宇 
宙 起 源 的 理解 ,还 需要 一 番 重 新 思考 。 


2. 对 反 粒 子 的 再 认识 


从 20 世纪 初 反 粒 子 概念 的 提出 ,至 今 已 有 90 年 的 历史 ,但 仍 有 许多 未 解 之 
迹 。 在 Minkowski 复 几 何 的 数学 背景 下 讨论 微观 客体 的 运动 行为 和 物理 性 质 ,可 
能 为 反 粒 子 及 反 物 质 的 解释 带 来 一 些 新 意 。 下 面 从 几 个 方面 对 反 粒 子 和 反 物 质 进 
行 讨 论 ,将 它们 的 性 质 和 特点 提升 一 个 认识 高 度 。 
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(1) 对 态 函数 的 几率 诠释 yy 可 以 说 是 发 现 粒子 的 几率 应 该 包括 反 粒 子 ,这 
类 问题 在 传统 量子 理论 中 并 没有 给 出 合适 的 答案 。13. 4 节 中 讨论 了 正 、 反 粒子 态 
函数 的 几率 诠释 ,说 明了 好 是 反 粒 子 的 几率 幅 , y 是 正 粒 子 的 几率 幅 。 几 率 密度 
久 少 既 包括 正 粒子 也 包括 反 粒 子 , 或 是 它们 相互 耦合 的 复合 粒子 ,这 就 给 出 了 正 、 
反 粒 子 的 等 同 关系 。 这 种 等 同和 对 称 关 系 还 表现 在 正 、 反 粒子 的 时 空 点 分 别 位 于 
Minkowski 复 空间 相互 厄 米 共 思 的 亚 光 速 区 ,而 传统 量子 力学 中 正 \ 反 粒子 运动 
行为 是 无 法 通过 几何 空间 的 时 空 点 来 描述 的 。 

(2) 正 \ 反 粒子 的 厄 米 共 轿 实质 上 是 CPT 反 演 ,它们 的 四 维 动量 形式 与 四 维 
坐标 变换 和 间隔 不 变量 相对 应 ,说 明 态 函 数 的 几率 诠释 y+ y 与 相对 论 的 时 空间 隔 
和 能 量 动量 关系 存在 着 内 在 的 几何 关联 。 这 种 对 称 关联 刻画 了 正 、 反 粒子 的 复数 
性 质 , 可 能 将 正 、 反 粒子 所 具有 的 固有 性 质 和 时 空 性 质 联系 起 来 ,也 为 物质 的 构成 
提供 了 数学 基础 。 

(3) 一 般 认为 正 、 反 粒子 间 的 耦合 要 发 生涯 灭 ,质量 和 能 量 之 间 要 发 生 转 变 ， 
但 问题 是 这 种 质 能 转变 的 几何 形式 和 数量 关系 却 不 得 而 知 。 通 过 第 十 四 章 中 式 
《14. 5.1) 可 以 看 出 , 正 、. 反 粒子 之 间 潭 灭 的 质量 应 该 是 电磁 质量 ,而 机 械 质量 部 分 
并 不 会 发 生 质 能 转变 关系 。 当 粒子 的 速度 越 大 , 正 、 反 粒子 耦合 前 后 静止 质量 的 差 
异 越 大 ,电磁 质量 所 占 的 比例 也 越 大 ,这 种 质 能 转变 关系 的 比例 就 会 增加 。 反 之 ， 
当 粒 子 的 速度 很 小 时 , 正 、` 反 粒子 耦合 前 后 静止 质量 的 差异 很 小 ,电磁 质量 所 占 的 
比例 也 很 小 , 正 ` 反 粒子 之 间 潭 灭 的 质量 所 占 比例 也 很 小 。 就 是 说 ,不 能 认为 正 、 反 
粒子 之 间 产 生源 灭 就 全 部 发 生 了 质 能 转变 ,它们 有 一 部 分 静止 质量 是 不 参与 质 能 
转变 的 ,它们 可 以 转变 为 其 他 有 静止 质量 的 粒子 。 

(4) 由 式 (13.4. 1) 和 (14. 2. 8) ,有 关系 

P, = P,+d’yo (13.7.1) 

mp = mw 十 28mo (13.7.2) 

式 (13.7.1) 和 (13. 7. 2) 可 以 看 做 是 具有 静止 质量 的 正 粒子 和 反 粒 子 耦合 吸收 或 放 

出 光量 子 的 四 维 动量 和 静 质 量 表达 式 , 也 可 以 看 做 粒子 吸收 或 放出 光量 子 后 形成 

另 一 粒子 的 四 维 动量 和 静 质 量 表达 式 。 其 中 式 (13. 7. 1) 应 该 包含 了 能 级 关系 和 粒 

子 的 波 粒 二 象 性 。 特 别 是 在 经 典 近 似 时 ,由 于 时 空 对 称 性 的 破 缺 , 正 、 反 粒子 之 间 
的 产生 与 潭 灭 可 能 转化 为 它们 之 间 的 的 耦合 关系 ,形成 复合 粒子 或 束缚 状态 。 

(5) 正 ` 反 粒子 在 经 典 近似 时 ,可 能 对 应 着 复合 粒子 。 由 上 文 分 析 Schradinger 
方程 是 Klein-Gordon 方程 经 典 近似 的 产物 ,虽然 六 和 不 再 严格 对 应 正 、 反 粒子 
的 态 函 数 ,但 经 典 微观 客体 的 概率 密度 y+ 少 也 应 包含 正 、 反 粒子 的 京 性 。 即 通过 
经 典 近似 ,Minkowski 复 空 间 的 时 空 性 质 产生 破 缺 ,创造 了 亚 核 粒 子 复合 成 原子 、 
分 子 乃 至 物质 的 条 件 。 经 典 粒子 的 量子 跃迁 类 同 于 正 、 反 粒子 时 空 点 的 直 和 ,对 应 
着 类 时 区 的 减法 运算 ;而 吸收 或 放出 的 光量 子 与 正 ` 反 粒子 耦合 产生 的 电磁 场 类 
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同 ,是 类 时 区 联系 着 类 光 区 的 几何 表现 。 在 经 典 近似 时 发 现 粒子 的 概率 对 应 着 态 
函数 的 几率 诠释 ,而 态 函 数 的 形式 类 同 于 正 \ 反 粒子 态 函 数 的 厄 米 共 思 关 系 , 具 有 
经 典 对 应 性 质 的 复合 粒子 可 能 为 物质 的 组 成 提供 了 一 个 理论 基础 。 


3. 对 反 物 质 的 质疑 


现在 又 回 到 反 物 质 的 原始 话题 ,可 以 作 一 些 简单 提问 :有 反 物 质 吗 ? 这 个 世界 
存在 过 反 物 质 吗 ? 人 为 能 造 出 反 物 质 吗 ? 尽管 人 们 昼 慑 宇宙 中 可 能 会 出 现 一 个 生 
动 的 反 物质 世界 ,但 我 们 还 是 给 出 一 个 否定 的 答案 ,世界 上 不 存在 也 没有 存在 过 反 
物质 ,人 们 也 不 可 能 创造 出 反 物质 。 这 个 答案 看 起 来 很 主观 ,但 希望 能 从 道理 上 把 
它 阐述 明白 。 

所 谓 “ 反 物质 ”, 是 从 化 学 上 定义 的 物质 , 它 组 成 的 基本 粒子 是 分 子 。 首 先 ,从 
宇宙 的 初期 按 Sakharor 的 解释 ,在 大 爆炸 后 最 初 的 瞬间 各 种 粒子 在 高 温 、 高 压 下 
融 为 一 体 ,不 可 能 形成 稳定 的 化 学 物质 。 当 这 种 极 重 的 粒子 衰变 ,由 正 \ 反 粒子 看 
合成 类 光 粒 子 ,剩余 的 粒子 组 成 物质 时 ,也 没有 形成 反 物质 的 条 件 。 因 为 此 时 按 
Sakharor 的 解释 反 粒 子 已 消耗 列 尽 ,更 没有 条 件 和 理论 来 说 明 将 正 、 反 粒子 分 开 ， 
各 自 形成 物质 和 反 物 质 世界 。 从 Dirac 负电 子 海 的 模型 来 说 , Dirac 认为 正 粒子 构 
成 的 物质 世界 是 由 反 粒 子 形成 了 真空 背景 , 即 所 有 的 负 能 态 缘 为 反 电子 按 Pauli 
原理 所 填 满 ,构成 所 谓 的 真空 。 那 么 由 对 称 性 , 反 粒 子 构成 的 反 物 质 世界 ,所 对 应 
真空 就 应 由 正 粒 子 按 Pauli 原理 所 填 满 。 我 们 可 以 提 这 样 的 问题 ,两 个 物质 世界 
所 对 应 的 真空 是 不 是 一 个 整体 ,如 果 是 一 个 整体 ,如 何 解释 两 者 的 矛盾 ,如 果 不 是 
一 个 整体 它们 之 间 的 边界 是 如 何 化 分 的 ? 到 目前 为 止 , 还 没有 一 个 有 说 服 力 的 描 
述 反 物 质 的 理论 ,也 没有 真正 找到 一 个 组 成 反 物 质 的 基本 粒子 一 一 反 分 子 。 尽 管 
科学 家 制造 出 了 反 氢 原子 ,但 与 反 氢 分 子 有 本 质 上 的 差别 ,因为 反 氢 原子 不 能 完全 
满足 四 维 时 空 对称 性 ,不 能 称 为 稳定 的 化 学 物质 ,何况 实验 发 现 反 氢 原子 的 性 质 和 
特点 并 没有 弄 清楚 。 

我 们 否认 反 物 质 的 存在 ,就 应 该 解释 反 粒 子 在 束缚 态 和 经 典 近 似 时 的 状态 和 
性 质 。 首 先 , 正 、 反 粒子 的 差异 可 能 与 四 维 时 空 的 对 称 性 有 关 。 所 谓 的 正 ` 反 粒子 
并 不 是 绝对 的 ,它们 可 以 相互 转换 , 正 、 反 粒子 在 与 光量 子 耦合 的 过 程 中 对 称 性 要 
发 生 改变 , 正 、 反 粒子 的 内 豪 性 质 也 要 发 生 相 应 改变 。 在 Minkowski 复 空间 ,由 四 
维 时 空 的 对 称 性 引入 了 64 类 Dirac 粒子 。 在 大 自然 中 ,我 们 很 难 发 现 正 、 反 粒子 
的 潭 灭 ,两 类 CPT 反 演 的 粒子 相 碰 的 几率 很 小 。 其 次 ,具有 相对 论 效应 的 运动 粒 
子 , 其 静止 质量 可 看 做 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 为 电磁 质量 , 另 一 部 分 为 机 械 质量 。 
电磁 质量 与 Minkowski 复 空间 的 类 光 区 有 关 , 与 电磁 场所 对 应 的 光量 子 有 关 。 经 
典 近似 下 的 束缚 粒子 ,机 械 质 量 远 远大 于 电磁 质量 ,但 粒子 的 能 级 唉 迁 ,发 射 光量 
子 也 应 该 是 电磁 质量 与 能 量 转变 的 具体 表现 。 
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上 文 分 析 正 、 反 Dirac 粒子 可 以 看 合 成 Klein-Gordon 粒子 ,在 经 典 近似 时 对 应 
于 Schrodinger 粒子 , 则 Klein-Gordon 方程 和 Schr6dinger 方程 均 为 正 ` 反 粒子 耦 
合 的 产物 。 如 果 Klein-Gordon 方程 所 对 应 的 x 介子 为 复合 粒子 ,很 有 可 能 经 典 近 
似 时 Schrdinger 方程 所 对 应 的 经 典 粒子 也 具有 复合 粒子 的 性 质 。 由 于 在 粒子 形 
成 束缚 态 或 经 典 近似 时 ,四 维 时 空 的 对 称 性 产生 破 缺 , 正 \ 反 粒子 的 性 质 也 要 发 生 
相应 改变 ,如 粒子 数 守恒 , 正 ` 反 粒子 不 再 成 对 地 产生 和 潭 灭 。 束 缚 态 粒子 可 通过 
能 级 跃迁 来 吸收 或 放出 光量 子 ,同时 消耗 掉 部 分 电磁 质量 。 第 十 一 章 式 (11. 6. 21) 
为 经 典 粒子 的 能 量 本 征 值 ,应 该 与 广 域 Hilbert 空间 分 立 相 格 的 能 量 分 量 相对 应 。 


式 (11. 6. 24) 的 Balmer 公式 中 光谱 项 EE 一 一 ze 区 和 已, 一 一 Puee 二 分别 为 分 


2 起 nz 2 起 于 
立 相 格 的 能 量 值 ,应 具有 粒子 的 特性 。 而 光谱 项 的 差 值 证 = Es 一 E, 一 
到 弛 (去 一 击 ) 与 光量 子 的 能 量 相对 应 ,应 具有 场 的 特性 。 显然 式 (11.6.24) 是 
Minkowski 空间 在 经 典 近似 时 类 时 区 与 类 光 区 取得 几何 关联 的 产物 , 它 类 同 于 式 
(13.4. 1) 或 (13.7.1)。 如 果 将 Ex 一 2 去 认为 带 有 正 粒子 特性 , 一 E, 一 3 


2 下 7 

则 带 有 反 粒 子 特性 ,它们 分 别 位 于 类 时 区 相互 厄 米 共 配 的 分 立 的 能 量 相 格 中 。 

Schr6dinger 方程 是 微观 ,低速 粒子 对 应 的 运动 方程 。 微 观 、 低 速 的 亚 核 粒 子 
是 组 成 原子 和 分 子 的 基本 粒子 ,如 果 Schr6dinger 方程 具有 复合 粒子 的 性 质 ,就 排 
除了 构成 反 物质 的 反 亚 核 粒子 对 应 着 的 反 Schr6dinger 方程 。 在 经 典 近似 时 四 维 
时 空 对 称 性 要 发 生 破 缺 ,但 Minkowski 空间 的 方向 奇异 性 得 到 了 保留 ,电子 能 级 
跃迁 辐 射 光 量子 类 同 于 正 、 反 粒子 相互 耦合 ,这 种 微观 特性 刻画 了 类 时 区 与 类 光 区 
的 几何 关联 。 也 就 是 说 ,在 经 典 近似 时 正 、 反 粒子 不 能 独立 存在 ,但 耦合 成 的 复合 
粒子 保留 了 正 、 反 粒子 的 部 分 性 质 。 我 们 猜测 通过 Minkowski 空间 的 时 空 破 缺 ， 
在 内 课 性 质 相 异 的 亚 核 粒子 之 间 产生 了 相互 作用 并 形成 了 束缚 态 ,从 而 构成 原子 
核 或 原子 ,进而 组 成 以 分 子 为 基本 单元 的 物质 。 

物质 在 经 典 近似 条 件 下 由 具有 正 、 反 粒子 耦合 性 质 的 复合 粒子 组 成 ,否定 了 由 
反 亚 核 粒子 组 成 反 原子 和 反 分 子 , 也 否定 了 反 物 质 存在 ,这 符合 哲学 的 辩证 统一 思 
想 。 尽 管 实验 观测 到 “短命 ”的 反 质 子 与 反 电子 耦合 体 ,可 命名 为 “ 反 氧 原子”, 但 它 
与 一 个 氢 原 子 耦 合 时 ,由 时 空 对 称 性 应 同化 为 具有 复合 性 质 的 介子 ,而 不 能 产生 一 
个 反 氢 分 子 。 如 果 能 够 确定 Schr5dinger 方 程 具有 正 、 反 粒子 的 复合 性 质 , 则 我 们 
这 个 宇宙 就 可 能 是 由 物质 ,而 不 是 反 物 质 构成 的 。 也 排除 了 两 个 反 氢 原子 耦合 成 
一 个 反 氢 分 子 进而 组 合 反 物 质 的 可 能 性 。 因 为 无 论 从 理论 上 还 是 实践 中 都 没有 反 
物质 存在 的 理由 和 空间 。 我 们 相信 反 物 质 同 永 动 机 一 样 ,可 以 从 数学 基础 和 物理 
定律 的 角度 予以 否认 ,这 也 是 对 自然 界 认识 的 一 大 进步 。 
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四 维 Minkowski 动量 空间 可 以 描述 粒子 的 质 能 转换 关系 。 将 广 域 Hilbert 相 
空间 的 非 质 点 相 格 与 正 、 反 粒子 联系 起 来 ,每 一 个 非 质 点 相 格 对 应 着 粒子 四 维 质量 
本 征 方程 或 静 能 本 征 方程 。 不 同 相 格 之 间 的 几何 关联 对 应 着 粒子 的 跃迁 ,涉及 有 
静 质 量 粒 子 之 间 的 转换 以 及 与 类 光 粒 子 的 而 合 。 通 过 Minkowski 复 空间 的 方向 
奇异 性 引入 质量 间 辽 ,讨论 质量 重 整 化 ,能 对 物质 的 结合 能 和 质量 亏损 作出 相应 的 
几何 解释 。 


14.1 Dirac 正 、 反 粒子 的 本 征 方 程 


式 (12.2.2) 和 (12. 2.3) 分 别 对 应 Dirac 正 、 反 粒子 方程 。 由 式 (13. 2.1) 和 
(13. 2. 2) 在 四 维 Minkowski 动量 空间 相互 厄 米 共 堪 的 类 时 区 取 py 和 v 两 点 ,对 应 
四 维 动量 本 征 方程 

人 = ,Pp 
(14.1.1) 
WPi$*= YPH$T 
式 (14.1.1) 也 可 以 写 为 


Ls jchy, rh = moc’$ = Eg 


(14.1.2) 
Pg = jdhyt N= moe = En 


其 中 , E = moc? 二 Lz 为 Dirac 粒子 的 静 能 。 取 算 符 关系 式 
Hp =— jchy, EB 
Hi; = jchyt x 
式 (14. 1. 2) 可 写 为 Dirac 正 、 反 粒子 静 能 本 征 方程 
人 =Es$ 
Hi# = Es” 
由 式 (5. 2. 3), 静 能 为 四 维 动量 空间 的 守恒 量 , 可 看 做 四 维 Hamilton 量 或 四 维 
Lagrangian 函数 , 它 也 为 四 维 拟 距 空 间 的 拟 距离 。 让。 一 cz, 忆 ., 有 5 =cy+P+ 分 别 


(14.1.3) 


(14.1.4) 
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为 正 、 反 粒子 的 四 维 Hamilton 算 符 。 

式 (14. 1. 1) 至 (14. 1. 4) 的 下 脚 标 上 和 v 具有 双重 含义 ,一 方面 可 区 分 不 同时 
空 相 格 yy 和 v; 另 一 方面 为 四 元 数 指标 wsy 二 1,2,3,4。 式 (14.1. 2) 也 可 写 为 静止 
质量 本 征 方程 

| et (14.1.5) 
7 随时 一 mao 对 

其 中 , 7 动 和 mo 分 别 为 正 ` 反 粒子 的 静止 质量 算 符 。 有 关系 
。 :下 9 
hp 一 一 j yy a 
| 二 Se (14.1.6) 

pt 3x 
四 维 动量 方程 (14.1.1) 和 静止 质量 本 征 方程 (14.1.5) 是 有 区 别 的 。 式 
(14. 1. 1) 中 四 维 动量 P, 和 P+ 是 四 元 复数 ,而 式 (14. 1. 5) 中 静止 质量 mo 和 mw 为 
实数 , 当 它们 取 内 积 时 均 满 足 能 量 动量 关系 式 (4.5.5)。 由 式 (4.5.3), 将 式 
(14. 1. 1) 的 第 一 式 写成 分 量 形式 


着 一 j 


民 =E 
部 二 如 
式 (14. 1.7) 的 第 一 式 为 能 量 本 征 方程 ,第 二 式 为 动量 本 征 方程 。 

在 广 域 .Hilbert 相 空间 中 每 一 个 分 立 相 格 对 应 一 个 粒子 的 量子 态 , 也 对 应 一 
个 粒子 的 本 征 态 。 因 此 , 式 (14. 1.4) 和 (14.1.5) 既 为 Dirac 正 、 反 粒子 的 运动 方 
程 , 也 对 应 一 个 静止 能 量 或 静止 质量 本 征 方程 ,并 与 一 个 分 立 相 格 相对 应 。 

不 同 分 立 相 格 对 应 不 同 的 静止 能 量 或 静止 质量 本 征 方程 ,也 对 应 不 同 的 微观 
客体 。 各 个 微观 客体 之 间 可 通过 质 能 交换 进行 相互 转换 ,相应 静止 能 量 或 静止 质 
量 也 发 生 改 变 。 在 高 速 粒 子 家 族 中 ,粒子 的 数量 庞大 ,形成 所 谓 粒 子 动物 园 ,它们 
可 能 与 Minkowski 动量 空间 以 及 广 域 Hilbert 相 空 间 的 能 级 多 样 化 有 关 。 

由 式 (14. 1. 7), 作 为 运动 粒子 的 能 量 和 三 维 动量 在 四 维 动量 坐标 的 变换 下 均 
是 变量 , 即 能 量 并 不 是 一 个 守恒 量 , 它 随 动量 变化 而 改变 ,因此 能 量 不 是 系统 的 四 
维 Hamilton 量 。 高 速 粒子 满足 四 维 静 能 本 征 方程 (14. 1. 4) ,而 能 量 和 动量 的 本 
征 方程 (14. 1. 7) 只 能 作为 静 能 本 征 方程 的 能 量 分 量 和 动量 分 量 。 四 维 动量 空间 高 
速 粒子 的 能 量 不 是 守恒 量 , 当 经 典 近似 时 , v& cm 之 mo 或 EExE, 粒子 的 
能 量 为 守恒 量 ,成 为 系统 的 Hamilton 量 。 


(14.1.7) 
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14. 2 ”质量 间隙 ,中 微 子 以 及 Higgs 粒子 


在 四 维 Minkowski 动量 空间 HCp。, 疙 ) 二 五 (三 , 旋 ), 取 四 维 动量 为 四 维 线 
性 多 项 式 形式 


已 一 加 十 话 一 于 十 访 (14.2.1) 
由 式 (14. 1. 1), 取 内 积 可 建立 能 量 动量 关系 式 
PsP, = 一 p = m8c? (14. 2.2) 


静 能 是 四 维 动量 坐标 变换 不 变量 ,因此 将 Ho。、Hi 看 做 系统 的 四 维 Hamilton 量 是 
合理 的 。 
双 曲 复 空间 具有 方向 奇异 性 ,如 图 13. 2。 当 P, 、P, 为 四 维 双 曲 动量 空间 同一 

类 时 区 不 同 的 分 立 相 格 时 ,过 已 及 P, 两 相 格 的 直线 平行 或 垂直 于 类 光 区 号 , 参照 
式 (13.4.1), 有 

P,—P,=P.=d9, ES (14.2.3) 
其 中 , P, 为 类 光 粒 子 的 四 维 动量 。 式 (14. 2. 3) 说 明 在 四 维 Minkowski 动量 空间 
每 一 个 具有 静 质量 的 微观 粒子 在 类 时 区 都 有 时 空 相 格 相 对 应 ,类 时 区 中 两 个 分 立 
相 格 在 特定 方位 上 的 差 与 类 光 粒 子 的 分 立 相 格 取得 了 几何 联系 。 式 (14. 2. 3) 也 可 
以 写 为 

P,=P,+tP. = P,+d’yo (14. 2. 4) 
式 (14. 2. 3) 和 (14. 2. 4) 具 有 重要 的 几何 意义 和 物理 意义 。 四 维 Minkowski 动量 
空间 具有 奇异 性 ,每 一 个 类 时 区 的 时 空 相 格 都 涉及 类 光 区 的 奇 点 问题 。 类 光 区 是 
以 光速 运动 的 ,如 光量 子 或 中 微 子 等 类 光 粒 子 的 对 应 区 域 ,类 时 区 中 不 同 的 相 格 通 
过 与 类 光 区 的 几何 联系 可 以 描述 实物 粒子 与 类 光 粒 子 的 耦合 。 有 静止 质量 粒子 与 
类 光 粒 子 的 联系 发 生 了 质量 和 能 量 的 相互 转变 ,使 平 直 的 四 维 Minkowski 动量 空 
间 具 有 了 物质 性 。 令 % 为 四 维 动量 空间 类 光 区 的 单位 类 光 因 子 , d 为 实 域 中 的 系 
数 ,如 4d = 1, 四 维 动量 可 写 为 


aP 一 j 沪 十 下 一 这 十 公 j 生 十 名 (14.2.5) 
作 内 积 ,满足 关系 式 
大 页 一 (一边 十 至 ) (这 十 芭 ) 一 每 一 怎 一 0 G4.2.6) 
将 式 (14. 1. 1) 的 第 一 式 分 写成 y 相 格 和 ，* 相 格 的 本 征 方程 并 相 减 , 注意 到 式 
(8.5.15), 取 和 二 加 二 $,， 有 
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ylP,—P.)$=y,P,—P)$ = cmo—mo)g (14.2.7) 
令 
dm = 3 = EE (14. 2. 8) 


5mm 与 类 时 区 特定 方位 的 四 维 动量 差 值 有 关 , 命 名 为 质量 间隙 。 在 动量 能 量 空间 ， 
质量 间隙 也 是 沟通 类 时 区 与 类 光 区 的 桥梁 ,是 连接 质量 和 能 量 转 换 的 重要 物理 量 。 
由 于 jy 和 v 对 应 于 类 光 区 不 同 的 分 立 相 格 ,满足 式 (14. 2. 3) 条 件 ,所 以 质量 间隙 可 
看 做 有 静 质 量 粒 子 与 真空 的 质量 差 值 ,对 应 于 类 光 区 的 分 立 相 格 ,是 粒子 作 量子 路 
迁 时 静止 质量 发 生 改 变 并 与 真空 中 能 量 发 生 交 换 的 物理 量 。 一 般 将 质量 间隙 分 为 
两 类 :一 类 是 电子 与 光子 的 耦合 ,质量 间隙 与 电磁 场 相 对 应 , 称 为 电磁 质量 ;一 类 是 
介子 或 强 子 与 中 微 子 的 耦合 ,质量 间隙 可 能 与 弱 相 互 作用 或 强 相互 作用 相对 应 。 
在 第 十 六 章 和 第 十 七 章 的 讨论 中 可 以 看 到 质量 间隙 在 推导 Yang-Mills 方程 和 
Maxwell 方程 中 起 到 了 重要 作用 , 它 参 与 了 粒子 和 场 的 弱 相 互 作用 、 电 磁 相 互 作用 
以 及 强 相互 作用 。 
由 式 (14. 2.7) 和 (14. 2. 8)， 取 


7.8P, = ,P. ES (14.2.9) 


EE. - 
在 式 (10. 3.2) 和 (10.3.3) 中 ,类 光 区 对 应 的 动量 算 符 为 一 一 壕 3 多 
一 和 全 ,= ce 加 一 三 . 由 式 (14. 2. 8) 和 (14. 2. 9 可 以 将 式 (14. 2. 7) 写 成 


， 18P,# = camuog (14.2.10) 
或 
一 caoog 
a (14.2.11) 
WPLp+ = cam 对 
式 (14. 2. 11) 与 Dirac 方 程 (14.1.1) 类 同 为 线性 关系 式 ,可 能 是 具有 过 自 旋 的 中 


微 子 。 由 于 式 (14. 2. 11) 是 类 光 区 对 应 的 方程 ,说 明 中 微 子 以 光速 运动 ,静止 质量 
等 于 零 。 式 (14. 2. 10) 由 同一 类 时 区 两 个 Dirac 本 征 方程 的 减法 构成 ,也 是 两 个 相 
互 负 元 的 类 时 区 中 分 别 对 应 正 、 反 Dirac 粒子 本 征 方 程 的 直 和 。 质 子 或 中 子 等 强 
子 相互 耦合 时 发 生 了 质 能 转变 ,产生 了 中 微 子 也 产生 了 质量 间隙 ,使 类 时 区 与 类 光 
区 发 生 了 几何 关联 。 质 量 间隙 作 为 类 光 粒 子 的 质量 ,应 该 弥散 于 真空 中 。Weyl 曾 


提出 一 个 二 分 量 的 方程 来 描写 自 旋 为 去 的 费 米 子 。 它 的 特点 是 : (1) 该 粒子 的 静 
止 质量 为 零 ; a 式 (14. 2. 11) 应 该 具有 这 两 种 特性 ,两 
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个 方程 可 写作 
3 =+7yv$ (14. 2. 12) 
式 (14. 2. 12) 为 无 静止 质量 的 中 微 子 所 对 应 的 方程 ,与 (14. 2. 11) 具 有 类 同 的 形式 。 
将 式 (14. 2. 11) 两 式 作 内 积 , 有 
yiy,PtP 一 PtPy = (cmo)’y (14. 2. 13) 
式 (14. 2. 13) 是 类 光 区 所 对 应 的 Klein-Gordon 方程 ,我 们 猜测 它 可 能 是 Higgs 粒 
子 方程 。 由 于 式 (14. 2. 13) 联 系 着 质量 间隙 ,在 特定 条 件 下 由 真空 的 激发 可 能 产生 
带 有 静止 质量 的 正 、 反 粒子 ,所 以 式 (14. 2. 13) 可 看 做 是 四 维 动量 空间 中 由 类 光 区 
的 能 量 转变 为 类 时 区 质量 的 关联 式 。 由 于 广 域 Hilbert 相 空 间 的 非 质点 相 格 的 多 
样 性 , 正 \ 反 Dirac 粒子 本 征 方程 也 具有 多 样 性 ,所 以 Higgs 粒子 联系 着 的 质量 间 
隙 和 可 能 激发 的 带 有 静止 质量 的 正 \ 反 粒子 应 是 各 种 各 样 的 ,这 可 能 也 是 Higgs 
粒子 的 神秘 之 处 ,但 目前 还 没有 产生 Higgs 粒子 的 实验 验证 。 


14.3 ”四 维 空间 中 厄 米 算 符 本 征 函 数 的 正 交 性 


方程 (14. 1. 4) 和 (14. 1. 5) 可 分 别 看 做 四 维 动量 空间 的 静 能 本 征 方程 和 静止 质 
量 本 征 方程 。 方 程 中 的 态 函 数 % 为 本 征 函 数 ,所 有 的 本 征 函数 构成 完全 集 ,一般 态 
函数 yy 可 以 由 本 征 函数 的 线性 组 合 表示 : 
y= De (14. 3. 1) 
i=] 
式 (14. 3.1) 满 足 广 域 正 交 归 一 条 件 


[wwdr 一 0 (14. 3, 2) 
0 
取 


je 一 0， (pk 关切 (14. 3.3) 


称 为 本 征 函 数 的 广 域 正 交 条 件 。 在 四 维 时 空中 本 征 函 数 应 为 厄 米 算 符 ,满足 式 
(14. 3. 3) 并 与 Minkowski 动量 空间 的 方向 奇异 性 有 关 。 
图 13. 2 的 类 时 区 中 ,同一 连 线 上 两 个 非 质点 相 格 y 和 v 的 差 值 联系 着 类 光 
区 ,说 明 两 个 物理 事件 可 用 光 信号 取得 因果 联系 。 由 式 (8. 5. 15) , 当 满 足 相 干 条 件 
时 ,相位 中 波 数 一 到 和 角 频 率 6 一 2m, 满足 条 件 从 一 一 2r. 取 蕊 一 工 十 3 
妃 三 纪 十 6，, 两 个 非 质点 相 格 上 和 ，* 的 本 征 态 函 数 相等 : 
和 ge etc) =a'ag, = [OH 人 aa] 一 多 一 et) 一 乡 


(14. 3. 4) 
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其 中 , a*a 一 etwetw 二 1。 对 非 质 点 相 格 y 和 v 的 本 征 方程 作 减 法 ,满足 式 
(14. 2.7) 和 (14. 2. 8) 的 本 征 值 不 相等 ,但 本 征 值 的 增 量 与 类 光 区 相关 联 。 考 虚 四 
维 时 空 的 特性 可 证 明 厄 米 算 符 本 征 函数 的 广 域 正 交 性 。 


四 维 空间 取 册 ,上风 ,…… 册 ,为 厄 米 算 符 产 的 本 征 函数 ,对 应 本 征 元 数 分 别 为 
hz，…，…， 有 本 征 方程 


By, = Xp By, = 1p, (14. 3.5) 
,为 四 元 数 。 当 py 隆 vy 时 ,有 关 和 ,如 方程 (14. 3.5) 中 两 式 在 四 维 时 空 的 连 
线 平行 或 垂直 类 光 区 ,满足 关系 


Fo#$,—#$) ES (14. 3.6) 
则 
r+ ( 迷 一 上 时) 六 Cg 一 点) 一 0 
有 关系 


点 一 多 一 加 dr 一 1， (天 


p 


如 不 满足 式 (14, 3. 6) 条件, 则 FF($, 一 加) E C, 本 征 值 为 实数 ,满足 4 = X ,4, = 


心 。 对 式 (14. 3.5) 的 第 一 式 取 复 共 罗 (部 ,)” = 48; ， 左 乘 如 并 积分 ; 对 式 
(14. 3. 5) 的 第 二 式 右 习 如 ,积分 ,有 


iy) gar = gdr, | Ep,dr = | dr 
由 厄 米 算 符 定义 ,两 式 相 减 有 
GQ, —X) $e$dr =0 
因 % 六， 则 满足 式 (14. 3. 3) 正 交 条 件 。 


14.4 质量 重 整 化 


质量 间隙 与 类 光 区 有 关 , 它 可 以 看 做 是 在 质 能 转换 过 程 中 实物 粒子 的 静 能 转 
变 成 能 量 的 部 分 。 取 


m= De (14.4.D) 

其 中 , m 命名 为 机 械 质 量 或 固有 质量 。 由 式 (14. 2. 8) 和 (14. 4. 1) 联 立 , 有 关系 
{ee bo (14.4.2) 
my = m— mo 
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式 (14.4. 2) 中 的 mo 和 mo 分 别 对 应 四 维 Minkowski 动量 空间 的 时 空 点 yy 和 v 的 
静 质 量 ,如 图 13. 1。 其 中 , mm 命名 为 装载 质量 , mw 命名 为 印 载 质量 。 对 电子 而 
言 ,可 理解 为 实物 粒子 在 v 点 处 放出 光量 子 ,部 分 静 质 量 转 变 为 电磁 质量 ;粒子 在 
点 4 处 吸收 光量 子 ,电磁 质量 转变 为 y 点 处 的 部 分 静 质 量 , 故 有 印 载 质 量 和 装载 质 
量 之 分 。 对 强 子 和 中 微 子 的 耦合 对 应 质量 间隙 ,也 可 作 类 同 的 解释 。 

电子 的 能 级 路 迁 与 光量 子 或 电磁 场 有 关 , 在 实验 中 所 观察 到 的 电子 的 质量 是 
电子 的 全 部 质量 。 实 验 并 不 能 区 分 所 观察 的 质量 哪 一 部 分 是 电子 的 固有 质量 或 机 
械 质 量 , 哪 一 部 分 是 电子 的 电磁 质量 , 亦 即 与 电磁 场 相互 作用 而 产生 的 电子 自 能 。 
因此 , 式 (14. 4. 2) 将 电子 的 固有 质量 和 电磁 质量 合并 起 来 ,作为 由 实验 所 观察 到 的 
电子 的 静止 质量 。 从 静 质 量 的 角度 给 出 了 四 维 动量 空间 jy 和， 点 质 能 转换 关系 ， 
说 明 电子 的 静止 质量 虽然 在 坐标 变换 中 是 一 个 不 变量 ,但 并 不 是 一 个 固定 量 。 也 
就 是 说 ,电子 在 某 个 量子 态 时 对 不 同 参照 系 而 言 静止 质量 或 静 能 是 不 变量 ,但 两 个 
不 同 的 量子 态 涉及 量子 跃迁 ,涉及 时 空中 的 两 点 问题 ,静止 质量 就 是 一 个 可 以 与 能 
量 相互 转变 的 物理 量 。 式 (14. 4. 2) 如 表示 强 子 间 的 相互 作用 ,静止 质量 发 生 改 变 
产生 质量 间隙 与 中 微 子 有 关 。 在 四 维 动量 相 空 间 , 每 一 个 分 立 相 格 对 应 的 实物 粒 
子 静止 质量 不 同 , 或 每 一 个 四 维 本 征 方程 对 应 的 质量 本 征 值 也 不 同 。 不 同 本 征 态 
之 间 的 能 级 跃迁 ,产生 和 潭 灭 的 光量 子 或 中 微 子 是 质量 与 能 量 相 互 转变 的 产物 , 目 
前 发 现 了 几 百 种 基本 粒子 可 能 与 不 同 本 征 态 相互 进行 质 能 交换 ,产生 不 同 质 量 间 
院 的 结果 。 式 (14. 4. 2) 描 述 了 静 质 量 、 电 磁 质 量 ( 质 量 间 阶 ) 和 固有 质量 的 关联 ,为 
旋 量 粒子 与 场 的 相互 作用 提供 了 一 种 定量 关系 。 

由 式 (14. 4. 2) 可 以 讨论 静 质量 的 改变 引起 粒子 能 量 和 动量 发 生 的 变化 。 分 别 


对 /和 ， 点 的 四 维 动量 取 内 积 , 令 P. 一 P. (至 ,jp ),P, = P,( 旦 ,jp,) ,有 


P:P,= 亚 一 此 一 11272oc2 一 mc? (14. 4.3) 
PiP, = mm = me (14.4.4) 


由 式 (14. 2. 3) ,有 关系 
(+ip:)- (E+ip)e sa (14.4.5) 
令 5E== EE, 一 El,6p 二 pz 一 ,对 式 (14.4.5) 取 内 积 ,有 
(Ey Cs 六) (到 8p) (E+8p) 0 (14.4.6) 


即 
SE 


C 


一 士 | | 
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上 式 取 正 号 时 满足 式 (10. 1. 12) ,一 般 情况 ,有 
(Ee2)=+ Cp —p) (14.4.7) 
由 式 (14.4. 3) 和 (14.4.4), 取 


ee 2 
he 4 (14.4.8) 
my 一 7 一 
由 式 (14. 4. 8) 有 关系 
Ami = 吏 开 (14.4.9) 
m? 二 2 十 珊 (14.4.10) 


2 
其 中 , m2 和 m3% 分 别 对 应 四 维 动量 空间 中 py 和 v 点 的 静 质 量 的 平方 。m? 为 机 械 质 
量 平方 , Am3 为 静止 质量 平方 的 改变 量 。 
式 (14.4.8) 至 (14.4.10) 均 为 实数 的 二 次 形式 。 由 式 (14.4.3)、(14. 4.4)、 
(14. 4.7) 和 (14. 4. 10) ,得 


1 /EB HE _1/E_ EE 
到 一 诗 ( 罕 一 奏 十 如 一 闪 )== 译 ( 时 一 扣 )( 兴 二 全 十 十) 
(14.4.11) 
am 二 二 [( 避 一 癌 ) 一 ( 旦 一 8)]= 寺 (E; 一 Ey(E 一 op) 
(14. 4. 12) 
式 (14.4.12) 可 写作 

AFEs = c(E: — FE)(E, — cp2) (14.4.13) 

将 式 (14.4. 11) 和 (14. 4. 12) 联 立 , 得 
§ = 二 205 (Es — ED) (14.4.14) 


E+E,+c(p+tp:) 
例 14.1 取 避 +jps 二 12+j5, 旦 十 jp 一 8 二 jh 有 至 一 且 一 户 一 身 一 4 


至 一 户 一 旦 一 和 一 7, 则 一 12 一 导 = 119,z 一 8: 一 1 二 63. 而 由 式 


(14.4.11) 至 (14.4. 14), 有 Aml 一 195 一 (12 一 8)(12 一 5) 一 28,m 一 
119 十 63 _ (12—5)012+8+5+D _ ol 
2 2 


例 14.2 取 Amo 二 (12 十 5j) 一 (8 十 j) 一 4 十 $, 由 式 (14.4.10) 和 (14.4.14)， 
得 


m? 一 《12 一 5j)(12 十 5 十 (8 一 iC8 十 认 
2 
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G2 一 5D)(8 二 iD 十 (8 一 DG2 二 5 _ ol 
2 


在 平 直 的 四 维 双 曲 Minkowski 空间 ,利用 方向 奇异 性 讨论 物质 性 是 一 项 开创 

性 工作 。 传 统 的 相对 论 中 ,只 有 在 广义 相对 论 的 弯曲 时 空中 其 时 空 性 质 才 与 物质 

性 相 联系 ,但 人 们 一 直 想 在 四 维 时 空中 描述 电磁 场 以 及 场 与 粒子 的 耦合 ,只 是 数学 

”工具 的 局 限 性 ,没有 可 能 表现 平 直 时 空 的 物质 性 。 双 曲 平 直 空间 的 物质 性 ,体现 了 

数学 的 几何 空间 与 微观 客体 物理 性 质 具 有 深层 次 的 因果 联系 , 双 曲 平 直 空 间 奇 异 
性 刻画 了 质 能 转变 的 几何 性 质 , 即 有 静 质 量 粒子 和 电磁 场 的 几何 关联 。 


14.5 能 量 和 质量 转换 关系 


Compton 散射 为 微观 客体 的 量子 跃迁 以 及 与 光量 子 相 互 关联 的 物理 诠释 提 
供 了 实验 验证 。 我 们 可 能 提出 这 样 一 个 问题 ,Compton 散射 的 能 量 动量 分 别 守 
恒 ,与 Newton 经 典 力学 中 的 能 量 守 人 恒定 律 和 动量 守恒 定律 有 何 区 别 和 联系 。 显 
然 两 者 之 间 具 有 本 质 上 的 差异 ,因为 Compton 散射 具有 相对 论 效 应 ,对 应 着 四 维 
动量 间隔 等 于 零 。 实 物 粒子 与 光 的 耦合 过 程 中 ,它们 的 动量 和 能 量 可 以 相互 转化 ， 
并 且 在 转化 过 程 中 保持 守恒 。 这 种 守恒 关系 与 Newton 力学 的 动量 和 能 量 守恒 、 
狭义 相对 论 的 能 量 动量 关系 以 及 Maxwell 场 方程 的 能 量 动量 关系 均 有 区 别 。 

在 Newton 经 典 力学 中 ,时 间 坐 标 与 空间 坐标 相互 独立 ,描述 低速 运动 的 宏观 
物体 可 抽象 为 质点 ,分 别 遵 守 动量 守恒 定律 和 能 量 守恒 定律 。 由 于 质点 的 运动 规 
律 是 在 三 维 Euclidean 空间 中 描述 的 ,决定 了 空间 性 质 只 能 对 应 低速 运动 的 宏观 
物体 。 对 于 低速 或 高 速 运动 的 微观 客体 ,通过 第 六 章 的 分 析 与 Minkowski 空间 相 
对 应 ,处 于 类 时 区 的 微观 客体 ,本 身 的 运动 规律 以 及 实物 粒子 间 的 相互 作用 对 应 类 
时 区 的 类 时 间隔 。 粒 子 作 高 速 运动 时 对 应 Lorentz 变换 , 满足 相对 论 的 能 量 动量 
关系 式 ; 在 经 典 近似 时 (v< c) 粒子 本 身 运 动 规律 遵守 Galilei 变换 ,分 别 满足 能 量 
守恒 和 动量 守恒 ,这 类 同 于 Newton 经 典 力学 。 微 观 客体 与 光 的 耦合 与 Minkows- 
ki 空间 的 分 立 结构 有 关 , 通 过 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 使 实物 粒子 与 场 建立 起 
能 量 和 动量 的 转换 关系 。Minkowski 空间 的 时 间 坐 标 与 空间 坐标 并 不 是 独立 的 ， 
粒子 和 场 的 耦合 是 通过 类 时 区 的 方向 奇异 性 ,通过 四 维 时 空间 隔 等 于 零 建立 起 的 
一 种 等 量 关系 。 也 就 是 说 ,这 种 能 量 守恒 和 动量 守恒 实质 上 是 实物 客体 与 场 的 一 
种 对 等 的 转换 联系 。 

在 Minkowski 空间 ,四 维 相 格 的 这 种 能 量 守恒 和 动量 守恒 实质 上 也 是 能 量 和 
质量 的 一 种 转换 关系 。 由 式 (14. 4. 9 和 (14. 4. 10), 取 
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上 mc + mc 
2 


(14.5.1) 
Mmie = we 于 me 
由 式 (14. 4.7) ,满足 关系 
pe = 士 全 (14.5.2) 


其 中 , 如 和 EE 分 别 为 光子 的 动量 和 能 量 ,具有 二 分 量 性 质 。 由 于 光子 的 静止 质量 
为 零 ,所 以 实物 粒子 ,如 电子 ,在 量子 跃迁 时 吸收 或 放出 光量 子 ,质量 和 能 量 发 生 了 
转换 。 

由 Einstein-de Broglie 关系 式 (7. 4. 2) 可 写作 


E.=E,+h 
人 (14.5.3) 
一 办 日 
将 式 (14. 5. 3) 代 人 式 (10. 1. 二 
EFL (p+h) =me (14.5.4) 


展开 式 (14. 5. 4) ,注意 到 式 (10. 1. 6) 的 第 一 式 和 式 (14. 5. 1) 的 第 二 式 ,考虑 到 光波 
满足 关系 以 一 c, 有 


Amie 一 二 o 克 一 成) 必 一 在 ( 旦 一 户 ) (14.5.5) 
取 瓦 = nuc2, 力 一 mu 则 式 (14. 5. 5) 可 写 为 

Age 一 去 (太一 双 ) = (ew) (14.5.6) 
由 式 (14.4. 7) ,对 式 (14. 5. 5) 写 为 

E 

Amic 一 二 ( 力 一 到 一 至 ( 训 一 p,) (14.5.7) 
取 忆 ,= mc? ,p= myvp， 同 理 有 

Ale 一 去 ( 力 一 码 ) = le—o,) (14.5.8) 


经 典 近似 情况 下 ,如 取 p, 一 0, 由 式 (10. 1. 6), 则 EE, = moe。 如果 满足 mw 十 
mo 和 2zx 六 mw 一 mo， 则 式 (14. 5.5) 可 简写 成 


mo 一 mw 一 起 (14. 5. 9) 


式 (14. 5.9) 类 同 于 式 (7. 2. 12) 中 Compton 波长 的 表达 式 。 式 (14. 5. 9) 也 可 写 为 
(mp 一 mac 一 mecs 一 bc 一 怎 一 名 (14.5.10) 
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me、pe 分 别 为 光量 子 的 质量 和 动量 , 取 E. 为 光子 的 能 量 , 则 式 (14. 5. 10) 可 写 为 


E.—E,= E.= mc’ (14.5.11) 
式 (14. 5. 11) 与 式 (14. 5. 3) 类 同 ,可 看 做 实物 粒子 在 量子 路 迁 时 吸收 或 放出 光量 子 
发 生 了 质量 与 动量 以 及 质量 与 能 量 的 转变 。 


式 (14. 5. 11) 虽 然 是 式 (14. 5. 5) 的 特例 ,但 式 (14. 5. 11) 对 应 着 质 能 关系 ,可 解 
释 物质 的 结合 能 和 质量 亏损 ,也 对 应 着 质量 间 辽 。 现 作 以 下 几 点 说 明 ， 

(1) 质 能 关系 式 (14. 5. 11) 与 Minkowski 四 维 能 量 动量 空间 的 方向 奇异 性 有 
关 , 相 空间 中 的 定向 相 格 描述 了 实物 粒子 与 光子 耦合 时 发 生 了 质量 和 能 量 的 转换 。 

〈2) 式 (14. 5. 11) 不 仅 适 用 于 高 速 粒 子 , 也 适用 于 低速 粒子 。 实 物 粒 子 与 光子 
耦合 前 后 静止 质量 发 生 改 变 , 即 对 于 不 同 相 格 和 能 级 的 粒子 静止 质量 是 有 差别 的 。 

(3) 复合 粒子 在 能 级 发 生 改 变 时 需要 吸收 或 放出 光量 子 , 相 应 的 结合 能 也 发 
生 改 变 ,而 粒子 的 静止 质量 要 产生 亏损 。 

(4) Minkowski 复 空间 可 以 描述 粒子 之 间 能 量 和 质量 之 间 的 转变 关系 ,说 明 
平 直 的 Minkowski 复 空间 也 具有 物质 性 ,这 与 传统 理论 中 只 有 弯曲 空间 才 具 有 物 
质 性 是 有 区 别 的 。 


14.6 质 能 关系 和 结合 能 的 几何 解释 


广 域 Hilbert 相 空 间 中 ,每 一 个 分 立 相 格 对 应 一 个 具有 一 定 静 止 质量 粒子 的 
量子 态 和 本 征 态 。 对 电子 而 言 , 怒 迁 时 吸收 或 放出 光量 子 ; 对 强 子 间 耦 合 或 能 量 牙 
迁 生 成 中 微 子 。 取 粒子 跃迁 前 后 分 别 对 应 y 相 格 和 v 相 格 , 两 者 的 连 线 平行 或 垂 
直 于 类 光 区 。 式 (14. 2. 3) 可 写成 


年 +iA 一 至 十 这 一 do (14. 6. 1) 
将 Einsteinrde Broglie 关系 式 (7. 4. 2) 代 入 式 (14. 6. 1) ,有 关系 
L417 
h(t)= 9 (14. 6.2) 


式 (14. 6.2) 中 可 取 d' 二 ,5% 一 zt ， 可 解释 为 微观 粒子 在 进行 量子 唉 迁 时 实 


物 粒 子 和 耦合 的 场 共同 遵守 能 量 守恒 、 动 量 守恒 以 及 质量 守恒 。 从 实物 粒子 角度 ， 
在 吸收 或 放出 光量 子 或 中 微 子 前 后 ,实物 粒子 本 身 的 能 量 动量 以 及 静止 质量 均 发 
生 了 改变 。 由 于 光量 子 或 中 微 子 的 静止 质量 等 于 零 , 所 以 实物 粒子 与 类 光 粒 子 耦 
合 发 生 了 质量 和 能 量 的 转变 应 该 满足 质 能 守恒 。 由 式 (14. 2. 8), 则 式 (14. 5. 10) 和 
(14. 5. 11) 满 足 

28E, = 23oc: = hy (14. 6. 3) 
式 (14. 6. 3) 中 , 8E。 为 粒子 量子 跃迁 时 产生 的 更 能 间隙 ,同时 伴随 质量 间隙 5mo， 
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而 加 为 产生 的 光量 子 或 中 微 子 的 能 量 ,说 明 电 子 与 电磁 场 相互 作用 应 该 满足 质 能 
守恒 。 在 经 典 近似 时 ,粒子 的 质量 等 于 静止 质量 ,虽然 Schrodinger 方程 不 考虑 静 
能 的 影响 ,但 能 量 和 动量 均 有 质量 的 因素 。 束 缚 态 的 电子 作 能 级 牙 迁 产生 光量 子 
也 应 看 做 类 时 区 与 类 光 区 的 联系 ,电子 与 光子 发 生 了 质量 和 能 量 的 转变 。 这 时 电 
子 的 质量 可 能 不 再 是 常数 ,应 是 随 着 能 级 不 同 而 变化 的 物理 变量 ,而 通常 认为 电子 
的 静止 质量 为 常量 ,应 该 是 电离 态 自由 电子 的 统计 平均 值 。 


例 14.3 电子 进行 能 级 跃迁 所 对 应 公式 为 Es 一 El 一 加 一 天 bp 氢 原 子 Bal- 
mer 系 第 一 条 谱 线 一 6. 563X10-'m, 取 = 二 6. 626X10-*, 电 子 的 静止 质量 为 m。 
一 9. 109 382 6(16) X10-2kg, 则 光子 的 能 量 26mc? 一 名 一 hi 由 式 (14. 2. 8) ,得 


电磁 质量 为 28m = ms 一 mi 一 去 < 3. 36 X 10-%kg, 即 电子 静止 质量 的 改变 量 约 


为 静止 质量 的 10“ 量 级 。 

ax 是 实物 粒子 进行 量子 跃迁 时 静止 质量 的 差异 或 质量 间隙 , 它 与 吸收 或 放 
出 类 光 粒 子 有 关 。 对 电子 而 言 , 在 束缚 态 时 通过 吸收 光量 子 可 跃迁 到 高 能 级 的 激 
发 态 。 当 电子 电离 时 形成 自由 电子 ,在 电离 过 程 中 电子 从 吸收 的 光子 中 获取 能 量 。 
考虑 相对 论 效应 ,四 维 时 空 的 类 时 区 与 类 光 区 产生 了 几何 关联 ,电子 与 光量 子 耦合 
使 光量 子 的 部 分 能 量 转变 为 电子 的 静 质 量 或 静 能 ,因此 自由 运动 的 电子 其 能 量 和 
静止 质量 要 大 于 束缚 态 的 电子 。 描 述 电子 束缚 能 级 的 改变 过 程 中 并 没有 考虑 电子 
质量 的 参与 ,但 也 不 能 排斥 电子 的 质量 没有 改变 ,只 是 关注 点 在 电子 与 光量 子 的 看 
合 满足 能 量 和 动量 分 别 守恒 ,并 没有 考虑 质量 的 变化 情况 。 我 们 猜测 只 要 参与 类 
时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 ,电子 与 光量 子 的 耦合 就 可 能 发 生 电 子 质量 的 改变 。 

静止 质量 的 改变 也 应 体现 在 Compton 散射 中 。 式 (7. 2. 5) 中 如 果 pp 关 0, 则 
《7.2.6) 可 以 写 为 


et (14. 6.4) 
E=E+Eo—E.=E++ho—hy 
式 (7.2.7) 改 写 为 
Ei— psc = msc (14. 6. 5) 
将 式 (14. 6. 4) 代 入 式 (14. 6. 5), 有 
(Ethyo—hy)’ — (+Bo 一 不)2c2 = mc (14. 6.6) 
如 初 态 满足 能 量 动量 关系 
Fi—pic = mict (14.6.7) 
展开 式 (14. 6. 6) ,并 与 式 (14. 6. 7) 联 立 , 有 
moc 十 和 一 各) 一 (五 。 一 起)2c 一 mc 一 7 (14.6.8) 


其 中 , 7 之 2h| (Bi 一 pc 一 moc?)bw 一 小 |。 当 力 二 0 时 7 二 0。 将 式 (7.2.9) 代 入 
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式 (14. 6. 6) 的 展开 式 , 有 关系 
jc 
1 十 基色 (1 一 cosb) 
将 式 (14. 6. 8) 与 式 (7. 2. 8) 相 比较 ,满足 
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mec = mict+y (14. 6. 10) 


(14. 6. 9) 


或 

E% — FE; = (6E0)’ = (Omo)’c (14. 6. 11) 
由 式 (14. 6.10) 和 (14. 6. 11) 得 知 , 在 一 般 情况 下 , Compton 散射 中 电子 初 态 和 末 
态 的 静止 质量 或 静 能 发 生 了 改变 ,或 者 说 发 生 了 静止 质量 和 能 量 的 转换 关系 。 


其 实 电子 静止 质量 是 变量 很 容易 理解 ,对 光量 子 而 言 , E. == hy = zc 一 和 


或 hyo 一 by 二 poc 一 pec。 将 式 (14. 6. 5) 或 (14. 6. 7) 左 边 两 项 分 别 相 加 或 相 减 ,相同 
的 物理 量 必 然 涉 及 右边 物理 量 的 改变 。 式 (14. 6. 4) 是 一 次 方程 ,而 式 (14. 6. 6) 和 
(14. 6.7) 是 二 次 方程 ,它们 同时 成 立 的 条 件 也 要 求 式 (14. 6.6) 和 (14. 6. 7 右边 不 
相同 ,而 证 = 0 时 只 是 一 种 特例 。 利 用 Minkowski 动量 空间 的 奇异 性 可 以 对 式 
(7. 2. 8) 给 出 相应 的 几何 解释 。 将 式 (14. 2. 4) 写 成 

Ps= P+P. (14. 6. 12) 


取 8E 一 ho 一 各,85 二 Bo 一 P,P 一 站 十 j35, 代入 式 (14.6.11), 有 关系 


Es ,. E ~ 
至 + 该 = (时 + 让)+i( +68) (14. 6. 13) 


对 式 (14. 6. 13) 取 内 积 , 满 足 式 (14. 6. 6) , 当 取 pi = 0 时 对 应 给 出 式 (7. 2. 8) 。 
粒子 在 不 同 能 级 对 应 不 同 的 静止 质量 以 及 实物 粒子 在 束缚 态 的 质量 小 于 自由 
态 的 质量 也 体现 在 核能 的 改变 。 即 实物 粒子 质量 和 能 量 的 改变 应 体现 在 核子 的 结 
合 能 以 及 正 、 反 粒子 的 产生 和 潭 灭 。 在 核 聚变 和 核 裂变 中 ,原子 核 的 质量 要 小 于 构 
成 它 的 核子 的 总 质量 ,原子 的 分 裂 与 聚合 使 亚 核 粒子 的 能 级 重新 分 布 。 以 mx 表 
示 原 子 核 红 的 质量 ,原子 核 中 Z 个 质子 的 质量 为 Zrzw,N 个 中 子 的 质量 为 Nmzn， 
质量 亏损 5m 可 表示 为 
bm = Do 十 Nm 一 max (14. 6. 14) 
或 结合 能 
6E, = dmc? = (Zns 十 Nmas — mx)c? (14. 6. 15) 
式 (14. 6.14) 和 (14. 6. 15) 中 的 Sm 和 6E。 也 分 别 为 原子 核 的 质量 间隙 和 能 量 间 
隙 。 显 然 , 原 子 核 中 的 核子 对 应 于 不 同 的 能 级 具有 不 同 的 质量 ,核子 通过 能 级 唉 迁 
使 质量 发 生 改 变 。 在 核 聚变 和 核 裂变 中 , 正 是 由 于 原子 核 的 重新 组 合 使 核子 的 能 
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级 发 生 改 变 并 以 结合 能 形式 表现 出 来 。 核 子 的 量子 跃迁 和 束缚 能 的 改变 伴随 着 质 
量 的 改变 ,伴随 着 质量 间隙 和 能 量 进行 等 量 转换 ,释放 出 的 结合 能 应 该 是 质量 和 能 
量 的 转变 而 产生 了 质量 亏损 。 在 Minkowski 复 空 间 中 质量 亏损 和 结合 能 也 应 该 
是 类 时 区 与 类 光 区 相互 关联 的 几何 表现 ,第 十 六 章 和 第 十 七 章 推导 的 Yang-Mills 
方程 .Maxwell 方程 以 及 强 相互 作用 方程 均 与 质量 间 踪 有 关 , 说 明 粒 子 和 粒子 以 及 
粒子 和 场 的 相互 作用 都 可 能 产生 质 能 转变 。 


第 十 五 章 ”粒子 的 作用 量 原理 


静 能 作为 四 维 动量 坐标 变换 不 变量 可 抽象 为 双 曲 度量 空间 的 拟 距 离 , 也 为 系 
统 的 Hamilton 量 。 粒 子 的 能 量 是 四 维 动量 空间 的 一 个 坐标 分 量 , 不 是 不 变量 ,也 
不 是 守恒 量 , 它 随 三 维 动量 分 量 的 变化 而 变化 。 将 作用 量 方程 引入 广 域 Hilbert 
相 空间 ,用 类 时 区 的 非 质 点 相 格 描述 实物 粒子 的 作用 量 方程 ,类 光 区 的 非 质 点 相 格 
描述 光量 子 的 作用 量 方程 。 当 粒子 和 场 耦合 时 能 量 和 动量 分 别 守恒 ,量子 化 的 场 
和 粒子 在 分 立 的 Minkowski 复 空间 中 具有 了 几何 背景 。 静 能 和 静止 质量 作为 
Hamilton 量 或 Lagrangian 函数 ,使 相对 论 量子 力学 和 场 论 的 物理 规律 和 表现 形 
式 相 吻 合并 具有 了 个 体 决 定性 的 因果 解释 。 


15.1 粒子 的 作用 量 方 程 


由 式 (5.1.1), 在 Minkowski 复 空间 取 最 小 作用 量 方 程 ,其 中 6 = 一 moc 有 
方程 


S =— |mecds (15.1.1) 


ds 为 不 变量 ,参照 式 (5. 1. 2), 取 
ds =—— VdXt dX, (15.1.2) 
由 式 (4. 1. 13) 和 (4. 5. 3) ,将 式 (15. 1. 2) 代 入 式 (15.1.1), 有 


S= [mcvH = [eV de = |e VETPrdr (15.1.3) 
式 (15. 1. 3) 与 (5. 2. 2) 相 同 。 由 式 (5. 2. 3) ,Lagrangian 函数 可 以 写 为 


L; 一 = moc? = ¢ VPFP, (15.1.4) 
式 (15. 1. 4) 的 算 符 表示 为 
FH =Li,=cVPP, (15.1.5) 


式 (15. 1.5) 为 Dirac 正 、 反 粒子 耦合 时 所 对 应 的 Hamilton 算 符 或 Lagrangian 算 
符 。 上 一 章 中 分 析 了 在 四 维 动量 空间 中 静 能 乃至 静止 质量 为 不 变量 ,而 能 量 和 动 
量 作 为 四 维 动量 矢量 的 分 量 均 为 变量 。 对 式 (15. 1. 3) 取 变 分 ,有 


3S = |c3 VPEP,dr =0 (15.1.6) 
注意 到 式 (14. 2. 8) , 则 式 (15. 1. 6) 可 以 写 为 
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Jarsdr = [eamdr = [2 2 Fdr 5.1.7) 
因 工 ; = rc 为 不 变量 , 则 3L: = 0, 由 式 (15. 1.4) 和 (4. 1. 14), 有 
8Lzs = cPtP,)/2 VPIP, = PIP,) =0 (15.1.8) 


或 

Pi+SP. 十 P.3P+ 一 0 (15.1.9) 
式 (15. 1.9) 的 算 符 表示 为 

PraP, +P,aPt =0 (15. 1. 10) 
将 式 (24. 4. 11) 和 (24. 4. 12) 代 入 式 (15. 1. 10) ,满足 

法 _9 FP) 一 二 -9 9 三 
( 访 坊 ) 六 5 )+ (一 计 a )3(i# 这)= 0 5.1.11) 

Dirac 粒子 的 Lagrangian 函数 由 式 (5. 2.7) 可 改写 为 


=ip+= Pp 
L: =6%,P+t = P, 3 (15. 1. 12) 
由 式 (15. 1, 4) ,系统 Hamilton 函数 满足 关系 
3Ho_jp = 
Pp, BP Ho 一 0 (15. 1.13) 


因 % = ,Fp = 呈 ， 则 怠 dP; = FidX,。 由 式 (5.2.12) 和 (5.2.13), 对 式 
《15. 1. 12) 取 变 分 ,有 

3L: = 6&,8P} + P+ d%, (15.1.14) 
或 

dL; = Fiw,6r+ otF,dr (15.1.15) 

如 Lz = Lz(P,,P:), 取 变 分 ， 
_ 3L QL sp _ 3L Ls 
3L， 8 十 33P。 PFOr + op Fdr (15.1.16) 

比较 式 (15. 1. 15) 和 (15. 1. 16), 有 


9ra _ Ba _ ot 
aPt 几 ， Bp, & (15.1.17) 
如 La 二 Lz(X,,X+), 取 变 分 ， 
= ol Lz: 一 BaLaz ji+ Lz: . 
dL; = 3 如 3 十 法 ax ER pr 十 BX (15. 1. 18) 
比较 式 (15. 1. 15) 和 (15.1. 18), 有 


= F,, 加 = (15. 1. 19) 


式 (15.1.17) 和 (15. 1.19) 称 为 Dirac 粒子 四 维 正则 方程 。 由 式 (15. 1. 17) 和 (15. 1. 19), 给 
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出 式 (5. 2.16) 所 示 的 四 维 双 曲 型 Lagrangian 方程 
A (am =0 
dr\BX oX, 


15.2 质量 积分 的 几何 诠释 


量子 电动 力学 中 质量 无 穷 大 的 物理 效应 表现 为 电子 自 能 的 改变 。 电 子 与 电磁 
场 相 互 作 用 使 电子 的 自 能 或 静 质量 发 生 改 变 , 而 电磁 场 的 无 穷 多 自由 度 和 电子 抽 
象 为 点 电荷 具有 无 穷 大 的 自 能 的 困难 造成 了 质量 积分 的 发 散 。 在 广 域 Hilbert 相 
空间 中 ,类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 将 类 时 区 分 割 成 无 穷 多 个 分 立 相 格 ,用 每 一 个 
分 立 相 格 对 应 一 个 非 质点 的 实物 粒子 如 电子 (或 核子 等 ) ,电子 不 再 为 点 电荷 。 电 
子 在 与 电磁 场 相互 作用 时 自 能 或 静 质量 发 生 改 变 ,而 静 质 量 改变 来 源 于 粒子 发 生 
了 量子 跃迁 ,这 伴随 着 分 立 相 格 的 改变 。 每 个 分 立 相 格 静止 质量 不 同 ,动量 空间 的 
间隔 不 变量 也 不 同 ,由 电子 自 能 或 静 质 量 的 变化 产生 的 电磁 能 或 电磁 质量 对 应 的 
四 维 动量 间隔 等 于 零 。 在 动量 空间 类 时 区 中 沿 平行 或 垂直 于 类 光 区 的 方向 ,也 就 
是 光量 子 在 Minkowski 空间 的 运行 方向 积分 具有 特殊 的 几何 意义 和 物理 意义 ,可 
以 消除 对 电子 静 质 量 的 积分 累计 ,这 为 解决 质量 重 整 化 的 发 散 问题 找到 了 一 个 突 
破 口 。 
正 \ 反 粒子 Dirac 旋 量 方程 写 为 式 (14. 1. 2) ,对 第 一 式 作 内 积 ,有 
cc 站 $$, = Ets, (15.2.1) 
满足 相对 论 能 量 动量 关系 
oP:P,=E—pc’=E, (15. 2. 2) 
同 理 式 (14. 1. 2) 的 第 二 式 满足 


CPrP,$t$, = ES Hs, (15. 2. 3) 
有 能 量 动量 关系 
OPtP,= FE:— pc = Es (15. 2. 4) 
式 (15. 2.1) 和 (15. 2. 3) 分 别 为 分 立 相 格 yj 和 v 所 对 应 的 Klein-Gordon 方程 。 如 果 
非 质点 相 格 x 和 v 的 实物 粒子 可 以 用 光 信 号 取得 联系 ,由 式 (8. 5. 15) ,两 个 量子 态 
的 态 函 数 相同 风 二 # = #$。 
式 (5. 2. 10) 将 静 能 定义 为 粒子 的 Hamilton 函数 或 Lagrangian 函数 。 取 正 、 
反 粒 子 在 分 立 相 格 y 和， 的 耦合 中 Lagrangian 函数 改变 量 
EL=L,—L,= moc —moc’ = Ep— Ey (15.2.5) 
由 式 (14. 6. 3) ,电磁 场 能 量 在 类 光 区 中 也 对 应 一 个 分 立 相 格 ,有 
江 一 23Eo 一 二 一 工 (15. 2. 6) 
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式 (15. 2,6) 中 二 一 工 .为 光量 子 的 能 量 和 Lagrangian 函数 , 即 Dirac 正 、 反 粒子 看 
合 时 静 能 的 改变 所 产生 的 光量 子 的 能 量 为 不 变量 或 守恒 量 。 由 式 (14. 2. 8) ,电磁 


能 与 电磁 质量 相对 应 3m 一 二 Cm 一 mo) 一 3E-， 称 为 质量 间隙。 
将 式 (14.1. 2) 的 第 一 式 左 乘 烧 ,有 


— jicy,p+ Ed =moc$r $= Egt$ (15.2.7) 
将 式 (14. 1. 2) 的 第 二 式 右 乘 风 有 
jhcyt$+ y= moc$t $= Eogt $ (15. 2. 8) 


这 
注意 到 7 3 甸 一 史 3-， 因 7 = 7 将 式 (15. 2.7) 和 (15.2. 8) 相 减 ,有 


和 
jicyt$+ ( 充 + 坊 p=jte FED = ji A =—28Ep+ $ =—8Lp+$ 
(15.2.9) 
对 式 (15. 2.9) 取 积分 ,积分 线 沿 平行 或 垂直 类 光 区 的 分 立 相 格 py 到 yv 的 路 径 ,) 有 


地 | 嘴 a =— ag $dr = | Cm —ma)$* $dr (15.2.10) 
将 式 (15. 2. 10) 左 边 微分 与 积分 抵消 ,右边 利用 8 函数 积分 ,有 关系 
太一 j SEBmo (15.2.11) 


式 (15. 2. 11) 为 正 ` 反 粒子 耦合 时 四 维 几率 密度 与 产生 的 质量 间隙 的 对 应 关系 式 。 
式 (15. 2. 10) 中 5L 联系 着 质量 间隙 ,如 果 不 考虑 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关 
联 , 式 (15. 2. 10) 右 边 每 一 项 积分 都 可 能 发 散 ,但 积分 是 沿 着 与 类 光 区 平行 或 垂直 
的 路 径 进 行 ,积分 的 结果 与 过 程 无 关 ,只 与 初 末 态 物理 量 的 差 值 有 关 ( 参 见 第 二 十 
章 20. 2 节 )。 类 时 区 的 方向 奇异 性 使 类 时 区 的 定向 积分 转移 到 类 光 区 的 取 值 ,化 
解 了 积分 发 散 问题 。 物 理 中 粒子 间 的 奈 合 和 量子 肛 迁 与 真空 发 生 了 能 量 交换 ,使 
静 质量 两 项 之 差 不 会 发 生 积分 发 散 或 出 现 无 穷 大 情况 。 所 以 ,Minkowski 空间 的 
定向 积分 并 不 是 电磁 场所 对 应 无 穷 多 自由 度 的 累计 ,也 不 是 质量 无 穷 大 的 物理 效 
应 ,而 是 电信 号 联系 的 个 体 电子 自 能 改变 与 真空 能 量 交换 的 描述 ,传统 量子 场 论 与 
Minkowski 空间 的 时 空 性 质 相 脱 离 可 能 是 出 现 质量 积分 发 散 的 结 症 所 在 。 


15. 3 ”类 光 粒 子 的 作用 量 方程 


式 (15. 2. 11? 中 的 质量 间隙 与 类 光 区 相对 应 ,类 光 区 的 中 微 子 以 及 Higgs 粒 
子 等 类 光 粒 子 , 它 们 的 运动 方程 为 式 (14. 2. 3) 至 (14. 2. 13) 。 以 中 微 子 为 例 , 由 式 
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(15. 2. 6) 取 工 . 一 E. = 各 为 中 微 子 的 能 量 ,也 为 守恒 量 。 式 (15. 2. 11) 可 写 为 


LL = 声 二 jieJ+ = 对 I+ (15.3.1) 
其 中 ,了 = cJ, 为 四 维 场 流 密度 , 以 光速 传播 。 式 (15. 3. 1) 满 足 作 用 量 方程 
S. = [Ldr =j#| hdr (15. 3.2) 


中 微 子 的 动量 和 能 量 分 别 为 p: = mec 一 和 ,已 一 mc 一 策 一 名 ,由 式 (14.2.6)， 
四 维 动量 为 


P, 一 至 十 这 (15.3.3) 
对 式 (15. 3. 3) 取 内 积 , 有 
PiP, = 下 一 关 =0 (15. 3.4) 


对 式 (15. 3. 2) 取 变 分 ,可 将 式 (15. 1.6) 和 (15. 3. 2) 改 写 为 
3S. = [aL.dr =j|8l,dr = |c3 VPEPsdr =0 (15. 3. 5) 


式 (15. 3. 5) 为 类 光 粒 子 的 最 小 作用 量 原理 。 
由 式 (10. 4. 2) 和 (10. 4. 3) ,类 光 粒 子 满足 四 维 算 符 关系 


Pp, 一 # 说 ， 芒 一 六 二 (15.3.6) 
因此 , 式 (15.1. 12) 可 写作 
i R c _. e v 
I = P+ 去 Cc+ 间 (下 jmv)= 全 二 村) (15.3.7) 
C2 
当 v==c 时 , 式 (15.3.7) 中 zo 改 为 me, 可 将 类 光 粒 子 的 Lagrangian 函数 写 为 
aL 
L. = me 一品 Pt = P, Os: (15. 3. 8) 
McC Co 上 9 9 aP, 
由 式 (15. 3. 1) 和 (15. 3. 8) ,系统 Hamilton 函数 满足 关系 
aH. ，_ 
Pu Sp: —H: =—0 (15. 3.9) 
取 6 一 时 ,ma = Ps, 一 时， 则 dP$ 一 F%dX。， 对 式 (15.3.8) 取 变 
分 ,有 
8L. = oPt + Pt Be,, (15. 3. 10) 
BL. = Ftos r+ oF,or (15. 3.11) 


如 L. = L.(P。 ,Pi), 取 变 分 ， 


，220 。 狭义 相对 论 和 量子 理论 一 元 化 表述 


BaL. aL Bar. 3aL.。 
8L. ai 二 BBs Pe Ft 6r+ BP For (15. 3. 12) 


比较 式 (15. 3. 10) 和 (15. 3.11), 有 


全 ;=m， 六 一 性 (15. 3. 13) 
C3 9 


如 工 - = L.(X。 ,XX%)，, 取 变 分 ， 


b+ 51 
比较 式 (15. 3. 12) 和 (15. 3. 14), 有 
药 ==， 雍 = 蕊 (15. 3. 15) 


式 (15.3.13) 和 (15. 3. 15) 称 为 类 光 粒 子 的 四 维 正则 方程 。 四 维 Lagrangian 方 
程 为 


4 (a )— a =0 (15. 3. 16) 


15.4 Dirac 旋 量 方程 与 Lagrangian 函数 


将 Dirac 方程 (14. 1. 2) 第 一 式 左 乘 上 时, 可 以 写作 


#* [jie BR + mc’ )$ = 0 (15.4.1) 
取 Lagrangian 函数 为 
工 一 时 (jiy,e Bn + mac:)$ (15.4.2) 
注意 到 XY, = 1, 参照 式 (5. 1.7) , 设 
Ps = Yimocg 
(15. 4. 3) 
二 一 cpr 
则 式 (15. 4. 2) 可 以 写 为 
互 = 呆 Pu 一 上 (15.4.4) 


其 中 , 百 = 一 + y,P,#$, 与 式 (14.1.3) 类 同 。 式 (15.4.1) 至 (15.4.4) 与 传统 的 
Dirac 粒 子 的 作用 量 方程 具有 类 同 的 形式 。 但 是 ,由 于 式 (15. 4. 1) 的 右边 等 于 零 ， 
则 式 (15. 4. 2) 的 Lagrangian 函数 工 一 0。 

为 了 在 Minkowski 复 空 间或 广 域 Hilbert 相 空间 建立 Dirac 粒子 的 作用 量 方 
程 , 取 


Ls =— jicy,p+ moc$ $= Et (15.4.5) 


[3 
5 
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其 中 , Ls 命名 为 第 三 类 Lagrangian 函数 ,有 
Ls=L2$$ 


(15. 4. 6) 


式 (15. 4. 6) 中 为 系统 的 静 能 ,是 四 维 动量 变换 不 变量 ,而 内 % 也 为 不 变量 ,并 且 
隐 含 了 四 维 时 空间 隔 不 变量 和 四 维 动量 间隔 不 变量 ,所 以 Ls 也 为 不 变量 或 守恒 


量 。 由 式 (15. 4. 3) ,将 式 (15. 4. 5) 写 成 
Ls = Hn 一 呆 Py 
比较 式 (15. 4. 5) 和 (15. 4. 7), 有 


PP 一 mo 一 一 读 3 和 
对 式 (15.4. 7) 取 微分 ,有 


将 式 (15. 4. 9) 代 入 式 (15.4. 7) ,满足 
一 未 ara - Pu, ara 


(15.4.7) 


(15. 4. 8) 


(15. 4. 9) 


(15. 4. 10) 


(15.4.11) 


GR oP 
Ls 为 系统 的 不 变量 或 守恒 量 , 取 L = Hs 是 粒子 的 Hamilton 函数 , 式 (15. 4. 10) 
可 以 写作 
Pp Hi=0 
取 


一 dt 一 dPu 
咏 dr ” Fs dr 


则 吻 dPs = FndXk。 对 式 (15.4.7) 取 变 分 ,有 
6L; = Py du + ot SP 

因为 Pod = ow SP = ok 下 二 Sr 则 

6Ls = (Fawk dr Fhws Sr) 
设 函数 L:=L; (Oa PP )， 取 变 分 

81 = 加 如 + 部 十 9 Py 
比较 式 (15. 4. 13) 和 (15. 4. 15) 了 本 9) 的 结果 。 

设 工 : 一 Ls (Xs te 
3Ls 强 a 3X 二 ax 训 伙 ic 十 

比较 式 (15. 4. 14) 和 (15. 4. es 


Ls 
BX or 


3aL。_ 下 本 
DBX 中 DBX 


(15. 4. 12) 


(15. 4. 13) 


(15. 4. 14) 


(15.4.15) 


(15. 4. 16) 


(15. 4. 17) 
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式 (15. 4.9) 和 (15. 4. 17) 中 关系 式 为 


ol _ olLs _ 
疡 二 屎 ， 3 = (15. 4. 18) 
式 (15.4.18) 为 Dirac 粒子 四 维 正则 方程 。 由 式 (15.4.18) 也 可 导出 与 式 


(15. 3. 19) 相 同 的 Lagrangian 方程 


&( 织 ) 强 = (15. 4. 19) 
如 将 式 (15.4.5) 写 成 
Ls 一 一 jyog 将- =moc$t $= Eg: $ (15. 4. 20) 
对 式 (15. 4. 20) 取 微分 ,有 
一 2 jy A = me's (15.4.21) 
a( 闵 ) 
满足 Lagrangian 方程 
误 EE - 疡 =0 (15. 4. 22) 
3X, 


将 式 (15. 4. 21) 代 入 式 (15. 4. 22) ,满足 Dirac 方程 (14. 1. 2) 。 


15.5 电磁 场 中 Dirac 粒子 的 作用 量 方程 
由 式 (13. 2.7) 和 (13. 2. 8), 电子 在 电磁 场 中 可 将 四 维 动量 空间 P, 扩展 为 
P, +eA,。 取 电子 在 电磁 场 中 满足 Dirac 方程 
We(P, 十 ep) 一 Xe (一 先 十 of) 一 maczg (15.5.1) 


或 取 ,= P, 十 eA,，, 将 上 节 中 P, 换 成 已 ， 则 所 有 的 方程 都 成 立 。 
式 (15. 5. 1) 左 乘 失 , 可 以 写作 


:1_9 
+ | (一 丢 二 十 eq) 十 mocz $= 二 0 (15. 5. 2) 
op [( jh Sxr ) mp ] 
取 
Ls = (P, +eA,)$ :A 
或 
:1_9 
py .BE 7 Wg (15. 5.4) 
s = pt (jh xF + oA)$ = mec 
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五 一 
全 Ci (15. 5. 5) 
二 yp 
将 式 (15. 5. 4) 写 成 
到 = 趟 5 (15.5.6) 
比较 式 (15. 5. 4) 和 (15. 5. 6), 有 
二 mo 一 一 入 苏 +eA, (15.5.7) 
对 式 (15. 5. 6) 取 微分 ,有 
aLs 5 ols + 
二 =P,， -一 一 (15. 5. 8) 
5 二 oP 
满足 
三 aLs 万 as 
了 一 咕 = P, 到 (15. 5. 9) 
a 
按 式 (15. 4. 12) 至 (15. 4. 18) 的 推导 过 程 可 以 导出 
ar: 一 疝 © 
EE 不 十 苇 色 (15. 5. 10) 
Ls _ dA+ 
te (15. 5. 11) 
式 (15. 5.10) 和 (15. 5. 11) 为 Dirac 带电 粒子 的 四 维 正则 方程 ,满足 式 (15. 4. 19) 的 
Lagrangian 方程 。 
由 式 (15. 1. 4) ,在 电磁 场 中 Dirac 粒子 第 二 类 Lagrangian 函数 也 可 以 写作 
Lz = ¢c V(Pr +eAr) PB, +eA,) (15. 5. 12) 


式 (15. 5. 12) 的 算 符 表示 为 


H, =L, = cy (Pt+eAt)(P, +eA,) (15. 5. 13) 


将 式 (15. 5. 12) 代 入 式 (15. 1.3) 有 
S= |e VPF TATE, FeArdr (15.5.14) 
为 电磁 场 中 Dirac 粒子 所 对 应 的 作用 量 方程 。 对 式 (15. 5. 14) 取 变 分 有 
3S= [aLzdr = |c3 VP TATCE, TeArdr (15.5.15) 
由 式 (15.1.8), 有 
8Ls = -LCP} + eAt)(P, +eA,)] (15.5. 16) 
或 
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8L: = LP +eAt)8(P, + eA,) + 8CPt +eA+) (P, + eA,)] 


(15. 5. 17) 
式 (15. 5.17) 代 入 式 (15. 5.15), 有 


3S -| 去 [CPt +eAt)8(P, + eA,) + 8(Pt +eAt)(P, + eA,)Jdr 


=|camdr =0 (15. 5. 18) 
在 电磁 场 中 Dirac 粒子 的 Lagrangian 函数 由 式 (5. 1. 12) 可 改写 为 
= (6+ 去 ar _ 
L:= (他 + 二 4) (Pp 十 cd = (PteA BE FA (15.5.19) 
有 
3H  _py- 
(Prt eA ep FA Ho =0 (15. 5. 20) 


将 式 (15. 1. 15) 改 为 
30 一 (下 te 稚 )(G@ + 起 久 jar+ (四 二 车 全 (已 +e 鸣 ax 


(15. 5. 21) 
如 取 L = La(P,,P+)， 对 地 分 
dl: = 误 必 + 让 绢 忆 . =- 训 Fd+ 襄 P dr (15.5.22) 
比较 式 (15. 5. 志清 二 5 二 
a 这 
rp AT = + -A, 
ee 9 (15. 5. 23) 
a © A+ 
BB, FAD TF tmnt 
如 取 世 二 Lz(X,,X+), 取 微分 
Ba 
3L: = 回 罗 + 品 Bx 一 r+ 05.5.20 
比较 式 (15. 5. 21) 和 (15. 5. 24)， 在 电磁 场 中 有 
alLz _ da4, 
疾 = 记 +: 冤 
ar dA+ 《15..5. 25) 
C2 
这 一 


式 (15. 5. 23) 和 (15. 5. 25) 称 为 电磁 场 中 Dirac 粒子 四 维 正则 方程 。 由 式 (15. 5. 23) 和 
(15. 5. 25) 可 给 出 式 (15. 1. 20) 的 四 维 双 曲 型 Lagrangian 方程 。 
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15. 6 标量 粒子 的 作用 量 方程 


1. 复 标量 粒子 


介子 等 标量 粒子 的 运动 方程 为 Klein-Gordon 方程 ,满足 关系 式 (13. 3. 4) 或 
(13. 3. 6) 。 由 式 (13. 3. 1) 和 (13. 3. 4) 也 可 以 写成 


(+ )s=0 (15. 6. 1) 


在 Minkowski 复 空间 中 如 将 介子 看 做 由 正 、 反 Dirac 粒子 耦合 的 复合 粒子 。 标 量 
粒子 的 态 函 数 y 可 看 做 是 复数 , 则 式 (15. 6. 1) 为 复 Klein-Gordon 方程 。 由 式 
(15.4.6) 取 Ls = Ly 二 mocyy Li = moc?J+。 由 式 (13. 3. 1) 和 (13. 3. 2), 复 标量 
粒子 的 Lagrangian 函数 可 写作 


Li = cPyPtyt =— hc -8 3 = mictyt y (15.6.2) 


Xt OX, 
有 
Br th 2 Br 2 
一 ic 3 一 一 起 c (15.6.3 
a( 著 ) oxX, ( 跤 ) ax ) 
3Xx aX, 
Eg pe 产 =micy (15. 6. 4) 
式 (15. 6. 3) 和 (15. 6. 4) 满 足 Lagrangian 方程 
-9 [一 ar |- am =o 15.6.5 
3% EE Ea Re 
oxX, 
或 
9 [_ar |_3L_o 15.6.6 
AX 六] ay4 有 : 
aX 


将 式 (15. 6. 3) 和 (15. 6.4) 代 入 式 (15. 6. 5) 或 (15. 6. 6) ,与 式 (15. 6.1) 相 同 。 
由 式 (15.4. 6) 和 (15. 6.2), 取 


Li =LiLs=micyy (15. 6.7) 
由 式 (15. 4. 3) 可 以 将 式 (15. 6. 7) 分 写 为 
Pr = PhPs =micyg, Vt = Wo, = cpt (15. 6. 8) 


则 
Lr =ViP, (15. 6. 9) 
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取 微分 ,有 
2 ar _ 
二 站 一 忆 ， apr™— Vt (15. 6. 10) 


由 式 (15. 6. 2) ,Ly 是 守 便 量 或 不 变量 ,也 可 取 为 粒子 的 Hamilton 量 Li 一 Her。 有 
关系 
9H. pa 
SP — Hu =0 (15. 6. 11) 
2. 实 标量 粒子 


取 y 二 放 $ 二 六 为 实 标量 粒子 的 态 函 数 ,是 由 旋 量 粒子 态 函 数 的 几率 密度 构 
成 。 式 (15. 6.2) 可 以 改写 成 


1 :_1 
Lr = $e (PW) 一 一 去 和 (党 ) 一 二 ce 015.6.12) 


满足 关系 
—— #0 部 ， =micty (15. 6. 13) 
a( 说 ) 
对 应 的 Lagrangian 方程 为 
9 aL |_3L_ 
闽 Ee] 一 0 (15. 6. 14) 
aX, 
式 (15. 6.13) 代 入 式 (15. 6. 14) ,满足 式 (15. 6. 1) 。 式 (15. 6. 7) 可 以 改写 成 
并 一 #3 二 dmcty (15. 6. 15) 
取 
P=mcy, Vi=ey, L= VP (15. 6. 16) 
aL QL 
琴 =P， 讨 = 信 (15. 6. 17) 


满足 式 (15. 6. 11) 。 


第 十 六 章 Yang-Mills 方程 和 Maxwell 


方程 的 几何 表述 


Minkowski 动量 空间 具有 物质 性 ,实物 粒子 与 类 光 粒 子 之 间 相 互 耦合 产生 质 
量 间隙 并 与 真空 中 场 的 能 量 发 生 相互 转换 。 正 、 反 粒子 的 运动 规律 用 Dirac 旋 量 
方程 表述 , 正 \ 反 粒子 的 产生 和 漂 灭 使 实物 粒子 和 场 之 间 发 生 了 质 能 转变 。Dirac 
方程 与 场 方程 之 间 应 存在 深层 次 的 逻辑 关联 ,在 四 维 Minkowski 动量 空间 可 用 
Feynman 图 表示 。 在 场 论 中 , Yang-Mills 方程 和 Maxwell 方程 是 重要 的 场 方程 ， 
两 者 都 能 表示 正 、 反 Dirac 粒子 与 类 光 粒 子 的 耦合 关系 , 找 出 两 者 的 联系 可 能 对 相 
对 论 量子 力学 和 场 论 带 来 重要 影响 。 在 Minkowski 复 空间 以 及 广 域 Hilbert 相 空 
间 中 ,通过 数学 运算 规则 从 正 、 反 Dirac 旋 量 方程 人 手 , 导 出 带 有 质量 项 的 Yang- 
Mills 方程 和 Maxwell 方程 ,为 相对 论 量子 力学 和 场 论 的 几何 关联 葛 定 了 理论 
基础 。 


16.1 带 质量 项 的 Yang-Mills 方程 


四 维 Minkowski 动量 空间 中 沿 平行 或 垂直 类 光 区 的 连 线 方向 取 两 个 非 质点 
相 格 上 和 v， 可 写 出 相应 的 正 \ 反 粒子 Dirac 旋 量 方程 


人 十 十 A ). 一 加 (一 迁 引 十 记 A,)$ = cnn 


允 ( 总 十 二 人 村 一 从 (六 二 十 二 人) 村 一 ono 要 


(16.1.1) 


, (PB, 二 A,)$, = (一 法 = 名 十 A,)$, = on 
| a (16.1.2) 


A A amo 灶 
如 相 格 上 和 ， 用 光 信号 联系 ,由 式 (8. 5.15) 满 足 条 件 务 一 和 一 $。 KleinGordon 方 


程 (13. 3. 6) 为 介子 所 对 应 的 运动 方程 ,是 由 正 、 反 粒子 Dirac 旋 量 方程 取 内 积 而 得 
到 的 。 对 式 (16. 1.1) 和 (16. 1. 2) 取 交叉 内 积 运算 ,满足 关系 


[六 (六 + 了 4 )s* [x (B+14, )$]= momogr $ C16.1.3) 


[x (Pr + lat)s: ][x (P+ iA.)s]= emomtt $ C16.1.4) 
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式 (16.1.3) 和 (16. 1. 4) 是 正 、 反 Dirac 粒子 旋 量 方程 的 乘积 ,类 同 于 Klein-Gordon 
方程 (13. 3.4) ,其 中 y= 时 % 为 介子 的 态 函 数 ,静止 质量 满足 交换 关系 mpmwo 一 
momp。 因 为 
1P, =—yP+, yAt 一 XA， (16. 1.5) 
将 式 (16. 1. 3) 和 (16. 1. 4) 相 减 并 取 积分 ,对 带电 粒子 有 


0 =| mom —mome)$t fc?dr 
2 


=){[(Be+ at)s" x][r (P+ $A.)]-[ (P+ dat)s: ] 


站 


[x (B+24 ej[G 访 + iA:) ][(-ia+34.)] 


[Gr 各 +a) (nA 
-jr( 院 蓄 - 吴 六 这 辽 和 - 吴 4 
十 二 (AA, 一 AtA, rg 十; 二 (At 一 At#* )]ar (16.1.6) 


式 (16. 1. 6) 为 四 个 正 、 反 Dirac 粒子 波动 方程 的 关联 式 。 因 为 对 复合 函数 微分 
满足 


3(Ag+ $) -2 Ayr 泣 + 吗 44+ 蛤 +， 六 


3X, 
则 
+ 全 B+ Ag = AAS: _ Ah,g+ 
A 8 BX, 一 3X 人 9 
总 (16.1.8) 
MN 3X7 = hh 3X - 


将 式 (16. 1. A 1 6), 有 


J[*( 狼 落 这 芍 )tit (2-3)]e 


+ [去 ( (路 -这 )+ )+A:A.—AtA) J $dr =0 (16.1.9) 


将 式 (16. 1. pom 当 认 ， 并 对 X, 偏 微分 ,有 
ot 1 alh, A 内 _ Qlmogt y+$) 
i x 访 (* 人 )+ 寺 3 元 


ax (16.1.10) 
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式 (16. 1. 2) 的 第 一 办 Xi， 并 对 Xs 偏 微 分 ,有 


+ 1 3A $) QCmp+ y+$) 
Bq 部) BY (16.1.11) 


将 式 (16. 1. Re 1. 11) 相 减 ,有 
+ 十 
[2 这 二 -2 人 光 2]Ha[ 坟 他 兹 广 坊 伙 芝 )] 


55 BXr 
人 六 (16.1.12) 
因为 5 一 a ， 有 

3X, 信 ( 蓄 ) aX, 守 (# 效 )- 族 六 议 次 6 


将 式 (16. 1. 12) 和 (16.1.13) 代 入 式 (16. 1.9), 有 


J 


输 ) 玉 gdr 


Rn ss (16.1.14) 
利用 函数 积分 , 式 (16. 1. 14) 可 以 写成 微分 形式 
二 (给 -次 )- 改 4.-40) = 着 (#w 蛇 -x# 退 ) 
(16.1.15) 


式 (16. 1. 15) 可 看 做 双 曲 Minkowski 空间 的 一 般 Yang-Mills 方程 , 它 右边 带 有 的 
静 能 或 静止 质量 的 差 值 项 为 静 能 间隙 或 质量 间隙 。 因 为 式 (16. 1. 10) 和 (16. 1. 11) 
是 正 \ 反 Dirac 粒子 在 Minkowski 动量 空间 相互 耦合 的 方程 , 它 将 正 、 反 粒子 间 的 
质量 间隙 和 真空 的 联系 用 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 表示 出 来 ,为 带 质 量 项 的 
Yang-Mills 方程 提供 了 一 种 几何 解释 。 取 
本 = 迄 ( 痊 一 哈 )- (14. 一 44,) (16.1.16) 
式 (16. 1. 16) 并 没有 给 出 式 (16. 1. 15) 右 边 包含 电磁 质量 与 能 量 转变 的 关系 。 如 果 
方程 组 (16. 1. 1) 的 第 一 式 写成 
CP 十 eh) 二 (一 法 广 +o%。 |B =onoh (16.1.17) 
则 式 (16. 1. 16) 可 改写 为 
及 -4( 认 -次 )te0i4. —AtA,) (16. 1.18) 
式 (16. 1. 18) 类 同 于 传统 形式 的 Yang-Mills 方程 。 
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式 (16. 1. 15) 中 人 和 8 分 别 为 P, 及 P, 两 点 在 与 光量 子 耦合 中 静 能 的 
改变 量 。 由 式 (14. 2. 8), 取 


8Es = Eu 一 Bo 一 ER = 28mc 
(16.1.19) 


3Eo = Es —E, ER 


式 (16. 1. 19) 表 示 进 行 量子 跃 迁 的 实物 粒子 ,其 能 量 差 值 与 耦合 光量 子 的 能 量 有 
关 。 将 式 (16. 1. 19) 代 入 式 (16. 1.15), 有 
及 -4( 给 一 痊 )— 414,—A:4, = 2jiercam( 芒 + + 落 ) 
(16. 1. 20) 
式 (16. 1. 20) 为 正 ` 反 粒子 耦合 激发 光量 子 以 及 电磁 质量 与 能 量 发 生 相 互 转化 时 所 
对 应 的 带 质 量 项 的 Yang-MilLs 方程 ,显然 与 质量 间 孙 有关。 式 (16. 1. 20) 左 边 第 
一 项 与 电磁 相互 有 关 , 第 二 项 可 能 与 弱 相 互 作用 有 关 。 


16.2 强 相互 作用 和 电磁 相互 作用 的 统一 方程 


对 式 (16. 1. 14) 取 变 分 ,有 
jaf cata, 4 2)+ 汪 ( 痊 一 跌 ) 上 jr = I (六 综 一 六 红 ) 
(16. 2.1) 
式 (16. 2. 1) 左 边 的 积分 利用 $ 函数 ,右边 的 微分 和 积分 相互 抵消 ,可 写成 微分 关 
系 式 


s[ aa, 一 A4) +jd( 痊 一 痊 )]-i 寻 ( 放 弛 -请 内 ) 


(16. 2. 2) 
对 式 (16. 2. 2) 左 边 分 别 取 X, 和 X, 的 变 分 ,并 注意 到 式 (16. 1. 20) ,有 
i : aA, 
jk 二 (这 只)ax.+ 沁 强 (路 六 )3x 
该 444， A+A,) SX, 入 (人 A, 一 全 A,)8X, 


8X, =— 28moc? 


的 


十 十 
=2jhe?camo ( 或 + 慷 ) (16. 2.3) 


由 于 四 维 时 空 的 时 间 流 动 性 ,在 类 时 间隔 中 不 同 的 空间 分 量 不 可 能 对 应 相同 
的 时 间 分 量 , 式 (16. 2. 3) 应 满足 规范 条 件 
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3a4. _ 34, _ 
a 灵 一 弘一 0 (16.2.4) 
对 于 变 分 5X, 和 6X,, 式 (16. 2. 3) 可 分 写成 


jt 坟 (3 一 9) (AtA, 一 A!A,) 一 j ey} (16.2.5) 


AX, \oX, OX,/ ooX, SX,6X, 
j 9 (34, 34， 9 (A+tA — A+ _ ; Zhce? Smo 十 
各 该 ( 纶 -这 ) 放 该 (4 一 440) =j 必 8 寻 J (16.2.6) 


将 式 (16. 2.6) 中 yj 和 v 互 换 ,有 


i 9 1a4._ 3h.) 3 (at +A ) —_ 2ce’dmo + 
jt 这 ( 识 议 ) 过 A 一 A = 


(16. 2.7) 
式 (16. 2.5) 和 (16. 2.7) 可 合 写成 " 


,9 /ah,_ 34) 3 /n+ 十 +; 2hce? dmo y+ 
过 该 (这 2 ) BX MA 人 AA) 一 士 j XX, 几 


(16. 2. 8) 
式 (16. 2. 8) 表 示 两 种 不 同 的 正 \ 反 粒子 所 形成 的 四 维 几率 流 密度 方向 相反 。 或 可 
看 做 式 (16. 2.5) 和 (16. 2. 6) 右 边 的 四 维 几率 流 密度 方向 相同 ,而 左边 正 、 反 粒子 形 
成 的 电磁 场 变 化 方向 相反 。 
式 (16. 2.5) 至 (16. 2.8) 左 边 第 二 项 可 能 与 强 相互 作用 有 关 。 当 不 考虑 式 
(16. 2. 8) 的 左边 第 一 项 时 ,可 改写 为 


3 (4!A, 一 人 A.)8X,8X, =+j2hcerdmo]: (16.2.9) 
式 (16. 2. 9) 可 能 为 强 相互 作 用 方程 ,而 式 (16. 2. 8) 为 强 相互 作用 和 电磁 相互 作用 


的 统一 方程 。 
当 不 考虑 式 (16. 2. 5 的 左边 第 二 项 时 ,对 应 正 、 反 电子 与 电磁 场 的 耦合 关系 ， 


可 写成 
二 (中 一 痊 )ax,3%, 并 3X3X, = 土 2ce8moJ+ (16.2.10) 
其 中 反对 称 矩 阵 张 量 
F, -办 - 演 (16. 2.11) 
将 式 (16. 2. 10) 中 8X,8X, 看 做 jy 和 v 的 时 空间 隔 不 变量 , 当 取 
3X,3X, 二 和 (16. 2.12) 
代入 式 (16. 2. 10), 有 
这 二 二 Mey (16. 2. 13) 
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如 果 是 正 ` 反 电子 对 潭 灭 产 生 电 磁场 , 取 bw = mne 为 电子 静止 质量 , 一 4 为 


1 
Compton 波长 ,c: = -一 一 , 式 (16. 2. 13) 可 改写 成 
p a 
如 =+ ecpo]t 《16. 2.14) 


式 (16. 2. 14) 可 看 做 与 质量 有 关 的 电磁 场 方程 ,或 者 为 正 ` 反 电子 产生 或 淹 灭 时 与 
电磁 场 的 质 能 转换 关系 。 满 足 


Beimeeo 8X9.109X103X3:2X105X8.854X10-2 
EE 2.426* X10* 


一 0.987 1 


(16. 2. 15) 
令 
ecJ, 一 工 ， 工 一 这 十 oo (16. 2. 16) 


其 中 ,到 为 四 维 电 流 密度 , p = eJ 为 电荷 密度 , 了 二 ec 了 为 电流 密度 。 式 
(16. 2. 14) 可 改写 成 


aF。 _ 
二 一 士 m 于 (16.2.17) 


式 (16. 2. 17) 为 四 维 Maxwell 方程 。 方 程 左边 表示 电磁 场 的 变化 ,右边 琅 为 四 维 
电流 密度 。 但 式 (16. 2. 17) 为 式 (16. 2. 8) 的 特例 ,因为 式 (16. 2. 8) 不 仅 包含 电磁 场 
相互 作用 ,也 包含 强 相互 作用 。 两 者 的 关联 可 能 更 能 体现 正 ` 反 粒子 的 相互 耦合 
状况 。 


16. 3 ” Maxwell 方程 组 


四 维 Maxwell 方程 (16. 2. 17) 可 分 写成 Maxwell 方程 组 。 因 为 反对 称 矩 阵 张 
量 式 (16. 2. 11) 满 足 已 . = 一 Fw， 为 四 维 矢 势 A, 的 旋 度 。P 的 反对 称 和 矩阵 形式 可 


写成 
0 了 —B j=E 
—B, 0 B, jE: 
F,= (16.3.1) 
B; —B, 0 j—E; 
—iiE! —ilE, —ijlE, 0 
其 中 ， 


), i=1,2,3 (16. 3.2) 
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3a4x 


34_34 |， ;8 一 
B; 一 SX jk=1,2,3 (16. 3. 3) 
式 (16. 2.17) 为 Maxwell 方程 中 第 一 和 第 四 两 个 方程 
B=+p 
16.3.4 
8- 站 一 士 了 
其 中 ,五 = eo 开 , 百 一 jo 玉 。 由 式 (16. 2. 11) 满 足 关系 式 
3aFu | OFy | 3F _ - 
37 +3 计 +a 于 0 (16. 3. 5) 
式 (16. 3. 5) 可 分 写成 
B=0 
证 (16.3.6) 
vxXE+®: =0 


式 (16. 3. 6) 为 Maxwell 方程 的 第 二 和 第 三 两 个 方程 。 
例 16.1 由 式 (16. 2. 17) 证 明 式 (16. 3. 4) 。 
当 式 (16. 2. 17) 中 下 脚 标 取 v = 1, 注意 到 式 (16. 3. 1) 至 (16. 3. 3), 有 


+tijwh = 说 A 
取 正 号 时 ,展开 上 式 ， 
mi 
则 
3B_3B, _ 13E FT 
ay 3z ca 名) 
或 


By az a 
同 理 , v = 2,3 时 对 应 另 两 个 分 量 方程 ,所 以 可 证 得 式 (16. 3. 4) 的 第 二 式 成 立 。 
式 (16. 2.17) 中 如 取 v 一 4 时 ,有 
aF, 3P | OFu | 
me 一 8 对 一 ji( + + 骂 :) 


过 1 (六 ++ 半 ) lvy.E 
c c 


满足 V. 太 = o, 则 式 (16. 3. 4) 第 一 式 得 证 。 
例 16.2 由 式 (16.3. 5) 证 明 式 (16. 3. 6)。 
对 式 (16. 3.5) 中 jv,4 取 1,2,3, 而 不 取 4 时 , 例 取 j= 二 2,y = 3,4= 二 1, 有 
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1aFa | Fy | Fs)_ ,1aB | 3B: | ap， ;vy.FB 
ij 党 + 这 + 谤 )=i( 全 + 和 +)-jv' 了 -0 


为 式 (16. 3.6) 的 第 二 式 。 当 jp,v,4 中 有 一 个 取 为 4 时 , 例 w 一 2,y 一 4 一 1 时 ,有 
/BFu ，3Fu\、 3aFa _ 1/93E: 9E\, 1 9B 
( 谤 + 这 片 这 (2 二 二 Ea 

为 式 (16. 3. 6) 第 一 式 中 的 一 个 分 量 ,将 各 分 量 组 可 合成 式 (16. 3. 6) 的 第 一 式 。 


16.4 Minkowski 复 空间 的 Feynman 图 


利用 正 、 反 Dirac 粒子 的 旋 量 方程 和 Klein-Gordon 方程 推导 出 Yang-Mills 方 
程 和 Maxwell 方程 ,使 在 Minkowski 复 空间 从 运动 微分 方程 的 角度 建立 了 有 静止 
质量 粒子 与 电磁 场 的 几何 关联 。 正 、 反 Dirac 粒子 处 于 相互 厄 米 共 罗 的 类 时 区 中 ， 
它们 之 间 的 产生 和 潭 灭 与 类 光 区 的 Maxwell 场 相 关联 ,讨论 类 时 区 与 类 光 区 的 几 
何 联系 就 可 画 出 与 Minkowski 复 空间 奇异 性 质 相 联系 的 Feynman 图 。 

在 Minkowski 复 空间 的 类 时 区 中 ,两 物理 事件 的 类 光 间 隔 使 这 两 个 有 静 质 量 
的 微观 客体 通过 光 信号 发 生 了 因果 联系 。 也 就 是 说 ,两 物理 事件 在 相互 交换 类 光 
粒子 时 产生 了 质量 和 人 能量 的 转换 。 在 四 维 双 曲 动量 空间 ,HC(E,j) 取 四 维 动量 
已 和 P,, 因 Minkowski 复 空间 的 方向 奇异 性 , 当 P, 和 PP, 为 四 维 双 曲 动量 空间 同 
一 类 时 区 不 同 的 时 空 点 时 ,过 已, 及 P, 两 点 的 直线 平行 或 垂直 于 类 光 区 号 , 满足 式 
(14. 2. 3) 。 其 中 ,四 维 动量 坐标 P, 和 一 P, 的 微分 方程 可 看 做 与 式 (14. 1. 2) 相 对 
应 的 正 、 反 Dirac 粒子 ,而 式 (14. 2. 3) 为 式 (14. 1. 2) 中 正 、 反 粒子 对 应 的 Dirac 旋 量 
方程 的 直 和 。 第 十 三 章 已 经 分 析 , 如 果 P, 位 于 Minkowski 复 空间 中 第 一 象限 (如 
Ci 区 ), 则 一 忆 位 于 第 三 象限 (如 Cs 区 ), 复 数 的 直 和 可 看 做 同一 象限 (如 Ci 区 ) 中 
两 个 复数 的 减法 。d 9。 与 光量 子 相关 联 , 式 (14. 2. 3) 是 Minkowski 复 空间 中 给 出 
的 有 静 质量 的 正 ` 反 粒子 与 光量 子 的 耦合 关系 , 它 使 正 ` 反 粒子 的 产生 与 潭 灭 以 及 
与 光量 子 耦合 在 Minkowski 复 空间 中 给 出 了 一 种 几何 诠释 。 

方程 (16. 2. 17) 是 Maxwell 方程 的 一 般 形式 ,满足 式 (16. 2. 15) 的 条 件 。 正 、 
反 粒 子 耦 合 时 要 发 生 质 能 转变 ,而 激发 的 电磁 场 伴随 着 粒子 的 产生 和 潭 灭 而 发 生 
变化 , 式 (16. 2.15) 看 做 粒子 质量 和 电磁 场 能 量 相互 转换 的 等 量 关 系 式 。 在 
Minkowski 复 空间 , 式 (16. 2. 17) 是 由 四 个 正 \ 反 粒子 Dirac 旋 量 方程 导出 的 , Max- 
well 方程 与 正 ` 反 Dirac 粒子 的 几何 关联 使 在 四 维 Minkowski 复 空间 中 可 以 引入 
Feynman 图 。 

如 果 将 X, 看 做 正 粒子 位 于 类 时 区 的 时 空 点 ,在 动量 空间 中 质量 算 符 


房 ( 户 )=>mo ( 话 ,E/c); 一 X 为 反 粒 子 位 于 类 时 区 的 时 空 点 , 质量 算 符 
而 (t)>mi (一 证 ,E/c)，, 式 (14.1.5) 为 静止 质量 的 本 征 方程 。 正 粒子 和 反 粒 子 的 
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耦合 可 吸收 或 放出 光量 子 产生 Maxwell 电磁 场 , 位 于 类 光 区 域 , 满足 式 (16. 2. 17) 。 
图 16. 1 定性 地 描述 了 正 、 反 粒子 与 光量 子 耦合 的 Feynman 图 。 


rtp) 


0 wct(E/c) 
(a) 


图 16.1 Minkowski 空间 中 的 Feynman 图 


在 图 16. 1 中 ,类 时 区 Ci 中 时 空 相 格 y 和 v 的 连 线 平行 或 垂直 类 光 区 号, 分别 
处 于 分 立 相 格 y 和 v 的 正 、 反 粒子 发 生 耦 合 时 产生 Maxwell 电磁 场 。 式 (16. 2. 13) 
应 该 是 微观 客体 与 电磁 场 耦 合 的 关联 式 。 方 程 的 左边 为 电磁 场 方程 ,与 产生 的 光 
量子 有 关 ; 方 程 的 右边 与 正 、 反 Dirac 粒子 在 耦合 过 程 中 静 质 量 与 能 量 的 转变 以 及 
形成 的 几率 流 密度 有 关 。Dirac 粒子 的 静 质 量 包 含 了 电磁 质量 和 机 械 质 量 , 其 中 电 
磁 质 量 可 以 转变 为 电磁 场 能 量 。 式 (16. 2. 13) 中 右边 静 能 改变 的 差 值 应 该 就 是 电 
磁 质 量 与 电磁 能 量 的 定量 关联 式 , 称 为 质量 间隙 ,也 是 Minkowski 复 空间 类 时 区 
与 类 光 区 的 几何 表示 。 所 以 ,Feynman 图 16. 1 是 正 、 反 Dirac 粒 子 与 电磁 场 发 生 质 
能 转变 的 关联 图 。 

在 Minkowski 复 空间 画 出 Feynman 图 具有 重要 的 数学 、 物 理 及 哲学 意义 。 
Minkowski 复 空间 抽象 出 广 域 Hilbert 相 空 间 的 非 质点 相 格 对 应 正 、 反 Dirac 旋 量 
粒子 ,而 正 \ 反 粒子 的 相互 作用 生成 的 电磁 场 可 用 正 、 反 Dirac 旋 量 方程 推导 出 的 
Maxwell 方程 来 描述 。 传 统 量子 场 论 中 Feynman 图 不 能 与 几何 空间 联系 起 来 , 重 
要 原因 是 正 \ 反 Dirac 粒子 无 法 找到 时 空 对 应 点 。 由 于 传统 量子 力学 的 数学 基础 
为 Hilbert 空间 ,而 其 原 空间 为 Euclidean 几何 。Hilbert 空间 与 Minkowski 空间 
的 错位 ,以 及 相对 论 量子 力学 中 正 、 反 Dirac 粒子 态 函 数 难 以 区 分 ,使 正 ` 反 Dirac 
粒子 和 电磁 场 耦合 的 几何 对 应 一 直 是 悬而未决 的 问题 。 广 域 Hilbert 相 空间 与 
Minkowski 复 空间 相 吻 合 ,通过 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 画 出 的 Feynman 图 ， 
赋予 了 正 、 反 粒子 Dirac 旋 量 方程 和 Maxwell 方程 耦合 的 数学 背景 。 在 这 个 背景 
下 , 非 欧 几何 、 代 数 以 及 泛 函 分 析 等 各 分 支 得 到 和 谐 的 联系 ,物理 中 狭义 相对 论 、 量 
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子 力学 和 场 论 也 得 到 了 逮 辑 上 的 关联 。 


16.5 对 Maxwell 方程 性 质 的 分 析 


在 Minkowski 复 空间 描述 正 、 反 Dirac 粒子 与 电磁 场 耦合 应 满足 量子 化 条 件 ， 
即 广 域 Hilbert 空间 的 不 同 分 立 相 格 决定 着 正 、 反 粒子 耦合 的 时 空间 隔 和 能 量 时 
间 的 不 确定 关系 。 人 2.13) 写 作 
二 和 


3 ecpo]t (15.5.1) 


式 (16. 5. 1) 可 看 做 含 质量 项 的 Maxwell 汪汪 由 式 (16. 2. 15) 可 将 式 (16. 5. 1) 变 
换 成 式 (16. 2. 17) 形 式 。 其 中 式 (16. 2. 15) 满 足 
Se =1 (16.5.2) 
式 (16. 5. 2) 为 新 引入 的 常数 , 它 隐 含 了 许多 新 的 物理 含义 。 首 先 , 式 (16. 5. 2) 的 引 
人 使 式 (16. 2. 17) 和 (16. 5. 1) 建 立 了 一 种 等 价 关系 。 如 果 将 式 (16. 5. 1) 看 做 四 个 
正 \ 反 Dirac 粒子 耦合 关联 式 ,3zx 为 电子 的 静止 质量 , 则 式 (16. 2. 17) 为 电磁 场 方 
程 。 这 包含 了 正 、 反 电子 耦合 过 程 中 静止 质量 与 能 量 的 转换 关系 ,包含 了 正 、 反 电 
子 的 产生 和 潭 灭 时 与 电磁 场 的 联系 。 
其 次 , 式 (16. 5. 2) 的 引入 ,使 Maxwell 方程 具有 了 时 空 量子 化 的 形式 ,这 种 量 
子 化 是 客观 存在 的 ,而 不 是 由 主观 或 人 为 因素 进行 的 所 谓 二 次 量子 化 。Maxwell 
方程 的 量子 化 与 Minkowski 复 空间 的 方向 奇异 性 有 关 , 与 类 时 区 与 类 光 区 的 定向 
关联 有 关 。 将 式 (16. 5. 2) 改 写 为 
网 


28moc?eo 一 ( 委 ) (16. 5.3) 
式 (16. 5. 3) 可 看 做 正 \ 反 电子 产生 或 潭 灭 时 质量 和 能 量 的 转换 关系 ,也 是 相对 论 量 
子 力学 中 所 对 应 的 波 粒 二 象 性 。 式 (16. 5. 3) 中 取 Compton 波长 4. = 起 ， 如 设 


Sm 二 me 为 电子 的 质量 , SE。 = mec? 为 能 量 间 隙 , 57 为 时 间 间 隔 。 可 将 Compton 
衍射 效应 与 Minkowski 复 空间 建立 起 几何 关联 。 在 静止 参照 系 中 取 


aEuir 一 分 (16.5.4) 
式 (16. 5. 3) 也 可 写 为 
2eomedE? = 和 (16. 5. 5) 


式 (16. 5.4) 和 (16. 5. 5) 联 立 , 有 
br = V2eome 23.94 X10™s (16. 5. 6) 


第 十 六 章 “Yang-Mills 方程 和 Maxwell 方程 的 几何 表述 ，237。 


如 果 式 (16. 5. 3) 表 示 正 \` 反 电子 潭 灭 转变 为 电磁 场 的 关联 式 , 则 式 (16. 5. 6) 为 质 能 
转换 的 时 间 间 隔 。 式 (16. 5. 4) 使 不 确定 关系 、 能 级 理论 等 量子 力学 一 系列 基本 原 
理 与 Maxwell 方程 在 广 域 Hilbert 相 空 间 中 建立 起 一 种 因果 联系 。 将 式 (16. 5. 4) 
改写 为 


cic 正 一 hz.8p. 一 分 (16.5.7) 


式 (16. 5. 7) 为 坐标 改变 量 和 动量 改变 量 之 间 所 遵守 的 量子 化 条 件 。 式 (16. 5. 5) 和 
(16. 5. 7) 隐 含 于 式 (16. 2. 17) 中 ,说 明 微观 客体 的 分 立 性 质 和 量子 化 条 件 是 Max- 
well 电磁 场所 遵守 的 固有 性 质 。 式 (16. 5. 5) 和 (16. 5.7) 也 可 看 做 不 确定 关系 的 
最 小 条 件 。 在 分 立 的 广 域 Hilbert 相 空间 中 ,将 Maxwell 方程 进行 量子 化 ,满足 不 
确定 关系 为 


(16. 5. 8) 


或 
8z8p: 一 zcp. 之 各 (16. 5.9) 


式 (16. 5.9) 中 , 8z 和 6p: 为 实物 粒子 在 吸收 或 放出 光量 子 前 后 所 对 应 的 一 维 空间 
间隔 和 动量 间隔 , zx。 和 p. 为 光量 子 或 电磁 场所 对 应 的 空间 线 度 和 动量 。 


16.6 椭圆 型 Yang-Mills 方程 和 Maxwell 方程 


利用 双 曲 复 变 函数 可 以 由 Dirac 旋 量 方程 导出 Yang-Mills 方程 和 Maxwell 
方程 。 而 传统 的 Minkowski 空间 中 由 于 找 不 到 Dirac 粒子 的 时 空 对 应 点 ,所 以 也 
画 不 出 与 时 空 奇 异性 相 联系 的 Feynman 图 , 究 其 原因 还 是 椭圆 虚 单 位 与 
Minkowski 空间 的 错位 造成 的 。 传 统 狭义 相对 论 的 时 空间 隔 不 变量 是 复 时 空 矢 
量 的 乘积 缩 并 ,限制 了 复 变 矢量 与 Minkowski 空间 的 几何 关联 ,也 限制 了 粒子 和 
场 运动 方程 的 逻辑 关联 。Minkowski 空间 的 时 空 映射 需要 复 矢 量 按 分 量 写成 线 
性 多 项 式 形式 ,Lorentz 变换 的 普遍 形式 也 要 求 按 多 项 式 中 各 分 量 的 交叉 混合 项 
运算 。 引 入 了 7 艇 量 和 矩阵 后 , Dirac 方程 的 协 变性 需要 满足 矩阵 的 乘积 运算 ， 
Yang-Mills 方程 和 Maxwell 方程 的 推导 也 需要 Dirac 方程 间 的 交叉 项 运算 。 在 
Minkowski 空间 满足 这 些 乘法 混合 项 运算 规则 的 只 有 双 曲 复数 ,而 椭圆 复数 只 能 
在 Euclidean 复 空间 才能 满足 这 些 乘法 运算 规则 。 

在 椭圆 型 Minkowski 空间 引入 tHooft 的 x, 和 矩阵 ,可 以 将 椭圆 四 元 数 和 四 维 
算 符 写 成 线性 多 项 式 形式 。 但 是 ,椭圆 虚 单位 与 Minkowski 空间 的 错位 关系 不 能 
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将 正 、 反 粒子 与 时 空 性 质 相 对 应 , 即 在 类 时 区 无 法 确定 正 、 反 粒子 的 时 空 对 应 点 。 
在 不 追求 几何 联系 的 情况 下 ,可 将 椭圆 型 粒子 方程 作为 一 种 数学 或 物理 方法 , 按 椭 
圆 复 函数 形式 导出 相应 的 粒子 和 场 的 方程 。 由 于 复 函 数 可 以 分 解 成 实 部 和 虚 部 组 
成 的 二 元 实数 函数 ,在 Minkowski 空间 中 双 曲 复 变 函数 和 椭圆 复 变 函 数 的 实 部 和 
虚 部 组 成 的 二 元 实数 函数 具有 相同 的 形式 ,由 Dirac 旋 量 方程 推导 出 的 Yang- 
Mills 方程 和 Maxwell 方程 也 应 有 类 同 的 结果 。 

由 椭圆 虚 单位 对 应 的 Dirac 方程 可 以 写作 


NP 一 思 丢 说 一 anp$ (16. 6. 1) 
将 式 (16. 6. 1) 取 矩阵 转 置 后 乘 式 (16. 6. 1), 有 
WYPrPy = micy (16. 6..2) 
或 
伎 昔 -w+2E)y=o 016.6.3) 


式 (16. 6. 3) 为 Klein-Gordon 方程 。 式 (16. 6. 3) 并 不 能 确定 是 由 正 、 反 粒子 方程 复 
合 而 成 ,在 Minkowski 空间 也 不 能 给 出 相应 的 时 空 对 应 。 为 了 推导 出 Yang-Mills 
方程 和 Maxwell 方程 ,可 以 不 追求 椭圆 型 正 \ 反 粒子 的 Dirac 方程 与 介子 方程 的 复 
合 性 质 。 取 带电 粒子 的 Dirac 方程 可 以 写作 


% (Ba) ht) 016.6.4) 
x (P+1A,)s = (法 二 多)$ = ont (16.6.5) 

其 中 ， 
A =AiA,A), yA ==yA， (16. 6. 6) 


由 式 (16. 6. 4) 和 (16. 6. 5) 构 造 积分 方程 ; 


六 


0 =| mame — mamp) eg $de 
=){[(B+)e J (+) [ (Be +) J (Bt) 


[人 化 壮 - 牙 绽 闭 入 ( 族 44- 旋 49) 


下 


证 


让 444, 一 A,)8r$ 一 去 (A#+ ;人 普 A)]ar (16. 6.7) 
ei 1.7) 和 (16. 1. 8) ,可 将 式 (16. 6. nD 写 为 
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让 (2 让 DaAgt 人 2)] de 


e 


a4， 
-人 姥 (次 - 座 )+ AtA,—AtA.) ]$+ $dr =0 (416.6.8) 


将 式 (16. 6 4) 乘 以 具 六 ， 并 对 X, 偏 微 分 ,有 
计 十 人 * 六 )+i 2 办 一 «a (16. 6.9) 
式 (16. 6. 5) 乘 以 办 H, 并 对 X, 偏 微 分 ,有 
,9 (s+ op) 1aAg$) _ ampt yt$) 
这 该 信 BX )+ e oxX, 0 
将 式 (16. 6. 9) 和 (16. 6. 10) 相 减 ,有 
1ra(A$+$) a(Ast #) op 3 op 
al 贫 症 HH 该 们 六 )- 二 他 这 )] 


(16. 6. 10) 


BX, ax 
一 _ 工 (raEo 
= 一 二 (从 这 六 ap er (16.6.11) 
由 式 (16.1. 13), 有 
j[¥cs4, 一 AD 二 二 (给 一 哈 ) yar 
. 
| 进 (y+ ago _ yt BE 
-| (作品 各 (16. 6. 12) 


利用 8 函数 积分 , 式 (16. 6. 12) 可 以 写成 微分 形式 
i (给 一 癣 )+ (4:4.-4142) = 下 (人 训 一 如 ) 
(16. 6. 13) 


iek (SA — 2h, 况 一 x 
i ( 识 询 针 4, 一 44) =iere(# 他 一 名 ae ) 
(16. 6. 14) 
由 式 (16. 1. 19) ,有 关系 
= 记 ( 痊 -给 )+ 4. AtA,) = 2ijezcam( 改 + 以) 
(16. 6. 15) 


对 式 (16. 6. 12) 取 变 分 ,有 


jaf ca, — aa 1 (次 一 给) 上 sar | :3 (7 Be — 1 He)ar 
站 光 


的 


(16. 6. 16) 
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式 (16. 6. 16) 左 边 利 用 8 函数 积分 ,右边 的 微分 和 积分 相互 抵消 ,有 关系 
8[ (tA 一 A4)+ 沁 ( 验 一 痊 )]= 树 ( 太 闻 -放疗 ) 


Bx, BX, * aX, aX, 
(16. 6. 17) 
对 式 (16. 6. 17) 左 边 取 X, 入, 的 变 分 ,有 

iep 9 (24,_ 34, iop 9 (324,34 

二 这 (这 3 3+ 二 过 (52 这 ) 这 

十 该 4ih， 一 A+A,)8X, 十 我 4， — A+A,)8X, 
i NN pe 
=2ifet cdmo ( 流 + 该 ) (16. 6. 18) 


式 (16. 6. 18) 可 写成 


.9 /3A, Ba4 Ba ,+ 2ife’ cdmo y+ 
ith 3(3K 3)+ 红 -4t4, 一 人 A = 区 SR 
(16. 6. 19) 
式 (16. 6. 19) 为 椭圆 虚 单 位 表示 的 强 电 统一 方程 。 
当 取 8X,3X, 二 从， 式 (16. 6. 19) 不 考虑 左边 第 二 项 ,有 
ge 
认 -+ Sry + (16. 6. 20) 
反对 称 张 量 和 矩阵 可 写 为 
0 一 B， B ilE, 
Bs 0 一 B， ilE, 
F.= (16.6.21) 
_B 8 0 ilE, 
—ilE, —ilE, —ilE; 0 
C C 
其 中 ， 
Sa A ss Eo 
B= 多 - 交 ，Gjt=1,2,3) (16. 6. 22) 
-ik( 纵 -办 )， (i= 1,2,3) (16. 6. 23) 
注意 到 式 (16. 2. 16) 和 (16. 2. 1) ,有 关系 
Ee (16..6.24) 


OX, 
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式 (16. 6. 24) 为 四 维 Maxwell 方程 。 满 足 Maxwell 方程 组 


5D (16. 6. 25) 
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强 相 互 作用 是 自然 界 物质 四 种 基本 作用 形式 之 一 ,是 微观 理论 重要 组 成 部 分 。 
但 是 ,目前 量子 场 论 和 色 动 量子 力学 关于 强 相互 作用 的 描述 还 局 限 在 经 验 和 半 经 
验 的 唯 象 理论 中 ,严格 讲 还 没有 给 出 具体 表达 强 相互 作用 的 数学 关系 式 。Yang- 
Mills 方程 是 连接 电磁 作用 和 弱 相 互 作用 的 方程 式 ,近期 人 们 发 现 它 可 能 也 与 强 相 
互 作用 有 关 。 但 传统 的 Yang-Mills 方程 本 身 是 有 缺陷 的 , 它 不 包含 质量 项 ,也 就 
不 能 完整 地 刻画 粒子 之 间 的 强 相 互 作用 。 在 色 动 量子 力学 中 , 强 相互 作用 所 描述 
的 粒子 应 该 具有 “ 味 ” 和 “ 色 ” 的 物理 性 质 ,这 是 检验 强 相 互 作用 方程 正确 性 的 一 块 
试金石 ,也 为 强 相互 作用 方程 限定 了 一 个 理论 范畴 。 由 双 曲 Minkowski 空间 的 方 
向 奇异 性 和 复数 的 运算 规则 可 以 推导 出 Dirac 旋 量 方程 和 Klein-Gordon 方程 , 进 
而 利用 多 项 式 的 交叉 运算 推导 出 带 有 质量 项 的 Yang-Mills 方程 。 对 Yang-Mills 
方程 进行 微分 可 得 到 强 相互 作用 和 电磁 作用 的 统一 方程 。 由 于 三 维 几 率 密度 和 非 
交换 的 矢 势 变化 率 分 别 具 有 所 谓 “ 味 "和 “ 色 ” 的 性 质 ,为 微分 后 的 Yang-Mills 方程 
包含 强 相互 作用 性 质 莫 定 了 理论 基础 。 


17.1 强 电 统 一 方程 的 矩阵 形式 


由 方程 (16. 2.9) 有 
3. = _ .2ice? Smo 
这 Ch AtA,) 一 士 j ER (17.1.1) 
式 (17. 1. 1) 可 能 与 强 相互 作用 有 关 。 注 意 到 式 (16. 2. 12), 则 式 (17. 1. 1) 可 以 写 为 
更 (4, 一 他 A = 二 i Bee dm ]} (17.1.2) 
由 式 (17.1.2), 令 


G, = AtA, — AtA, (17.1.3) 
取 
Ci = (AiAj—AA), ijsk=1,2,3 
Ni = (AiA1+AA), i=1,2,3 
则 有 反对 称 和 矩阵 形式 


(17.1.4) 
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0 一 C CGC 一 ji 六 
Ca 0 一 CQ 一 ji: 


G» = (17.1.5) 
a 一 CC 0 ”一 jNs 
jN ， jiN: jiN: 0 
由 式 (4. 5.3) 取 
已 =m 一世 十 话 (17.1.6) 
则 由 式 (16. 1. 14) 取 
3E, BEo 
H, = WS (17.1.7) 
和 
M -jk(X 况 一 X 咯 )， i (17.1.8) 
D.= 术 强 玫 剖 ， iyjsk = 1,2,3 (17.1.9) 
Jj kk 
有 和 矩阵 形式 
0 Dp -Dj 总 
—D, 0 Di j 坚 
H, = M. (17.1.10) 
也: —D, 0 js 
MM NM 
了 二 一 jNs 0 


由 式 (16. 3. 1) (17. 1.5) 和 (17. 1. 10) ,可 以 将 式 (16. 1. 14) 写 成 矩阵 形式 
jthF, —G, =—j EH, (17.1.11) 
式 (17. 1. 11) 为 双 曲 Minkowski 空间 中 一 般 Yang-Mills 方程 的 矩阵 表示 。 
将 式 (16. 2. 8) 写 成 


过-a_f(a4. 24) 9 CArA 一 ,Bhce? mo | 
jt 过 ( 识 这 )+ 纺 4。 全 4A) 一 士 j 5 有 


(17.1.12) 
式 (17.1.12) 中 片 ==#X#$ 为 四维 几率 流 密度 。 由 式 (13. 1.5) 和 (13.1.6) 有 
= 7$ =jJi 二 + 媳 (17.1.13) 
满足 
JiJ,=JJ+=1 (17. 1. 14) 
J:= 开 ， 玉 = 于 (17.1.15) 


[参照 第 十 九 章 中 式 (19. 3. 4)], 式 (17. 1. 12) 也 可 写 为 矩阵 形式 
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OF,_ 9G, _, . Bfice’dmo 
这 -六 -+i yo (17.1.16) 


式 (17.1.16) 可 看 做 强 相互 作用 和 电磁 相互 作用 的 统一 方程 。 


17.2 强 相互 作 用 方程 


方程 (17. 1. 16) 不 考虑 左边 第 一 项 ,可 以 写成 


EE 一 二 j yy (17.2.1) 
当 式 (17. 2. 1) 中 下 脚 标 取 v = 1 时 ,有 
Gy Fj ee Mee dmg+ yt (17.2.2) 


aX, 
由 式 (17. 1.1) 和 (17. 1. 13) 展 开 式 (17. 2. 有 
Fj 8jce2 gr XH$= ie 十 区) 二 2 (总 一 s) oN 


0y ~ Bz /tiaca) 
(17. 2. 3) 
或 
seremog jy 一 驰 一 强 + 二 强 
二 Ca Bt (17.2.4) 


同 理 , "一 2,3 时 则 应 另 两 个 分量 放 和， 癌 作 二 二 0 2. 4) 所 对 应 的 矢量 关系 式 


vxC++ 强 =T eg pa (17.2.5) 
其 中 区 = 放 击 十 痊 击 i 1.4) ,可 将 式 (17. 2. 5) 写 为 
vx (AXA+ Ey =T pt pa (17. 2.6) 


式 (17.2.1) 中 如 取 v 二 4 时 ,有 
, Bhice? Omo G4 _./3Gu , 3Gu , 3Gu 六 
tj = j( + +)=—v NR G17.2.7) 


或 
VN =Tj edt y (17. 2. 8) 
式 (17. 2. 6) 和 (17. 2. 8) 组 成 强 相互 作用 第 一 方程 组 
VX (AXD + AA + AA) 一 士 j Wt 名 17.2.98) 


V.。 AA 二 AT) Tj Meg (17.2. 9b) 
将 Maxwell 方程 (16. 3. 4) 的 第 二 式 写 为 
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VX (VX 太一 吉 可 一 十 poceg+ 7+$ (17.2.10) 


式 (17. 2.6) 和 (17. 2. 10) 组 合成 
[Wy _l29a/ 
VX (vxA+ FAXA) 氏 (E+ 


£N) 二 Speegt 入 9 
(17.2.11) 
式 (17. 2. 11) 看 做 三 维 强 相 互 作用 和 电磁 相互 作用 统一 方程 ,其 中 强 相互 作用 方程 
(17. 2.6) 和 Maxwell 方 程 (17. 2. 10) 分 别 为 式 (17. 2. 11) 的 特例 。 
由 式 (17. 1. 3) ,如 满足 关系 式 


9G% 2 
强 + 强 + 给 0 (17.2.12) 
式 (17. 2. 12) 可 分 写成 
'. (AxA)=0 
vv_oAXA (17.2.13) 
vxXN = 0 


式 (17. 2.13) 可 看 做 强 相 互 作用 第 二 方程 组 。 因 为 对 式 (17. 2.12) 中 jp,v,4 取 1,2， 
3, 而 不 取 4 时 , 例 取 j 二 2,w 二 3,4 二 1, 有 


j( 渔 + 多 + 钦 ) 一 (各 + 秘 + 移 )--iv. Xx =。 


(17. 2. 14) 
式 (17. 2. 14) 为 式 (17. 2.13) 中 第 一 式 。 当 jy,v,4 中 有 一 个 取 为 4 时 , 例 / 一 2, 一 
4 光一 1 时 ,有 
if aa)+a 一 ( 习 ww 0 17.2.18) 
将 各 分 量 组 合 可 合成 式 (17. 2. 13) 的 第 二 式 。 


17. 3 强 相互 作 用 方程 的 性 质 分 析 


强 相 互 作用 描述 质子 .中 子 等 强 子 间 的 作用 ,是 基本 粒子 组 成 物质 的 重要 理 
论 。 长 期 以 来 ,人 们 对 强 相互 作用 的 具体 表达 式 并 不 清楚 ,只 是 通过 实验 所 总 结 出 
来 的 唯 象 理论 来 分 析 强 相互 作用 的 性 质 。 在 色 动 量子 力学 中 一 般 认为 描述 夸克 的 
强 相互 作 用 应 该 具有 “三 色 ” 和 “三 味 ”, 但 “ 色 ” 和 “ 味 ” 对 应 粒子 哪些 物理 量 不 得 而 
知 。 如 果 将 式 (17. 2. 6) 认 定 为 强 相 互 作用 方程 , 它 是 否 具有 “三 色 ” 和 “三 昧 ”, 对 应 
的 物理 量具 有 什么 性 质 是 有 必要 讨论 的 课题 。 

将 第 十 九 章 中 tHooft 矩阵 (19. 3; 4) 代 入 式 (17. 1. 13) ,满足 关系 
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太一 迁 7g 一 j( 娄 由 十 时 家 一 棕 宙 一 时 册 ) (17. 3. 1a) 
J 三 寺 y$ 二 j( 一 内 加 十 于 各 十 竺 加 一 虎 吉 ) (17. 3. 1b) 
J 二 73$ 二 jj( 才 肥 一 条 各 十 才 加 一 二) (17. 3. 1c) 


J 一 从 7g 一 对 轴 十 时 内 十 里 内 十 黄 上 一共 乡 (17. 3. 1d) 
注意 到 式 (12. 3. 1) ,由 四 维 时 空 的 对 称 性 和 遍历 性 , 当 tHooft 矩阵 x, 取 不 同形 式 
时 四 维 几率 流 密度 J 也 具有 不 同形 式 。 当 式 (17. 1. 2) 右 边 取 正 号 时 ,四 维 几率 流 
密度 几 可 以 有 四 种 形式 : 
DCTisTas T3374) ,TC— T1231), 
BSC — Ta T3740) TTTs, — J3,J4) (17.3.2) 
当 式 (17. 1. 2) 右 边 取 负 号 时 ,四 维 几率 流 密 度 J, 也 可 以 有 四 种 形式 ，: 
FC—, Jz,—J:, J Ci, Jz2,—Js,—J), 
TJs Js; —J) TJ, — 12], —J) (17. 3. 3) 
强 相互 作用 方程 (17. 2. 6) 中 右边 三 维 几率 流 密度 了 = 具 7$, 看 做 四 维 几率 
流 密度 的 空间 坐标 分 量 。 一 般 来 讲 ,三 个 坐标 分 量 是 相互 独立 的 , 当 不 考虑 三 个 分 
量 相互 独立 性 时 , 取 
j = ng=u = $= 
中 =# 1h$=d=—# WH$=—d (17. 3.4) 
jjJa = y= := Hp=—5 


有 

w=dd=s= J (17. 3.5) 
其 中 ,Je 为 Klein-Gordon 方程 中 态 函 数 的 概率 密度 , 它 应 与 介子 有 关 。 如 不 考虑 
坐标 独立 分 量 的 关系 ,将 式 (17. 3. 2) 中 的 三 维 关系 式 改 为 


Gasds)，J (ud,s), Jt (ud,s) (17. 3.6) 
式 (17. 3. 3) 中 的 三 维 关系 式 改 为 
Ji(ud,5) J! (ud,s), J? (i,d,s) (17.3.7) 


式 (17. 3. 6) 相 当 于 传统 强 相互 作用 中 正 夸 克 的 “ 味 ”, 而 式 (17. 3. 7) 当 对 应 于 反 硅 
克 的 “ 味 ”。 如 果 考 虑 坐标 独立 分 量 的 性 质 , 式 (17. 3.6) 和 (17. 3. 7) 需 要 分 别 添 加 


妖 (uds) 和 J 了 (i,d,5), 则 正 、 反 夸克 就 分 别 为 “四 味 ”, 并 具有 SU(3) 的 对 
称 性 。 
由 于 几 一 内 7X4 为 Dirac 粒 子 的 四 维 几 率 密度 ,所 以 式 (17. 2. 9a) 应 该 为 自 旋 


为 去 粒子 的 作用 方程 。 方 程 (17. 2. 9a) 具 有 式 (17. 3. 6) 和 (17. 3.7)“ 味 ”的 性 质 ， 
说 明 的 时 空 遍历 性 与 压 克 的 “ 味 ” 相 吻合 。 这 一 方面 说 明 式 (17. 2. 9a) 具 有 强 相 
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互 作 用 的 特点 , 另 一 方面 也 说 明 “ 味 ”与 四 维 时 空 的 对 称 性 相 联系 。 粒 子 的 “三 味 ” 
与 空间 的 三 个 独立 分 量 有 关 , 这 可 能 为 夸克 禁闭 提供 一 条 证 据 ;但 夸克 的 分 数 电荷 


可 能 类 同 于 自由 能 均 分 定理 ,每 一 个 独立 分 量 由 士 二 e 以 及 它 的 倍数 来 表示 。 


式 (17. 1. 2) 左 边 考虑 规范 条 件 式 (16. 2.4) 和 非 交 换 条 件 , 对 式 (17. 2. 6) 左 边 
展开 ,可 包含 下 列 三 类 形式 : 


a4i _ 34 ah; a4; 
A Ea A 省 ) (17. 3. 8a) 
hi _ 2hin, 
A (17. 3. 8b) 
和 壮举， (1,j = 1,2,3) (17. 3. 80) 


式 (17. 3. 8) 可 能 相当 于 传统 强 相互 作用 中 夸克 的 “ 色 ”。 


| 17.4 椭圆 型 强 相互 作用 方程 


第 十 六 章 中 由 椭圆 虚 单位 导出 的 强 电 统一 方程 (16. 6. 19) ,如 不 考虑 左边 第 一 
项 ,将 式 (16. 2.12) 代 人 ,有 


汶 (44. 一 AtA,) = 十 Siezamc 收 G7.4.1) 
令 
Gu = AtA, 一 AtA， 
取 
Ci = CAA —AA)), (isjk=1,2,3) 
Ni = (AAs+AAD), (i=1,2,3) 
则 有 反对 称 矩 阵 形式 


0 G -CG -iN 
-G 0 CG 一 is 


| JN (17.4.2) 
1 ap 3 
iN! iN: iN: 0 
式 (17.4.1) 可 写 为 
Em =++ 8ifie?cdmo 筷 (17.4.3) 
> 
当 式 (17. 4. 3) 中 下 脚 标 取 v 二 1 时 ,有 
Ee = Be Gamegt 好 9 (17.4.4) 
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展开 式 (17.4.4), 有 


; Be cdmo G4), 3G6u _ ;13C _2G\, ;oN 
+t 
(17.4. 5) 


由 式 (17.4.2), 有 
Xyg 王 二 2 一 一 全 一 一 一 (17. 4. 6) 
同 理 , v = 2,3 时 对 应 另 两 个 分 量 方程 。 可 推导 式 (17. 4. 2) 所 对 应 的 矢量 关系 式 
5x5 一 二 组 一 十 Bi cam er 7$ 
或 
Vx (AX 一 + gt yy (17.4.7) 


类 同 于 式 (17. 3. 4) 至 (17. 3.7) ,将 式 (17.4.7) 中 右边 几率 流 密 度 写 为 
=u = $= 

| nn$=d=—# 7$=—d (17.4.8) 
p=s=—# ] 区 一 一 了 


满足 关系 

w=dd=s= Jg (17.4.9) 
式 (17. 3. 9) 为 Klein-Gordon 方程 态 函数 的 几率 密度 。 式 (17. 4.7) 中 的 三 个 坐标 
分 量 是 相互 独立 的 , 当 不 考虑 独立 性 时 , 取 


Cisd,s), (usd,s), Cusd,5), (usd,s), (i,d,s), (i,d,s) (17.4.10) 
式 (17.4. 10) 相 当 于 传统 强 相 互 作用 中 正 、 反 夸克 的 “ 味 ”。 对 式 (17. 4. 7) 左 边 第 一 
项 展开 ,有 式 (17. 3. 8) 的 形式 ,相当 于 传统 强 相互 作用 中 夸克 的 “ 色 ”。 


17.5 ”四维 作用 力 


将 式 (14. 1. 1) 对 固有 时 dr = cd 微分 ,有 
IE = Ys = es 
EE (17.5.1) 
Hig+t= x B= yt 
如 果 类 时 区 中 jy 和 v 点 的 连 线 平行 或 垂直 类 光 区 ,将 式 (17. 5. 1) 中 两 式 相 减 ,有 


Po 从 时 -时 -他 于 -时 
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家 
式 (17. 5.2) 中 本 € 三 对 应 类 光 区 的 四 维 电 磁力 。 
由 式 (16. 1. 17) ,不 考虑 式 (16. 1. 15) 的 第 二 项 ,Yang-Mills 方程 可 写成 
“( 险 - 座 )-(* 吕 -x 星 )- (+ 加 -x 澡 ) 


二 (x# ex 板 : )$*= Fts+ (17.5.2) 


%» 


aX aX, " aX, or yp 可 Sr 
(17.5.3) 
其 中 , 和 和 人 为 四 维 速度 ,满足 关系 
= lt = (17.5.4) 
r pr a 
1 
a=(! - 节 ) 为 相对 论 因子 ,代入 式 (17. 5. 3) 并 注意 到 式 (16. 2. 11) ,有 
VF, =al (x ew Ee) (17.5.5) 
由 式 (17. 5. 2), 可 以 写 为 
<V:Fw =Ft (17. 5.6) 
式 (17. 5. 6) 可 看 做 四 维 运动 方程 的 矩阵 形式 ,其 中 ,四 维 电磁 力 
Ft = Fo —jFE (17.5.7) 
式 (17. 5.6) 中 下 脚 标 取 v = 1 时 ,有 
eV,Fa =—jaFa (17.5.8) 


由 式 (16. 3. 1) 展 开 上 式 ， 
一 jaFs = je(wFa 十 mFa) 十 eeFua 一 je(wmB: 一 内 B:) 一 jeaE， (17.5.9) 


则 
e(mBs 一 内 B:) +eE! = aFa (17. 5.10) 
同 理 , " = 2,3 时 对 应 另 两 个 分 量 方程 ,有 
KE =£(5XEB+E) (17.5.11) 
当 经 典 近似 时 ,不 考虑 相对 论 效应 ,有 
= XB+eE (17.5.12) 


式 (17. 5.12) 为 电磁 场 中 经 典 粒子 所 受到 的 Lorentz 力 和 静电 力 方程 。 当 式 
(17. 5. 6) 中 如 取 v 二 4 时 ,有 


oo 一 eV Fa 一 je(wF twF 十 mFa) 到 .E=0 
C17 $13 
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Fu 一 一 上 林 。 瑟 (17.5.14) 
CC 


注意 到 式 (4. 8. 6) ,在 惯性 系 中 ,有 Fo = 0。 
不 考虑 式 (16.1.15) 左 边 第 一 项 ,与 式 (17. 5. 3) 相 对 应 的 Yang-Mills 方程 
写成 


_ 丢 /BaEo + aEo 
e2CAtA, 一 全 AD) 一 自 ( 闪 3 这 一 以 3 ) (17.5.15) 

参照 式 (17. 1. 3) 和 (17. 5. 6), 有 
eV.G。 = jhaFt (17.5. 16) 


式 (17. 5. 16) 可 看 做 强 相互 作用 中 粒子 间 的 四 维 运动 方程 。 式 (17. 5. 16) 中 下 脚 标 
取 v 王 1 时 ,有 - 


VGa = 经 Fa (17.5.17) 
展开 上 式 ， 
一 乔 Fs 一 jwC, 一 CD) 十 ja (17.5.18) 
则 
e[CwCs —wC) 十 cNi] =— jiaFa (17. 5. 19) 
同 理 , vy = 2,3 时 对 应 另 两 个 分 量 方程 ,有 
二 =—j [7x (AXA+eN] (17. 5. 20) 


式 (17. 5. 20) 为 强 相互 作用 中 粒子 受 力 方程 。 
当 Dirac 旋 量 方程 取 式 (16. 1. 1) 形 式 时 , 式 (17. 5. 12) 所 示 的 Lorentz 力 和 静 
电力 方程 可 改写 成 


B=i(5xB+E) (17.5. 21) 
强 相互 作用 中 粒子 受 力 方程 (17. 5. 20) 改 写 为 
二 =——jia tdX (AXA+N] (17. 5. 22) 


第 二 部 分 
Minkowski 几何 的 基本 原理 


第 十 八 章 高 维 超 复数 


Clifford 几何 代数 是 作为 一 类 具有 非 交换 性 质 的 数 系 而 引入 的 ,这 种 数 系 的 
扩充 ,使 一 维 数 和 二 维 数 (实数 复数) 通过 外 积 的 形式 向 高 维 空间 得 以 延伸 。 在 
Clifford 几何 代数 中 通过 几何 面 矢量 引入 一 类 双 曲 虚 单位 j, 所 对 应 的 单 复 变 函 数 
在 复 空间 中 是 一 类 具有 几何 意义 的 非 交 换代 数 ,可 以 与 矩阵 代数 、 李 括号 及 Dirac 
算 子 等 的 运算 规则 相 吻 合 。 这 种 与 Minkowski 空间 存在 逻辑 关联 的 单 复 变 函数 
与 狭义 相对 论 和 量子 力学 的 数学 基础 有 着 深刻 的 联系 ,可 能 是 打开 两 论 一 元 化 的 
钥匙 。 


18.1 数学 家 W. K. Clifford 和 Clifford 几何 代数 简介 


Clifford 几何 代数 是 19 世纪 70 年 代 英 国 数学 家 W. K. Clifford(1845 一 1879) 
创立 的 一 类 具有 几何 意义 的 非 交 换代 数 。 首 先 它 是 作为 数 系 的 推广 而 引入 的 , 主 
要 是 将 一 维 单位 矢量 推广 到 二 维 以 上 的 几何 空间 ,构成 二 维 面 矢量 等 高 维 空间 矢 
量 元 ,这 些 高 维 矢量 不 满足 交换 律 。 所 以 Clifford 几何 代数 是 利用 具有 几何 意义 
的 面 单 位 元 和 高 维 体 单位 元 构成 一 类 非 交换 几何 代数 。Clifford 的 重要 思想 来 源 
于 德国 数学 家 H，G，Grassmann 的 外 代数 ,他 在 向 量 中 对 外 代数 人 R" 定义 了 一 
个 新 的 乘法 规则 ,其 结构 包含 了 复数 和 四 元 数 。 目 前 这 类 非 交 换 几何 代数 已 广泛 
应 用 于 数学 物理 .工程 等 各 个 领域 (18. 1 一 18.4 节 可 参阅 文献 [1]~[6])。 

Clifford 几何 代数 中 派生 出 一 种 新 的 虚 单位 j 衬 一 1,j 天 士 1],j 一 一 ,在 20 
世纪 末 有 人 叫 它 双 曲 虚 单位 。 它 与 传统 的 虚 单位 i( 一 一 1) 相 互 独立 ,构成 两 类 
不 同性 质 的 复数 和 复 空间 。 双 曲 虚 单位 的 意义 在 于 它 所 对 应 的 复 空 间 与 
Minkowski 空间 相对 应 ,这 样 我 们 就 可 以 在 双 曲 型 Minkowski 空间 中 利用 双 曲 复 
数 的 运算 规则 讨论 狭义 相对 论 的 物理 问题 ,并 将 Clifford 几何 代数 所 对 应 的 高 维 
空间 与 物质 世界 联系 起 来 。20 世纪 中 期 ,人 们 发 现 Clifford 几何 代数 的 矩阵 表示 
与 Dirac 旋 量 方程 相对 应 ,这 使 得 Clifford 几何 代数 与 现代 物理 学 联系 起 来 ,并 很 
快 形成 了 一 门 新 型 的 数学 物理 学 科 。 

Clifford 早期 对 几何 空间 与 物质 世界 的 和 谐 性 及 因果 联系 也 提出 了 许多 创造 
性 的 理论 观点 。1873 年 Clifford 为 《自然 )(Nature) 杂 志 翻 译 Riemann 的 演讲 稿 ， 
推广 了 Riemann 的 许多 创新 思想 。 他 是 第 一 个 推测 “ 力 ” 只 不 过 是 空间 弯曲 本 身 ， 
即 空间 弯曲 产生 了 电磁 力 , 这 比 Einstein 提出 的 广义 相对 论 早 50 年 。1876 年 
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Clifford 写 了 一 篇 非常 吸引 人 的 文章 ,题目 是 “ 论 物质 的 空间 理论 ”。 他 深刻 地 写 
道 ,空间 弯曲 这 种 变化 在 我 们 称 之 为 物质 运动 的 那 种 现象 中 发 生 ,这 种 物质 运动 
不 是 可 衡量 的 就 是 难以 捉摸 的 .”Clifford 还 推测 ,能 否 从 某 些 无 法 解释 的 光 和 磁 
现象 中 推断 出 我 们 所 在 的 三 维 空间 正在 四 维 空间 中 被 扭曲 一 一 就 跟 纸 被 揉 皱 相 类 
似 。 其 实 ,三 维 几何 空间 与 物质 的 关联 ,早已 由 Faraday 创造 出 力 线 的 几何 概念 与 
场 的 联系 得 以 实现 。Clifford 高 维 空间 理论 的 哲学 意义 ,在 于 他 最 早 将 三 维 空间 
与 四 维 空间 辩证 地 联系 起 来 ,并 发 现 高 维 空间 的 意义 在 于 它 能 够 为 力 提供 一 种 简 
单 而 又 漂亮 的 描述 。 这 是 第 一 次 有 人 正确 地 分 离 出 高 维 空间 真正 的 物理 意义 , 即 
高 维 空间 理论 实际 上 给 了 我 们 一 个 统一 的 力 的 绘 景 。 


18.2 Clifford 矢量 算法 


Clifford 几何 代数 将 实数 体系 扩展 到 矢量 wwrzo… 和 它们 的 乘积 w ,wnw，*…， 
并 与 三 个 或 更 多 矢量 的 联合 加 法 、 乘 法 和 矢 积 运 算 紧密 结合 。Clifford 几何 代数 
的 基本 原理 是 任意 矢量 " 与 它 自身 的 乘积 是 长 度 的 平方 (参考 文献 2) 
VV=w=v*v (18. 2. 1) 
在 向 量 平面 R* 中 , 取 两 个 坐标 分 量 的 单位 矢量 为 ae 和 ez (考虑 矢量 的 广义 性 ,本 
章 不 对 矢量 或 单位 矢量 带 有 矢量 箭头 ) ,平面 矢量 4 = aiel 十 azes 的 长 度 是 |a| 一 
Vai 十 oz， 满足 式 (18. 2. 1) a2 一 lal 三 十 史 , 其 中 , al 、as 是 系数 。 假 设 矢 积 
满足 结合 律 但 不 满足 交换 律 ,有 
(aiel 十 azez)2 = ae 十 age 十 aiaz(Cete 十 ezel) = a?f 二 a? (18.2.2) 
设 单位 矢量 e 和 es 满足 正 交 关 系 , 可 获得 乘法 规则 ， 
4=4=1 
elez 一 一 ezel 
如 果 单 位 矢量 e 和 ez 看 做 是 虚 单位 , 则 式 (18. 2. 3) 中 第 一 式 与 式 (1. 1. 1) 相 吻合 ， 
这 是 引入 双 曲 虚 单 位 的 依据 。 式 (18. 2. 3) 符 合 |e1 | = |e|= l,e | es 的 条 件 。 
利用 结合 律 计算 矢量 的 平方 (etez)? = 一 ef&& = 一 1, 矢量 的 乘积 ee 的 平方 是 负 
的 。eles 既 不 是 标量 也 不 是 矢量 , 它 是 一 个 新 的 单位 , 称 为 双重 数 。 表 示 定 向 平面 
的 面积 是 边 ae 和 e 的 乘积 ,缩写 成 es 二 eaez, 如 图 18. 1。 单 位 矢量 ea .es 和 双重 
数 es 作为 结合 代数 与 2X2 实 矩 阵 代数 R(2) 是 同 构 的 有 和 矩阵 表示 : 


“~( 2 a~(9 2 “~ (0 ;) (18. 2.4) 
而 e1 ,ez ,er 满足 乘法 表 , 如 表 18. 1。 


(18. 2. 3) 
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表 18.1 单位 矢量 el、e: 和 双重 数 ei 乘法 表 


图 18.1 表示 面积 的 双重 数 


假设 矢量 "是 其 他 两 个 矢量 的 和 == a 十 5b, 由 式 (18. 2.1) 成 为 (a 十 b)? 一 
(a 十 6)，。(a 十 b), 展开 后 通过 消去 a 二 a，a 和 b* 一 5。b, 得 到 
三 十 丰 一 2a .0 (18. 2.5) 
其 中 , ae "0 为 a 点 积 5, 是 标量 积 , ab 为 矢 积 ,一 般 矢 积 不 满足 交换 律 中 天 如 ,所 
以 矢 积 可 用 于 非 交 换代 数 。 如 果 a 和 “不 在 同一 条 直线 上 ,从 aab = a(ab) = 
(aa)2 看 出 ab 不 是 一 个 标量 ,而 是 不 同方 向 矢量 点 积 相等 结果 。 将 式 (18, 2. 5) 移 
项 ,可 写成 


Wb—ha =2(ab—a.b) (18. 2. 6) 
仅 当 a 和 6 相同 时 上 式 为 零 。 由 式 (18. 2. 6) 令 矢量 的 乘积 为 
aA6 一 坪 (o9 一 如 ) (18.2.7) 
其 中 , a 人 5 称 为 双 矢 量 ,为 a 模 积 5， 是 一 种 外 积 。 取 式 (18. 2. 7) 满 足 关系 
[a,6b] = —in (18. 2. 8) 
式 (18. 2. 8) 相 当 于 量子 力学 中 的 对 易 关 系 。 矢 量 的 棉 积 (18. 2. 7) 可 写成 
aAb= 去 [e 澡 (18. 2.9) 
由 式 (18. 2. 6) 可 导出 
B=a.btaNAb (18. 2. 10) 
式 (18. 2. 5) 矢 量 的 标 积 为 
aa 一 去 (四 十 如 ) (18.2.11) 


取 两 矢量 a = aiel 十 azez 和 = bel 十 bzez 的 矢 积 
tb = (aiel + azez) bie bez) = a1bi + azbz 十 (aips — azbi)e 
(18. 2. 12) 
与 式 (18. 2. 10) 比 较 ,得 
a "b= ab tab (18. 2. 13) 
a 人 一 (ap — azb)er (18. 2. 14) 
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18. 3 平面 矢量 的 分 解 和 映射 


双 矢 量 a 和 5 表示 边 为 a。 和 ” 的 平行 四 边 形 的 面积 ,如 图 18. 2， 
S= |aA6b|= |abs —azb| (18. 3. 1) 
双 矢 量 a 入 5。 和 6b 人 a 有 相同 的 量 值 ,但 它们 旋转 方向 相反 ,如 图 18. 2(a) 和 (b)， 
a 人 5 = 一 人 a 满足 反 交换 律 ,而 标 积 a，5 一 5。a 满足 交换 律 。 


>» 


(b) 
图 18.2 双 矢量 表示 的 平行 四 边 形 面积 


对 矢量 a 和 2 的 矢 积 ab, 当 a 和 45 平行 时 ,有 aibs = 二 azby,a 和 5 二 0, 则 ob = 
如 , 满足 交换 律 ; 当 a 和 2 是 垂直 时 ,有 a…5b = 0, 满足 反 交换 律 中 = 一 如 , 即 
wb =a/ ba 人 0 一 0 一 Ga 
0 一 一 如 全 a | pa 0 一 0 =aAb 
如 矢量 a 不 平行 于 5， 任 一 矢量 可 分 解 成 两 个 分 量 , 一 个 平行 于 a, 另 一 个 
平行 于 6b。 取 系 数 a 和 B 使 和 撩 量 r 分 解 成 > = aa 十 大 ,系数 可 以 通过 外 积 形 式 获 
得 rb 二 (aa 十 BB) 人 Ab 因 2A 和 0 一 0, 所 以 r 人 8 一 aa 人 5 有 


Ps Ab 

A (18. 3.2) 
p=2Ar 
QA 人 AD 

可 au 当 矢量 c 和 2 形成 角度 pg (0 二 pg 二 x ) 时 ,在 6 

的 方向 可 计算 a 的 分 量 。 取 平行 分 量 ay 是 标量 ,并 

可 > 且 是 单位 矢量 ]2 的 倍数 ,如 图 18. 3。 
图 18.3 矢量 的 平面 分 解 图 由 图 18. 3 可 知 , 一 般 情况 下 任 一 矢量 满足 


a=ayt+al (18. 3. 3) 
式 (18. 3. 3) 中 平行 分 量 ay 可 写作 


ax = lalesp 伦 = lal lolcosp TF (18.3.4) 
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因 平行 分 量 ay 是 标 积 a 6 二 |all5|cosp 与 矢量 5 一 ] 匣 s 的 数 积 ,得 


ax = (a b) 你 = (a Db! (18. 3.5) 
式 (18. 3. 3) 中 垂直 分 量 a， 可 写作 
Ql=a—ay =a—(a* Wb = (wa b= (a MDD 
(18. 3. 6) 


注意 到 双 矢量 et 与 所 有 在 eiez 平面 矢量 的 变换 关系 : 
(a A Db 一 一 所 (ea AbD)=0 (6 Aa)=—(6 A ao! (18.3.7) 
用 a 和 6 作为 边 的 平行 四 边 形 面积 可 写作 
S=|aAbl=|ai bl= |allblsinp (0<p<<m) (18. 3. 8) 
由 式 (18. 3.4) 和 (18. 3. 8) , 式 (18. 2. 10) 可 写 


作 三 角 函 数 和 指数 形式 : 7 六 
动 一 |a|125|(cosp 十 ezsinp) = |allb| es -一 
(18. 3.9) 
矢量 可 以 在 直线 a 上 进行 矢量 分 解 


r=rytr (18.3.10) 


取 矢 量 = ry 一 rl， 如 图 18.4, 其 中 图 18.4 矢量 r 在 直线 a 上 矢量 分 解 
ry 二 (rea)allyri 二 (r 人 a)a7!。 如 r 看 做 r 的 像 ,由 式 (18.3.5)、(18.3.6) 和 式 
(18. 2.7),r 与 7 可 建立 映射 关系 ， 


地 一 (r。a)a3 一 (rAa)an 一 (ra 一 r 人 a)an 
一 (ar 十 a 人 ma- 一 ora (18. 3. 11) 
或 
才 一 (2a .r 一 za)a- 一 2235ra 一 r (18. 3. 12) 


a 

对 于 二 次 映射 ,考虑 先 向 a 投影 分 解 再 向 6 投影 分 解 , 即 
rr 一 ora lr =bb = bara)b = (ba)r (bn)! 
. 人 (18. 3.13) 
矢量 分 解 和 映射 关系 具有 普 适 性 质 , 在 第 二 章 讨论 四 维 时 空 的 坐标 变换 , 推 
导 Lorentz 变换 的 普遍 形式 以 及 论述 量子 力学 的 相似 变换 均 有 重要 应 用 。 取 图 
18. 2 中 矢量 a=>r,b->v, 当 矢量 a。 和 5 形成 角度 p ( 0<p<x ), 如 果 对 应 Lorentz 

变换 式 (2. 2. 11), 则 逆 变换 式 (2. 2. 18) 对 应 一 p(0<p<r)。 


18.4 三 维 空间 矢量 的 性 质 


取 n 维 坐标 空间 的 基 {ei ,e;,…,e,},n 维和 撩 量 a 和 5 满足 式 (18.2.7), 任 一 个 
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二 重 向 量 * 人 5 能 用 az 二 个 单位 二 重 数 线性 表示 。 在 三 维 Cartesian 坐标 
中 取 


人 se art oes (18.4.1) 
站 一 pel 十 poez 十 bes 
对 矢量 a 和 8 作 模 积 ， 
a 人 6 一 去 (四 一 如 ) 
ez Nes eMNe ehe 
= az ay ar 
b b, b. 
一 (ab —abzr)eest (ayb: 一 ay)ezes 十 (az — ab:)esel 
(18. 4. 2) 
二 重 数 可 写作 
ee; 一 el Ne;=—eées (i,j = 1,2,3) (18. 4. 3) 


二 重 数 ee: ,eze3,ese 生成 一 个 三 维 线性 空间 , 它 有 别 于 原来 由 ei ,ez ,es 生成 的 矢 
量 空间 ,如 图 18. 5。 
在 三 维 矢量 空间 取 矢 量 的 叉 积 a Xb, 如 图 18. 6, 有 
aXb=|la: a, a: 
bb, be 
=(ab: 一 ay)el 十 (az — asb:)es 十 (ab 一 az-)es (18.4.4) 


与 ea 人 es 


a aaAe 


图 18.5 二 重 数 生成 的 三 维 空间 图 18.6 aX6b 和 aA 人 65 的 几何 关系 


显然 式 (18. 4.2) 和 (18. 4. 4) 是 有 差异 的 。 矢 量 的 枫 积 < 入 5 和 叉 积 a Xb 的 数值 有 
等 量 关系 

lax6bl= la A bl= lallolsing (18.4.5) 
其 中 , 0 委 9? 委 rr。 
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在 三 维 Cartesian 坐标 空间 将 aeze; 的 乘积 命名 为 三 重 数 , 它 是 R? 中 仅 有 的 
一 个 线性 独立 的 三 重 向 量 , 表 示 一 个 单位 体积 。 有 性 质 (eiezes)? 一 一 1, (eleses)* 
一 一 esezel 与 虚 单位 i( 一 一 1,i* = 二 一 让) 的 性 质 相同 ,所 以 令 


elzes 一 elezes = i (18. 4. 6) 
由 式 (18. 4. 6) 可 以 导出 | 
el2 = ele: = ies 
一 ie (18. 4.7) 
esel = je 
将 式 (18. 4. 2) 与 式 (18. 4. 4) 联 立 , 得 
QaAD 一 过 XD (18. 4. 8) 


式 (18.4.8) 为 矢量 的 模 积 a 人 b 和 叉 积 a。 X5。 的 关联 式 。 由 式 (18.2.8) 和 
(18. 4. 2), 有 Jacobi 关系 : 
[a,[L6,cJJ+[s,Le,alj+[e,[La,b]]=0 (18. 4.9) 
或 
(aNA (GBA)+GA lc Aa))+le A la Nb)=0 (18.4.10) 
可 以 证 明 式 (18. 4. 9) 或 (18. 4. 10) 构 成 李 代 数 。 [a,5b] 称 为 李 括 号 , 它 满足 
(1) 左右 分 配 律 
[oa +pBb,c] = ala,c]+pb,c], a,BER 
(2) 短 零 律 
y [a,a] =0 
(3) Jacobi 律 
[a,[b,c]] 十 [8,[c,a]] 十 [c,[a, 的 ] =0 
[4,6] 三 ob 一 ba € uln) 为 反 称 括号 ,构成 李 代 数 。 单 位 矢量 ea ,ez ,es 与 2X2 Pauli 


矩阵 同 构 , 取 
ey 
(18.4.11) 
注意 到 式 (18. 4. 6) 和 (18. 2. 4), 有 
a WC Han 


Clifford 空间 矢量 可 在 表 18. 2 给 出 。 
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表 18.2 Clifford 空间 矢量 分 类 表 


标量 R 1 

矢量 有 eye2zye3 

双 矢量 A2R ea Nezrer 人 eyez Mes 
体 矢量 A3Rs3 el Ae 人 


18. 5 ”Hamilton 四 元 数 和 双 曲 四 元 数 


在 传统 的 四 维 椭 圆 复 空间 中 引入 Hermite 四 元 数 
QR) = {a: a= amoamnitaynz an atyaryayyar GE R} 


(18. 5. 1) 
其 中 , mo 一 1, 基 元 mn ,ns 和 ns 有 性 质 : 
开 二 码 二 难 == 一 1 (18. 5. 2) 
mn = nn 三 ns 
| = 一 mm 一 7 (18. 5.3) 
nam 一 一 nns = nz 
可 以 证 明 QCR) 一 {0} 是 一 个 非 Abel 群 , 它 的 2 X 2 矩阵 表示 为 
no A E, 
ee (18.5.4) 
Nz A lz —=— léz 
ns A — igs 一 一 elz 
其 中 , e1 ,es 和 en 分 别 为 R* 中 的 单位 矢量 和 二 重 数 。 对 式 (18. 5. 1) 取 内 积 , 有 
Q’ .Q=at+ata ta (18. 5. 5) 


式 (18. 5. 5) 与 式 (1. 2.2) 类 同 ,为 四 维 椭圆 空间 的 间隔 不 变量 , Q* 为 Q 的 复 共 桃 。 
在 四 维 双 曲 复 空间 中 引入 双 曲 四 元 数 
P(R) = {6 :6 = bamo tt bmit bymz + bemssbe ,bssb,,b: E R} 


(18. 5. 6) 
P(R) 一 {0) 也 是 一 个 非 Abel 乘法 群 。 取 mo 二 1, 基 元 m ,ms 和 ms 有 性 质 : 
En i (18.5.7) 
mmi 一 711127112 一 mams 一 1 
mi mz =— m2? mi 
| ms =— m3 mz (18. 5. 8) 
mi mi =— mi ms 


可 以 取 
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m=1l, m=je, m=je, m= jes (18. 5. 9) 
对 式 (18. 5. 6) 取 内 积 ,有 
书 " 己 一下 一 天 一 外 一 天 (18. 5. 10) 
式 (18. 5. 10) 为 四 维 双 曲 复 空间 的 间隔 不 变量 。 
注意 到 三 维 实 矢 量 ~ 一 zzo 十 yyo 十 zzo， 其 中 基 元 zo,yo,zo 用 z(E 一 1,2,3) 
来 取代 ,并 令 


吉 一 一 ZiTi 一 Try (iyjsk = 1,2,3) (18.5.11) 
T 一 
式 (18. 5. 9) 可 对 应 写作 
Zo=m =1, m= jz (18. 5. 12) 
式 (18. 5. 8) 和 (18. 5.9) 分 别 改 写成 
mm 一 1， (p=0,1,2,3) 
| 一 1 (18. 5. 13) 
mim: =—1, (k=1,2,3) 
mtmj =—mtmi=jm, (isj,k = 1,2,3) (18. 5. 14) 


其 中 , mi 为 ms 的 共 琵 转 置 。 可 以 取 式 (18. 5. 14) 为 m, 的 4X4 矩阵 表示 


+ 一 一 zo 
| De (18.5.15) 
mr = Mm = JX JV 
其 中 , Yt = 一 yi, 为 74 的 厄 米 矩 阵 。 式 (18. 5. 10) 可 写作 
有 一 用 一 用 一 名 一 天 (18. 5. 16) 


18. 6 Cayley 八 元 数 和 Dirac 十 六 元 数 


英国 数学 家 Cayley 推广 了 Hamilton 四 元 数 , 取 一 对 有 序 的 四 元 数 a,8 € 
QCR) 构成 了 八 元 数 : 
f= {c 十 pe :ap6E Q(R)} 
一 {ao 十 aima 十 az7zz 十 asns 十 ade 十 asenl 十 asenz 十 ayersyai € R} 
(18. 6. 1) 
其 中 , e 是 新 引进 的 超 复数 基 元 。 八 元 数 的 乘法 规则 为 用 分 配 律 展开 : 040: 一 
《a 十 Be)。(7Y 十 训 ) ,0 中 的 乘法 既 不 满足 交换 律 ,也 不 满足 结合 律 。 有 (marz)e 一 
13e FM (ne) =— nse。 
以 双 曲 四 元 数 为 基础 ,可 以 推广 到 双 曲 八 元 数 , 取 
T={at+Be :a,BE P} 
={bo 二 bimi 十 加 zzz + bams + jbs + jbsm + jbemz + jbrms ,b; € R} 
(18. 6. 2) 
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其 中 , 取 超 复数 基 元 。 = j, 为 双 曲 虚 单 位 。 双 曲 八 元 数 的 乘法 用 内 积 多 项 式 的 方 
法 来 定义 ,其 乘法 规定 为 用 分 配 律 去 展开 西 积 : 
rrr= (at+jBt (at+ijp) (18. 6. 3) 
式 (18. 6. 3) 中 的 乘法 不 满足 交换 律 ,但 满足 结合 律 ,这 与 Cayley 八 元 数 不 同 。 一 
般 情况 双 曲 八 元 数 有 如 下 两 种 乘法 : 
(at+jB (y+) = oy+B+j(B +P) (18. 6. 4) 
(atijB"’ (7 十 j3) = (a* 7—p"O) +ila’d—p"7) (18. 6. 5) 
式 (18. 6.4) 和 (18. 6. 5) 的 乘法 也 不 满足 交换 律 ,但 满足 结合 律 。 将 a 和 B 分别 选 
为 四 维 坐 标 空间 和 四 维 动 量 空 间 的 四 元 数 , 它 们 在 量子 力学 的 讨论 中 有 实际 应 用 ， 
带电 正 \ 反 粒子 的 Dirac 旋 量 方程 (13. 1. 11) 和 (13. 1. 16) 就 可 以 看 做 双 曲 八 元 数 
所 对 应 的 微分 方程 。 


在 相对 论 量子 力学 中 , 自 旋 为 让 的 高 速 粒子 运动 方程 为 Dirac 旋 量 方程 。 对 


应 的 旋 量 矩阵 为 
"= } n= By 
人 人 (18. 6. 6) 
0 一 ios T 0 
»- [2 0 } »=(0 ) 
其 中 , oi《k = 1,2,3) 为 Pauli 矩阵 。 式 (18. 6. 6) 满 足 条 件 
R=1, 7 一 一 Xp 关切 (18.6.7) 


四 个 y 和 矩阵 可 组 成 2 = 16 个 元 : yi7vyXyvyiy， yy,yiye。 (用 ya A 一 1,2，…16 
表示 ) ,构成 一 个 十 六 元 数 系 。 
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传统 狭义 相对 论 中 Lorentz 群 为 SD(z) 群 。 将 双 曲 复 变 函 数 引 入 Minkowski 
空间 ,时 空间 隔 不 变量 和 能 量 动量 关系 均 可 表示 为 矢量 的 内 积 形 式 ,变换 矩阵 为 本 
和 矩阵 ,对 应 的 Lorentz 群 为 特殊 么 正 群 SU(z)。 由 于 量子 力学 中 的 群 表示 也 为 
SU(n) 群 ,这 为 狭义 相对 论 和 量子 力学 的 一 元 化 奠定 了 数学 基础 。 坐 标 等 距 变换 
和 复数 的 模 方 与 时 空间 隔 不 变量 相 吻 合 ,在 四 维 球 谐 坐标 中 取 单 位 模 为 半径 可 形 
成 单位 球 ,探讨 四 维 单位 球 的 几何 性 质 可 以 增强 对 四 维 复 时 空间 性 质 的 了 解 和 
应 用 。 


19.1 双 曲 复 空间 坐标 变换 的 群 表 示 


二 维 Minkowski 复 平面 的 坐标 变换 关系 (1. 1. 17) 可 写成 矩阵 形式 
jz'\_ /chp jshp\ /iz 
(Gs (jae 网 (19.1.1) 
其 中 变换 矩阵 满足 
_ 1 chp 一 jshp\/chp jshp\、 
US Es chp ja = I (19. 1. 2) 
式 (1.1.11) 可 以 写成 行列 式 形式 
chp jshp 


jshp chp 
所 以 二 维 Minkowski 复 平面 的 Lorentz 群 表示 为 特殊 么 正 群 SU(2), 满足 式 
(19. 1. 2) 正 交 条 件 


一 1 (19.1.3) 


UU=UU+=I (19.1.4) 
三 维 双 曲 复 空间 X(jz,jy,4) 可 由 二 维 空间 坐标 和 一 维 时 间 坐 标 构成 。 取 两 
惯性 系 相互 间 以 速度 证 (v,,v,) = vi 十 wv 元 , 运动 ,满足 
ep (19.1.5) 
vy = vcosb 

式 (19. 1.3) 和 (19. 1. 5) 满 足 关系 
[二 ship=1 
sin20 十 cos2g 一 1 


取 任 一 矢量 一 方 十 元， 其 中 , 产 为 与 两 惯性 系 相 互 运动 方向 平行 的 分 量 , 而 六 


(19. 1.6) 
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是 与 相对 运动 方向 垂直 的 分 量 。 由 式 (18. 3. 3) 至 (18. 3. 7), 有 空间 坐标 变换 关系 
2; = chp(F, +50) = chg[ $F +] (19.1.7) 


= 19.1.8) 


时 间 坐 标 变换 关系 为 


a’ 一 dchp 十 rshp (19. 1.9) 
将 式 (19. 1.7) 和 (19. 1. 8) 两 式 联 立 ,注意 到 式 (2. 1.27) 有 


> 7 °°。 VIV 
f 一 十 (chp 一 D) EEE +ashy i 
da’ = dchp 十 rshp 
式 (19. 1. 10) 可 写成 矩阵 形式 
X =U,X, (19.1.11) 
其 中 , py = 0,1,2。 式 (19.1.11) 写 为 
jz 1 十 (chp 一 1)sin29 〈chp 一 1)cosbsing jsinbgshp] [jz 
jy |= | (chp 一 1)cosgsing 1 十 (chp 一 1)cossg jcosgshp| |jy 
ct jsingshy jcosbshy chp 过 
(19. 1. 12) 


式 (19.1, 12) 可 写成 分 量 形式 
并 一 z[1 十 (chp 一 1)sin20] 十 ?(chp 一 1)cosbgsing 十 csingshp 
= z(chp 一 1)cosbsing 十 3[1 十 (chp 一 1)cos? 拉 十 decosbgshp 
dc" 一 zsingshy 十 ycosgshyp 十 chp 


(19. 1. 13) 
变换 矩阵 U 满足 式 (19. 1. 4) 的 厄 米 正 交 条 件 , 则 式 (19.1. 12) 满 足 时 空间 隔 不 
变量 
jz jz 
(一 jz′ 一 jy” cz ji | = (一 jiz 一 jy ob CF—2—y 
a a 
(19.1.14) 


式 (19. 1. 13) 也 满足 多 项 式 的 混合 乘法 运算 
XX’ = XX, Fazz, crF—r—y (19. 1.15) 

变换 关系 的 行列 式 满足 
1 十 (chp 一 1)sing (chg—1)cosbsing jsingshp 
(chp 一 1)cosbsing 1 十 (chp 一 1)cos26 jcosgshp 
jsingshg jcosbshg chp 


一 1 (19.1.16) 
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所 以 式 (19. 1. 10) 至 (19. 1. 13) 的 三 维 Lorentz 群 为 特殊 么 正 群 SU(3) 。 
四 维 Minkowski 复 空间 X(jz,jy,jz,4) 由 三 维 坐标 空间 和 一 维 时间 构 成 。 
两 惯性 系 以 常 速 度 立 作 相对 运动 ,在 三 维 速度 球 谐 坐标 中 有 分 量 形式 
vz = Vsingcoso 
= vsingsinw (19.1.17) 
ma = Vcosb 
其 中 , 9 为 速度 矢量 艺 与 > 轴 的 夹 角 , w 为 速度 矢量 可 在 zy 平面 投影 与 z 轴 的 夹 
角 。 式 (19. 1. 17) 满 足 关系 
sinzw 十 coszw = 1 
et cos:0=1 Cl 
式 (19.1.7) 至 (19. 1.10) 的 二 维 矢量 运算 规则 可 扩展 到 三 维 矢量 的 运算 规则 。 满 
足 式 (19. 1. 4) 的 变换 矩阵 可 写成 
1 十 (chg 一 1j)sin2bg coszw (chp 一 1)sin2bsinwcosw 〈chg 一 1])singcosbcosw jshygsingcosw 
(chg 一 1D)sin?bsinwcosw 1 十 (chp 一 sinzbsinzw (chp 一 1)singcosbgsinw jshygsingsinw 
(chp 一 Dsingcosgcos 。 (chp 一 Dsingcosgsino 。 1 十 (chp 一 D)cos2g 。 jshpeosb 
jshysingcosw， jshgsinbsinw jshpcosb chp 
(19.1.19) 
对 XGz ,jy ,jz ,a ) 和 XGjz,jy,jz,4), 可 以 验证 式 (19. 1. 19) 的 变换 矩阵 U 满 
足 式 (19, 1. 4) 的 厄 米 正 交 条 件 ,有 
X+(jzyjyyjzyc)X(Cjzyjyyjzyc) 一 cz 一 天 (19. 1. 20) 
式 (19. 1. 20) 为 坐标 变换 不 变量 。 变 换 矩 阵 的 行列 式 满 足 
1 十 (chg 一 1)sinzbg cossw 〈chg 一 1)sin?bsinwcosw 〈chg 一 1)singcosbcosw jshgsingcosw 
(chp 一 1)sin?bsinwcosw 1 十 (chp 一 1)sinzbgsinzw (chp 一 1)singcosgsinw jshgsingsinw 
(chg 一 1)singcosucosw (chp 一 1)singcosbgsinw 1 十 (chp 一 1)cos28 。 jshpcosb 
jshysingcosw jshgsingsinw jshpcosb chp 
(19.1.21) 


=1 


所 以 四 维 Lorentz 群 为 特殊 么 正 群 SU(4) 。 

Minkowski 复 空间 引入 双 曲 复数 ,时 空 变换 群 的 矩阵 表示 为 特殊 么 正 群 
SU(n)，, 这 为 狭义 相对 论 与 量子 力学 的 一 元 化 表述 奠定 了 理论 基础 。J. von Neu- 
mann 将 量子 力学 表述 为 Hilbert 空间 中 厄 米 算 符 的 运算 ,建立 了 量子 力学 的 逻辑 
体系 。J. von Neumann 所 建立 的 量子 力学 标准 体系 使 微观 客体 态 函 数 的 概率 表 
述 与 特殊 么 正 群 SU(n) 相对 应 ,而 建立 Hilbert 空间 的 基本 条 件 是 完备 的 内 积 空 
间 。 由 于 在 各 向 异性 的 Minkowski 空间 定义 两 点 间 的 距离 或 度量 不 仅 要 考虑 两 
点 间 的 线 度 关系 ,也 要 考虑 它们 之 间 的 角度 和 方位 问题 ,使 具有 完备 内 积 空间 抽象 
出 的 广 域 Hilbert 空间 具有 非 欧 几何 的 特点 。 因 此 ,Lorentz 群 与 四 元 数 的 内 积 运 
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算 相 联系 并 具有 特殊 么 正 群 SU(z) 形式 ,使 狭义 相对 论 与 量子 力学 的 内 在 联系 具 
有 了 数学 基础 。 建 立 狭义 相对 论 和 量子 力学 共同 的 数学 基础 ,从 数学 和 物理 角度 
应 达到 一 种 和 谐 效果 ,这 种 和 谐 关 系 应 体现 在 时 空 性 质 的 完备 描述 ,体现 在 泛 复 函 
数 的 算式 算法 以 及 粒子 和 场 运动 方程 的 表现 形式 。 


19.2 椭圆 复 空间 坐标 变换 的 群 表示 


二 维 椭圆 复 空间 的 坐标 变换 关系 式 (1. 2. 14) 可 写成 矩阵 形式 

iz’\ /cosy ising\ /这 

(2)= (3 Eo)(s) (19.2.1) 
因为 cos2% 十 sin2% = 1, 则 变换 矩阵 满足 


wy=(SY (eo Sl (19.2.2) 
—ising cosy /\ising cosy 
由 式 (1. 2. 11) ,变换 关系 的 行列 式 满足 
oy | (19.2.3) 
ising cosy Ga 


所 以 二 维 椭圆 复 平面 的 坐标 变换 的 群 表 示 为 特殊 么 正 群 SU(2), 满足 式 (2. 2. 5) 
正 交 条 件 

ViV=VV+=I (19.2.4) 

三 维 椭圆 复 空 间 X(iz,iy,a) 可 由 二 维 坐标 平面 和 一 维 时 间 轴 构成 。 取 两 惯 

性 系 相 互 间 以 速度 w(w,v) 运动 ,满足 式 (19. 1. 5) 。 取 任 一 矢量 六 一 7 十 六 ， 其 
中 两 惯性 系 中 相互 运动 的 方向 沿 >r， 有 矢量 的 坐标 变换 关系 

= cosf(7, + i) = coy[ + 埃 ] (19. 2.5a) 

= 一 一 人 .四 一 7— 人 pe (19. 2. 5b) 


将 式 (19. 2. 5) 和 (19. 2. 6) 联 立 , 有 与 式 (19. 1. 6) 对 应 的 时 空 变换 关系 


| (GR DE ; 
{ = 了 十 (cosy 一 Dy +asing (19.2.6) 
dt = dtoos% 十 rsiny 
式 (19. 2. 6) 可 写成 矩阵 形式 
ii 1 十 (cosy 一 1)sin2g 《〈cos% 一 1)cosbsin9 isingsiny] fi 
i |= | (cosy 一 1)cosbsing 1 十 (cosy 一 1)cos2g icosbgsiny| |iy 
a” isingsiny icosbgsiny cosg 外 ca 


(19. 2.7) 
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式 (19. 2. 7) 展 成 分 量 形式 
zz =z[l+ (cosy— 1)sin?0]+y(cosy— 1)cosbsing + asingsiny 
和 一 Z(cosy 一 1)cosbsing 十 y[1 十 (cos% 一 1)cos:b] 十 ctcosgsiny 
dt' = zsinbsin% + ycosbgsiny + ccosy 


(19. 2. 8) 
式 (19. 2. 8) 满 足 关系 式 
in2 20 一 
Ee 90+cos0=1 (19. 2.9) 
sin?% 十 cos?2% 一 1 
也 满足 多 项 式 的 混合 乘法 运算 
2 
YY =YY,= Dyy,=or+r+y (19. 2. 10) 
"=0 
式 (19. 2.7) 满 足 关系 式 . 
iz’ iz 
(| 二 人 | (19. 2. 11) 
a 
或 
z+y 十 cat 一 好 十 好 十 cz (19. 2. 12) 


式 (19.2.11) 和 (19.2.12) 是 椭圆 复 空间 所 对 应 的 时 空 变换 不 变量 , 显然 不 是 
Minkowski 空间 的 时 空间 隔 不 变量 。 变 换 矩 阵 V 满足 式 (19. 2. 4) 厄 米 正 交 条 件 ， 
且 行列 式 有 
1 十 (cosy 一 1)sin26 《〈cosy 一 1)cosgsing isingsiny 
(cos%y 一 1)cosbgsing 1 十 (cos% 一 1)cos20 icosbgsiny 
isinbsiny icosbsiny cosy 
所 以 式 (19. 2. 6) 至 (19. 2. 8) 的 三 维 椭圆 复 空间 坐标 变换 群 为 特殊 么 正 群 SU (3) 。 
四 维 椭圆 复 空间 X(iz,iy,iz,a) 由 三 维 坐标 空间 和 一 维 时 间 构 成 。 两 惯性 系 
以 常 速度 立 作 相对 运动 ,在 三 维 速度 球 谐 坐 标 中 满足 式 (19. 1.17) 和 (19. 2.9) 关 
系 , 式 (19. 2. 4) 的 变换 矩阵 V 可 写成 
1 十 (cosy 一 1)sin2g coszw (cosyp— 1)sin?Gsinwcosw 《〈cosy 一 1)singcosgcosw isinysingcosw 
(cosyp— 1)sin? Gsinwcosw 1 十 (cosy 一 1)sin2b sinzw (cosy 一 1)singcosbsinw isinysingsinw 
(cosy 一 1)singcosfoosw (cosp—1)singeosbsinw 。 1 十 (cosy 一 1) cos2g 。 isinyeosg 
isinysingcosw jsingsinGsinw isinycosb cosy 
(19.2.14) 
对 Y (iz',iy ,iz ,ad 和 Y(iz,iy,iz,4), 可 以 验证 式 (19. 2. 14) 的 变换 矩阵 V 满 
足 式 (19. 2.4) 的 厄 米 正 交 条 件 ,有 
Yr+ (iz,iy,iz,a)Y(iz,iy,iz,d) = oF +7 (19.2.15) 


一 1(19.2.13) 


* 268。 狭义 相对 论 和 量子 理论 一 元 化 表述 


式 (19. 2. 15) 为 坐标 变换 不 变量 。 变 换 矩 阵 的 行列 式 满足 

1 十 (cosy 一 Dsinzg cosxw 《cosy 一 1)sinzbsinucosw (cosy 一 1)sinfoosbcoso isinysingoosw 

Coosp ~ Dsin? Gsinwcos 1 十 (cosy 一 D)sinzg sin?w (cosg— 1)singeosgsinw isinysingsino| _ 

(cosp—l)singeoswcosw (cosp— 1)sinbcosbsins 。 1 二 (cosy 一 1)coszg 。 isinycosg | 

isinysingcosw isinysingsino isinycosb cosy 
(19. 2. 16) 

所 以 四 维 椭圆 复 时 空间 所 对 应 的 坐标 变换 群 为 特殊 么 正 群 SU(4)。 椭圆 复 空间 坐 
标 变 换 群 为 特殊 么 正 群 在 量子 力学 中 得 到 应 用 ,但 由 经 典 量子 力学 过 渡 到 相对 论 
量子 力学 时 ,时 空 性 质 的 转换 是 一 个 值得 研究 的 问题 ,因为 椭圆 复 时 空间 的 等 值 变 
换 并 不 是 时 空间 隔 不 变量 ,坐标 变换 关系 也 不 是 Lorentz 变换 。 


19. 3 “7 旋 量 代数 与 群 表 示 
在 双 曲 复 域 引 入 二 阶 算 符 (有 别 于 Pauli 算 符 ) 


“=( 小 »=( th “=() 下 ) (19.3.1) 


满足 关系 式 
otoi=o0t =1, (i=1,2,3) (19. 3.2) 


1 


或 
[oto J+= otor + owt = 264 (19. 3. 3) 
式 (19. 3. 1) 可 组 成 YHooft 矩阵 XiG 一 1,2,3), 其 中 ， 


一 cz 一 1 
n= | EC ]- (19. 3. 4a) 
Or 1 
1 
n= | “|- s (19. 3. 4b) 
—0y : 一 上 
1 
一 1 
为 一 『 j= , (19. 3. 4c) 
oO: = 


取 X = % = 了 为 单位 矩阵 ,与 y; 一 起 构成 YCy 二 1,2,3,4) 矩阵 ,满足 关系 
N=—7, NH=% (19. 3.5) 
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军 
( 坟 ) -7 屋 (19.3.6) 
Ny = t=1 (19. 3.7) 
77: =—1, (i=1,2,3) (19. 3. 8) 
N+ yy, = 26% (19. 3. 9) 
7 构成 SU(3) 群 , y, 《X,Y ,Ys,7o) 满足 乘法 表 19. 1 
表 19.1 7 冬 法 表 
加 be Y 为 
加 加 为 7 LA 
nn n 一 加 一 六 六 
Ye A3 LA 一 加 < 本 
为 为 Er 的 


表 19. 1 中 矩阵 满足 性 质 
闫 笑 王 一 和 的 入 二 为 ?1 入 为 生 一 力 7 乱 竹 过 和 贡 ， 为 帮 一 ”为 间 力 太 过 和 沪 


(19. 3. 10) 
或 
Xi 一 一 eaykt， (iyjyk = 1,2,3) (19. 3. 11) 
(Mi 十 Xyi) 一 0， (ii) (19. 3. 12) 
并 有 
T17273 = Yo (19. 3. 13) 


所 以 X,Y，y3，Yo 为 四 元 数 ,而 Dirac 给 出 的 x 函数 为 十 六 元 数 ,前 者 比 后 者 具有 
更 高 的 对 称 性 ,这 也 是 第 十 六 章 中 由 Dirac 旋 量 方程 导出 四 维 Maxwell 矢量 方程 
的 原因 。 
入 矩阵 作为 描述 四 维 时 空 性 质 的 群 表示 ,可 以 在 Minkowski 空间 给 出 各 个 象 
限 的 时 空 变换 关系 , 式 (2. 2. 12) 可 改写 成 坐标 变换 形式 
人 


a 2 


了 
ne] | 1) (1) (Ls 过 = 


jyy| | \a 也 a 也 a v ac | jy 
1 着 要 : 
jx (+ 1!) (+ 1)2¥ 1+( 1 1!) 要 jv | |jysz 
yort a vv a v a v ac Yodt 
jv 地 和 工 
CC ac ac a 
(19. 3.14) 


对 应 分 量 形式 为 
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nz =nzt (1) Ge TE, z+ yot 
yy 一 jy 十 合生 1 1)z “ en z+ yot 
(19. 3.15) 
ys nz+ (i ~ 工 十 殖 y . 
Nt = i( ) 


式 (19. 3.14) 和 (19. 3. 15) 刻 画 了 Minkowski 几何 的 时 空 性 质 ,可 以 说 % 矩阵 与 四 
维 时 空间 的 遍历 性 有 关 。 将 式 (19. 3. 14) 作 内 积 , 有 


jz 
inz iNy —inz Yta’) jy 
jz 
yd’ 
ji 
= 一 这 > ihy ine xie) | 1 (19.3.16) 
pd 
注意 到 式 (19. 3. 7) , 则 式 (19. 3. 16) 可 写 为 时 空间 隔 不 变量 形式 
Cry =r ye (19. 3.17) 


显然 ,时 空 变换 关系 式 (19. 3. 14) 的 群 表示 为 SU(4) 群 。 
在 四 维 椭圆 空间 , 7 矩阵 作为 基 元 n 的 四 维 矩 阵 表示 可 构成 与 式 (18. 5. 1) 类 
同 的 Hermite 四 元 数 
QR) = {a: a = aiyo 十 azyi + ayys 十 aeysjatyazyayyae E R} 
(19. 3. 18) 
注意 到 y; 的 性 质 , 式 (19. 3. 8) 与 (18. 5. 2) 类 同 , 式 (19. 3. 10) 与 (18. 5. 3) 类 同 。 取 
a 一 dyazr 一 Zay 二 yya: 一 zx, 变换 矩阵 (19. 3. 14) 改 写 为 


tt 


， a 了 a 也 ac 
Nz Vv 1 亿 1 vo wl||"T 
站 Uy 7 1 和 
yy a (3 1) vw 1+ ( a 2 ( ) 了 2 ac | | my 
/| = 
sz 1 VaVz 1 UyUs 1 ve | | yz 
1) 二 一 1 下 位 
od” (< 1) 了 2 (a ) vw? 1+(3 ) ac Yodt 
下 区 1 
ac ac ac a 


(19. 3. 19) 
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时 空间 隔 不 变量 为 
Tx Tx 
人 | zy Yay 
Hz’ yiy riz yia’) a = (Hz yiy yiz yta) 2 
3 3: 
yoda” Yoct 
(19. 3. 20) 


或 
QTQ = zy? 十 xz? 二 CF 十 TI 十 YY 十 = 二 Qt+Q 
(19. 3. 21) 
式 (19.3,21) 与 (18.5.5) 类 同 。 时 空 变换 关系 式 (19. 3.19) 的 群 也 表示 为 
SU(4) 群 。 


19.4 ”三维 时 空 的 单位 球 


Minkowski 复 空间 和 Euclidean 复 空间 可 分 别 引 入 两 类 超 复 数 X(Cc ,地 ) 和 
Y(q ,证 )，, 其 中 , 产 为 三 维 Euclidean 空间 位 和 撩 。 将 两 类 超 复 数 分 别 作 内 积 ,它们 的 
单位 模 在 实 空间 ECa ,7) 通过 联 立 方程 (2. 1. 30) 可 直观 地 用 单位 球 的 半径 表示 。 
作为 特例 讨论 三 维 复 空间 的 单位 球 ,可 建立 两 类 三 元 数 模 方 的 联 立方 程 

X* eX=e—r y= r y=Y* .Y=1 (19.4.1) 
Euclidean 复 空间 Ela , 访 ) 中 , 超 复 数 Y(a ,这 ) 的 虚 部 产 看 做 二 维 实 Euclidean 平 
面 (z,y) 中 的 位 矢 , 有 疗 == zx 而 十 y 训 ,7 二 工 十 ,在 Elc, 广 ) 的 横 轴 a 处 取 截 
面 这, 访 ) 冯 和 方 为 二 维 空间 坐标 。 显 然 截面 ( 运 , 这 ) 中 所 有 的 位 矢 , 包 括 这 都 与 
过 正 交 , E(d ,这 ) 可 看 做 Euclidean 三 维 正 交 复 空间 。 取 复 向 量 Y 一 a 十 放 , 向 量 
的 模 为 
lIY|=L= (er+z+y)i (19. 4. 2) 
当 工 一 1，, 在 三 维 实 空间 Ela ,7) 中 对 应 
单位 球 ,如 图 19. 1。 满 足 
CR+z+y =1l (19.4.3) 
同 理 , 在 三 维 Minkowski 复 空间 
中 , 也 将 超 复数 X(c ,并 ) 的 虚 部 看 做 
二 维 实 Euclidean 平面 (z,y) 中 的 位 矢 。 
超 复数 的 实 部 cx 与 虚 部 产 正 交 。 取 复 向 
量 X= a 十 放 , 超 复数 的 模 为 
IXl=R= (CF—z—y) 
《19.4.4) 图 19.1 三 维 Euclidean 空间 的 二 维 截面 图 
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当 R=1,|a|> |7|, 在 三 维 双 曲 复 空 
间 五 (a, 运 ,i) 的 类 时 区 是 以 a 为 对 称 
轴 的 一 对 旋转 双 曲 面 
Cr—r—y=1 (19.4.5) 
双 曲 面 上 的 单位 模 对 应 三 维 实 空间 
Ela ,六 ) 中 式 (19. 4. 3) 的 单位 球 。 将 式 
(19.4.5) 与 (19.4.3) 联 立 即 为 式 
(19. 4. 1) 。 
图 19. 2 中 类 时 区 |x | > || ,在 三 
图 19. 2 三 维 Minkowski 空间 中 二 维 截 面 图 维 Minkowski 复 空 间 a 轴 的 C 点 处 作 
二 维 截面 。 二 维 截面 上 (jz,jy) 中 所 有 位 矢 包括 并 都 与 a 正 交 , 二 维 截面 (iz,jy) 
可 看 做 三 维 旋 转 双 曲面 在 C 点 处 的 正 交 投影 。 在 五 (c , 迄 ,jy) 的 类 光 区 ,对 应 三 
维 旋转 锥 面 一 xz? 一 二 0。 旋转 锥 面 在 a 轴 的 正 交 投影 截面 为 平面 jz,jy)， 
截面 上 的 空间 矢量 也 都 与 a 轴 垂 直 , 并 有 关系 |7| 二 |a|。 


19. 5 ”四 维 球 谐 函 数 和 单位 球 
四 维 Euclidean 复 空 间 E(a , 记 ) 中 , 超 复 数 Y(ca , 访 ) 或 Y= a 十 记 的 虚 部 是 


三 维 空间 位 矢 , 子 三 zi 十 ys 十 鞠 3,7 三 工 十 六 十 民 。 四维 Euclidean 复 空间 的 
模 为 


lIY|=L= (e+r) (19.5.1) 
式 (19. 5. 1) 在 四 维 实 Euclidean 空间 ECc, 产 ) 中 为 坐标 变换 不 变量 。 工 一 1 时 为 四 

维 单位 球 : 
LD =c8+z 二 十 必 = 二 1 (19. 5. 2) 

四 维 Euclidean 复 空间 ECa ,这 ) 可 i 

看 做 二 维 超 复 平面 ,其 中 二 维 超 复数 Y 
三 十 话 的 实 部 为 a，, 虚 部 为 产 。 以 原点 
为 圆心 ,以 L = 1 为 半径 ,在 超 复 平面 可 
画 单位 圆 ,如 图 19. 3。 将 关 看 做 三 维 空 
间 位 矢 , 则 四 维 空间 的 单位 球 与 二 维 超 
复 平面 的 单位 圆 是 类 同 的 。 在 超 复 平面 
a 轴 的 C 点 处 取 垂 线 交 单位 圆 ,这 条 单 
位 圆 的 截 线 在 四 维 Euclidean 实 空 间 中 
就 等 同 于 半径 为 > 一 ( 芝 十 光 十 过 二 的 图 19. 3 四 维 Euclidean 复 空间 的 三 维 堆 而 图 
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球面 , 且 该 球面 的 位 矢 以 及 坐标 轴 z,y*z 均 与 ct 轴 正 交 。 我 们 可 以 这 样 来 想 
象 ,两 个 正 交 的 二 维 单位 圆 可 以 构成 一 个 三 维 单位 球 , 而 一 个 二 维 的 单位 圆 与 一 个 
三 维 单位 球 正 交 ,就 可 以 构成 一 个 四 维 单位 球 。 四 维 球 在 三 维 空间 的 投影 为 一 个 
三 维 球 ,三 维 球 的 空间 坐标 及 全 部 空间 位 矢 都 与 时 间 坐标 正 交 。 如 果 我 们 有 一 个 
四 维 的 西瓜 , 当 把 它 切 开 时 可 以 发 现 ,四 维 西瓜 的 切面 不 是 平面 ,而 是 三 维 球面 ,这 
个 球面 沿 时 间 轴 方向 的 直径 长 短 与 切 瓜 速度 快慢 有 关 。 
同样 可 以 分 析 四 维 Minkowski 复 空间 的 单位 模 曲 面 。 在 双 曲 超 平面 H (4 ,六 )， 
类 时 区 |d | > || 内 , 超 复数 X 一 a 十 坟 的 虚 部 六 二 z 十 yi 十 硫 ;,7? 三 二 十 
电 十 好。 四 维 模 为 
IX|=R= (ez—z—y—2|)t (19. 5. 3) 
当 RR = 二 1, 四维 Minkowski 复 空间 
了 (cd ,jz,jy,jz) 类 时 区 对 应 一 对 以 a 为 
对 称 轴 的 单位 双 曲 旋转 面 “ 
PF—r—y—2=1 
(19. 5. 4) 
四 维 双 曲 旋转 面 在 时 间 轴 的 横 截面 为 三 
维 球面 ,如 图 19.4。 式 (19.4.1) 可 推广 
到 四 维 双 曲 复 空间 ,由 Gudemannian 机 
数 ,四 维 Minkowski 复 空间 的 类 时 区 与 
四 维 Euclidean 复 空 间 的 全 空间 可 建立 图 19.4 四 维 双 曲 复 空间 的 三 维 截面 图 
起 一 一 对 应 的 同 构 关系 ,使 Minkowski 复 空 间 四 维 单位 模 曲面 可 用 四 维 实 Euclid- 
ean 空间 E(a ,7) 的 四 维 单位 球 等 效 表 示 。 
当 |e|< || 时 对 应 类 空 区 , 取 ean 轴 的 辐 角 ,由 式 (1. 1. 24) 有 
ch2$ 一 sh2g = (19. 5. 5) 
在 二 维 超 复 平面 中 , 式 (19. 5.5) 为 以 六 dm 在 四 维 双 曲 复 空 
间 的 类 空 区 , 式 (19. 5. 5) 等 效 于 四 维 单位 双 曲 旋转 面 


cr—r2—y—2z=—1l (19. 5. 6) 
式 (19. 5. 6) 为 四 维 双 曲 复 空间 类 空 区 所 对 应 的 时 空间 隔 不 变量 。 
当 |a|= |z| 时 ,对 应 类 光 区 ,有 关系 
|chp|= |shp| = |chg| = | shg| (19.5.7) 
或 
pt (19. 5. 8) 


式 (19. 5.7) 和 (19. 5. 8) 为 式 (19. 5.4) 及 (19. 5. 6) 的 渐 近 锥 面 。 作 a 轴 的 垂直 截 
面 ,得 到 四 维 渐 近 锥 面 的 横断 面 亦 为 三 维 球面 cz = zz 十 十 忆 。 四维 双 曲 复 空 
间 的 类 光 区 与 四 维 实 Euclidean 空间 Ela ,7) 的 原点 相对 应 ,也 就 是 说 , Minkows- 
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ki 复 空间 的 类 光 区 在 Euclidean 复 空间 没有 连通 的 几何 对 应 区 域 。 由 于 类 光 区 在 
物理 中 为 类 光 粒 子 的 对 应 区 域 ,如 果 能 描述 类 光 区 局 域 性 质 ,就 可 以 拓展 数学 和 物 
理 的 研究 领域 ,这 也 是 建立 相对 论 和 量子 力学 的 统一 数学 框架 的 切入 点 。 


19. 6 四维 球 的 面积 和 体积 


为 了 更 好 地 理解 四 维 球 的 面积 和 体积 的 计算 方法 ,作为 特例 ,我 们 首先 讨论 三 

维 时 空 球 的 面积 和 体积 。 三 维 Euclidean 空间 E(a,7) 可 以 写成 球 坐 标 形式 
下 (L,g,%， 满足 关系 
L= (ce8+z +y)} 


(THI rr 
Vt gt (19.6.1) 


8 一 tanrl 之 
I 
r= Lsingsing 
b = Leosbsinyg (19. 6. 2) 
= Leosy 
取 三 维 体积 元 dV = L?sinydLd6dy, 则 三 维 时 空 球 的 体积 和 面积 可 分 别 写作 
L 2r 
V= |LzdL|sinpdp|dg = ArL: (19. 6. 3) 
ee 
S=1°|singay| d0 = 4nL? (19.6.4) 


0 0 


四 维 Euclidean 实 空间 可 以 写成 相应 的 球 坐标 形式 EC(L,90,6,y), 满足 关系 
工 一 (cz 戎 十 到 十 曙 十 好 六 
4 = tanm[ 寺 全 十 郊 十 2 
0= tm [le +y)t] (19. 6. 5) 
ao 人 
工 一 工 singsinmsiny 
y 一 Lsinbcosaisiny 
z 一 工 cosgsiny 
d= Lecosy 


(19. 6. 6) 
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sin26 十 cos26 一 1 (19. 6.7) 
sin? 峭 十 cos? 几 一 1 
式 (19. 6. 5) 至 (19. 6. 7) 是 四 维 球 坐 标 形式 E(L,0,6,y)。 取 四 维 体积 元 


| cos20 一 1 


Ve= Jas = [Hag (19.6.8) 
其 中 ， 
_|/azy, /ey\:, 1az\ /9a\’|i 
蕊 =| (车 ) + (总 ) +( 问 ) + (器 ) (19.6.9) 
有 
Hi=1 
H, = Lsing 
H, = Leingsiny (19. 6. 10) 
应 ;二 
则 四 维 空间 的 体积 元 为 
dV = Lesing sin*ydLdbgdady (19.6.11) 
四 维 单位 球 的 体积 和 面积 可 分 别 写作 


了 2x 
v= jearj sinzyagj singag|aa = = C+) 
0 0 0 0 
(19. 6. 12) 
2 
.S= zc| sintyay| singag [ds 一 23 一 272 (cz 如 十 天 二 (19.6.13) 
0 0 


0 


四 维 球 的 半径 与 时 间 有 关 , 三 维 球 可 看 做 是 四 维 球 在 三 维 空间 的 投影 。 
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奇 点 和 迷 向 矢 是 数学 中 的 一 个 难题 ,也 是 现代 物理 学 涉及 的 一 个 关键 问题 , 它 
可 能 是 打开 相对 论 和 量子 力学 一 元 化 表述 的 钥匙 。Hawking 想 通 过 对 弯曲 
Riemann 时 空 的 奇异 区 进行 时 空 量子 化 并 给 出 度量 ,从 而 能 建立 量子 引力 理论 ,使 
奇 点 由 于 量子 效应 而 不 再 出 现 ,并 解决 广义 相对 论 与 量子 力学 的 关联 问题 ,但 这 些 
努力 至 今 还 未 让 人 看 到 希望 的 曙光 。 其 实 ,量子 力学 并 没有 建立 在 弯曲 的 Rie- 
mann 时 空中 , 奇 点 也 不 仅 是 弯曲 时 空 关注 的 焦点 , 平 直 Minkowski 时 空 的 类 光 区 
就 是 一 类 无 限 大 奇 点 或 迷 向 区 。 尽 管 Minkowski 时 空 与 Riemann 时 空 的 奇 点 问 
题 具 有 较 大 区 别 ,但 Minkowski 空间 类 时 区 与 类 光 区 的 联系 ,可 能 为 寻找 狭义 相 
对 论 和 量子 理论 的 共同 数学 基础 提供 了 一 个 突破 口 ,为 有 静止 质量 的 微观 客体 与 
类 光 粒 子 之 间 的 耦合 找到 一 个 具有 深层 次 内 在 关联 的 几何 解释 。 

从 数学 角度 分 析 Minkowski 时 空 性 质 ,首先 应 定义 时 空 元 数 的 运算 规则 , 冉 
予 四 维 空间 以 代数 结构 ,建立 一 套 非 欧 空间 的 公理 体系 ,进而 建立 广 域 泛 函 分 析 的 
系统 理论 。 将 类 时 区 和 类 光 区 进行 定向 量子 化 , 找 出 类 光 区 和 类 时 区 之 间 的 几何 
关联 ,可 能 为 解决 奇 点 问题 乃至 建立 狭义 相对 论 与 量子 理论 一 元 化 表述 英 定 数学 
基础 。 在 以 下 几 章 中 试图 用 Minkowski 复 时 空 为 原 空间 ,建立 一 套 与 非 欧 几何 相 
对 应 的 代数 结构 和 分 析 结构 ,为 量子 力学 找到 一 个 涵盖 非 欧 几 何 \ 代 数 以 及 泛 函 分 
析 并 能 与 狭义 相对 论 通 用 的 数学 基础 。 与 Hawking 不 同 的 是 ,这 套 理论 对 应 的 是 
平 直 Minkowski 复 时 空 , 而 不 是 弯曲 Riemann 时 空 。 我 们 追寻 的 目标 是 狭义 相对 
论 与 量子 理论 的 一 元 化 表述 ,而 不 是 广义 相对 论 与 量子 力学 的 关联 问题 。 


20.1 Minkowski 复 平面 的 对 称 性 与 半 线 性 空间 


将 二 维 复 平面 互 与 Minkowski 几何 相对 应 , 按 狭义 相对 论 中 对 Minkowski 
几何 平面 的 区 域 分 类 , 亚 光速 区 称 为 类 时 区 , 超 光速 区 称 类 空 区 ,依次 用 Ci(i = 
1,…,8) 表示 ; 光 或 电磁 场 对 应 区 域 为 类 光 区 ,用 盛 (i = 1,…,4) 表示 , 复 平面 
五 =CU ES。 

图 20. 1 中 , C 被 中 和 坐标 轴 分 割 成 八 部 分 ,依次 记 为 C,Cz,，…,Ca; 号 被 C 分 
成 四 部 分 ,依次 记 为 马 ,…, 纪 。 将 复数 互 看 做 实 域 尺 上 二 维 空间 ,由 式 (1. 1. 12)， 
分 别 在 Ci:(i = 1,2,…,8) 和 互 (k = 1,…,4) 中 对 复数 作 加 法 运算 ,满足 加 法 子 半 
群 的 条 件 ; 如 数 乘 运算 记 为 :RXH 一 日,(a,a) >aa, 在 双 曲 复 平面 可 抽象 出 半 
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线性 空间 。 


图 20.1 双 曲 复 平面 的 区 域 分 类 


定义 20.1 设 S 为 复数 X 的 含有 零 元 的 加 法 子 半 群 , 下 是 非 负 全 体 所 成 集 。 
定义 数 乘 运算 , F XS 一 S, 满足 : 

(1) (ab)X = a(bX) 

(2) (a+DX=aX+bX 

(3) a(X+Y) =aX+aY 

(4) 1X=X 
则 称 S 为 半 线 性 空间 。 

定理 20.1 Ci(i 二 1,2,…,8) 和 所 (k 二 1,…,4) 均 为 电 的 含有 零 元 的 加 法 
子 半 群 。 

证 明 : ” 复 平面 H = CU ES, 由 于 每 一 个 Ci(i==1,2,…,8) 和 所 (一 1 
4) 均 含有 零 元, 故 只 需 再 证 它们 为 昌 的 加 法 子 半 群 即 可 。 先 证 Ci 为 五 的 加 法 子 
半 群 , Ya 十 jb,c 十 jd € Ci, 当 a 十 这 与 c 十 jd 至 少 有 一 项 为 零 元 时 ,显然 有 (a 十 
地) 十 (c 十 jia) € Ci 当 a 十 这 及 c 十 过 均 不 为 零 元 时 ,由 aa 之 8 之 0,c>d 过 0 可 
知 , (a 十 c) > (十 d) 之 0, 从 而 , (a 十 j6) 十 (c 十 jd) = (ae 十 c) 十 jiCO 二 da EC， 
故 Ci 为 五 的 加 法 子 半 群 。 同 样 可 证 , Ci(i 二 2,…,8) 和 所 (k= 二 1,…,4) 为 甩 的 
加 法 子 半 群 。 

定理 20.2 Ci(i 一 1,2,…,8) 和 有 (RE 二 1,…,4) 均 为 五 的 半 线 性 空间 。 

证 明 : 先 证 Ci 为 半 线 性 空间 。 由 于 Ci 为 互 的 含有 零 元 的 加 法 子 半 群 , 定 
义 数 乘 运算 g :下 X Ci 一 Ci 为 了 | mc (在 开 XC 上 的 限制 ), 则 VK E F,a 十 
jp,c 十 jiE C1,， 有 Kla 十 jb) E Ci, 且 满 足 定义 20. 1 的 条 件 (1) 一 (4), 从 而 ,Ci 为 
半 线 性 空间 。 同 样 可 证 ,Ci(i 二 2,…,8) 和 扎 (k 二 1,…,4) 为 半 线 性 空间 。 
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在 Ci 中 ,时 空 点 的 共 本 点 X ”CC Cs, 乘法 逆 元 X1! 也 在 Cs 中 。 同 理 ,时 空 
点 X 的 加 法 负 元 一 XX 在 Cs 中 。 因 此 ,在 互 中 均 可 找到 CiG 一 1,2,…,8) 和 
如 (& 二 1,…,4) 的 乘法 逆 元 和 加 法 负 元 ,从 而 可 以 在 互 中 定义 乘法 和 减法 。 
定义 20.2 设 S 为 半 线 性 空间 , S 的 所 有 共 斩 元 所 成 集 记 为 S”, 如 S" 构成 
半 线 性 空间 , 称 S* 为 S 的 共 堪 半 线 性 空间 ; S 的 所 有 负 元 所 成 集 记 为 一 S, 如 一 S 
构成 半 线 性 空间 , 称 一 S 为 S 的 负 半 线性 空间 ; S 的 所 有 道 元 所 成 集 记 为 S™, 如 
ST 构成 半 线 性 空间 , 称 S71 为 S 的 逆 半 线性 空间 。 
在 复 平面 瓦 中 , S* 、 一 S 及 S"! 构成 半 线 性 空间 是 显然 的 。 其 中 , Ci 与 Gs、 
Gz 与 Cr\G 与 Go、C4 与 G\ 扣 与 所 \ 避 与 马 互 为 共 屿 半 线 性 空间 ;Ci 与 C;、Cz 与 
GCC 与 CO、G4 与 Ca\ 如 与 马 \ 久 与 世 互 为 负 半 线性 空间 ;Ci 与 Ga\Cz 与 GC 
与 Cs ,Gs 与 C1 互 为 逆 半 线性 空间 。 
定义 20.3 设 Si .S: 均 为 半 线 性 空间 , 若 存 在 双 射 u: Si 一 Si 满足 : 
(1) ulat+p) = ula) + ulB) 
(2) x(aa) = aula) 
则 称 半 线 性 空间 Si 、S; 同 构 。 
定理 20.3 作为 H 中 半 线 性 空间 , C;(i = 2,…,8) 两 两 同 构 , SB (k = 1,*…， 
4) 两 两 同 构 。 
证 明 :” 取 映射 fi:C>Cat+jd>6b+ia 
:Ca 一 Ca 十 这 一 一 4 十 这 
及 :Ce 一 Ca 十 及 一 一 0 一 ja 
fi:C Cat+jbdb—>a—ib 
fs1Cs Cat+jd b+tija 
fei Ce 一 Ca 十 亡 一 一 4 十 边 
万 :CT 一 Caa 十 亡 一 一 0 一 ja 
户 至 fi 均 为 半 线 性 空间 的 同 构 映射 。 同 理 ,对 类 光 区 取 映 射 
miAB>B,at+jh >—at+jb 
mz :BB,ai+jd a—jb 
ma:B—E,a 二 一 一 a 十 训 
也 为 半 线 性 空间 的 同 构 映射 。 


20. 2 ”Minkowski 复 平面 的 奇异 性 


在 复 平面 及 ,S 和 一 S 互 为 负 半 线性 空间 , { X。 } 为 S 中 的 点 列 ,{ 一 X。 } 为 
一 S 中 的 点 列 。 将 X。 一 Xo 看 做 是 S 中 元 数 X。 与 一 S 中 元 数 一 Xo。 的 直 和 , 亦 可 
看 做 S 中 元 数 X, 与 X。 的 减法 ,在 复 平面 五 可 定义 减法 运算 。 
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定义 20.4 复 平 面 互 , 设 S、 一 SC HH 互 为 负 半 线 性 空间 , 取 元 数 X, € S, 一 
Xn E 一 S,S 与 一 S 的 直 和 S 名 -SC H, 称 X, 一 X。E€ 瓦 ,为 互 的 减法 , 吾 构 
成 线性 空间 。 | 

复 平面 五 中 ,复数 的 减法 具有 很 重要 的 几何 意义 和 物理 意义 。 例 如 ,狭义 相 
对 论 中 经 常 说 两 个 未 来 物理 事件 X 和 Xs 的 时 空间 隔 为 X 一 Xi， 在 几何 上 就 是 
两 个 时 空 点 的 差 值 。 如 取 S 对 应 类 时 区 的 未 来 时 光 锥 , 则 一 S 应 为 过 去 时 光 锥 ,但 
S 和 一 S 的 直 和 曲解 了 物理 事件 时 空间 隔 的 时 间 含 义 。 这 涉及 时 间 的 流向 ,也 涉 
及 Minkowski 时 空 的 物理 诠释 ,在 第 三 章 进 行 的 时 间 正 定性 分 析 与 Minkowski 时 
空 的 代数 性 质 有 关 。 另 外 , 半 线 性 空间 中 减法 不 封闭 , X, 一 X。 一 Xi E H, 在 S 
中 , X。 与 X 的 连 线 处 于 不 同 的 时 空 方位 ,决定 了 X 的 取 值 不 同 。 即 X 在 互 中 
可 分 别 属于 类 时 区 、 类 光 区 及 类 空 区 ,这 是 Minkowski 复 平面 所 独 有 的 奇异 特性 。 
由 于 复 平面 有 H 具 有 时 空 方向 异性 的 特点 ,使 该 空间 的 连通 区 域 C 与 零 因子 区 域 已 
取得 了 几何 上 的 关联 ,物理 上 可 能 为 有 静 质 量 粒子 与 光量 子 的 耦合 提供 了 理论 
诠释 。 

定义 20.5 取 YXEC,9EBS,a,d € RR。 形 如 aX 的 元 数 称 为 同类 因子 , 形 如 
8 的 元 数 称 为 同类 零 因子 。 

在 复 平面 五 的 同一 半 线 性 空间 S 中 ,元 数 的 减法 (或 S 的 元 数 与 一 S 元 数 的 
直 和 ) 具 有 如 下 性 质 : 

“性 质 1 车 9,、9. € 妃 (i 二 1,2,3,…), 且 为 同类 零 因 子 ,4ER, 则 0, 一 0, 一 
dg。E€ 号 , 亦 为 同类 零 因子 , bp 为 单位 零 因 子 。 

性 质 2 取 4Z >0,peE ES, 若 X、X。E CiGi 一 1,2,3,…)， 且 为 同类 因子 , 满 
足 l- 

X,— Xn = dbo ES (20. 2.1) 
则 过 X, 及 Xn 两 点 的 直线 ( 称 为 世界 线 ) 平 行 或 垂直 于 ES。 
性 质 3 取 o>>0, 若 Xo、X、XnE Ci(i 二 1,…), 且 为 同类 因子 ,满足 
X,— Xn 一 aXo EC (20. 2. 2) 
则 过 X, 及 XX 两 点 的 直线 ,不 平行 且 不 垂直 于 全。 

性 质 3 中 , 取 Xo,Xi,Xs,…,X。E€ CiG 二 1,2,3,…), 在 同一 直线 , 满足 式 
《20. 2. 2), 且 复元 数 X, = a:X。E€ Ci(l 二 1,…) 实 部 与 虚 部 的 比值 相同 。 由 同类 
元 的 概念 可 抽象 出 同类 集 、 同 类 族 以 及 同类 格 。 

定义 20.6 复 空 间 H=CUZE, 同类 ( 零 ) 因 子 ， Xo XI，Xz，…Xn GE (号 )Ci， 


>04= 2,3D， 有 吕 一 局 闷 一 已 ooXo, 称 吕 为 同类 ( 零 ) 因 子 的 集合 ， 


简称 同类 集 。 
作为 同类 ( 零 ) 因 子 在 平 直 几何 空间 的 集合 或 同类 集 ,往往 对 应 一 条 直线 称 为 
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世界 线 ,在 物理 中 可 对 应 客体 的 时 空 轨迹 。 对 于 相互 平行 的 同类 集 可 定义 同类 族 。 
定义 20.7 理 = CU 5S, 半 线性 空间 C; 或 S;(i 二 1,2,3,…) 中 的 同类 集 U 


一 岂 Xe 和 U = 局 Co 十 X), 对 应 有 Xi,Xi 十 X,Xm,X 十 X E Ci( 或 


所)(i 二 1,2,3,…)，, 满足 关系 式 Xi 一 X。 一 X,, (Xi € 日 ) 构成 同类 集 , 则 在 C; 或 
瑟 (i 二 1,2,3,…) 中 U /U', 称 为 平行 同类 集 或 同类 族 , 记 为 (U}。 

定义 20.8 复 空间 及 一 CUS, 取 HH 为 Ci 或 8, 同类 族 {U} = {UX")， 
和 Xn E Hi(k,m 二 1,2,3,…,n)，, 同类 集 X, 一 X。 二 Xi, € Hi; 另 一 同类 族 {U7'} 
二 {U(X 二 XD)) ,XX%E HiCkym 二 1,2,3,…,m), 使 同类 集 X 一 X 二 Xi 
e 天 , 则 {U} U {U') 称 为 同类 格 空间 ,简称 同类 格 。 当 Xe,X。 E Ci ,Xe 一 Xe 一 
Xi € 妃 , 同类 族 {U) 和 {U'} 与 马 平行 或 垂直 ,并 具有 正 交 关系 {U} 上 {U'}, 称 
正 交 同 类 格 空间 ,简称 格 空间 。 

式 (20. 2. 1) 具 有 非常 重要 的 数学 意义 和 物理 意义 。 从 数学 角度 , Minkowski 
空间 具有 方向 奇异 性 , 式 (20. 2. 1) 使 连通 区 域 C 与 零 因子 区 域 吕 在 形式 上 取得 了 
几何 关联 ,表示 真空 的 奇 点 不 再 是 孤立 的 ,类 时 区 、 类 空 区 以 及 类 光 区 也 不 再 是 互 
不 相干 的 几何 区 域 。 所谓 的 真空 不 空 ,真空 的 极 化 等 物理 现象 都 可 以 在 
Minkowski 空间 通过 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 联系 得 到 数学 解释 。 同 一 类 时 区 域 
Ci 中 两 个 时 空 点 的 连 线 平行 或 垂直 类 光 区 三, 满足 式 (20. 2. 1) 或 有 

Xs 一 Xi 士 由 (20.2.3) 
即 双 曲 Minkowski 复 平面 的 类 时 区 域 C 上 任 一 时 空 点 Xz， 都 可 用 同一 类 时 区 域 
中 另 一 时 空 点 Xi 与 类 光 区 域 号 中 的 时 空 点 dg 的 代数 和 来 表示 。 当 X, 一 X， 二 d6 
EB 和 X' 一 X= d0* € BB, 格 空间 将 Minkowski 的 类 时 区 和 类 光 区 通过 时 空格 
式 化 的 形式 联系 起 来 ,为 Minkowski 空间 的 格式 化 以 及 所 抽象 出 来 的 广 域 Hil- 
bert 空间 的 分 立 结构 莫 定 了 理论 基础 。 

从 物理 角度 ,如 果 用 类 时 区 的 同类 和 集 描述 有 静 质 量 粒 子 的 运动 规律 ,用 类 光 区 
的 同类 集 描述 光量 子 的 运动 轨迹 ,类 时 区 与 类 光 区 的 几何 关联 ,能 在 有 静 质量 粒子 
吸收 或 放出 光量 子 时 ,给 出 关于 它们 具有 因果 性 质 的 几何 解释 。 当 然 这 需要 分 别 
对 类 时 区 和 类 光 区 进行 度量 化 ,特别 是 需要 找 出 类 光 区 的 局 域 性 质 和 邻近 关系 。 
如 果 能 对 Minkowski 空间 定向 格式 化 和 量子 化 就 可 能 使 量子 力学 得 到 一 种 几何 
解释 ,这 也 正 是 Hawking 所 追求 的 奇 点 可 以 通过 连通 区 域 同 类 元 数 特定 方向 的 代 
数 差 来 消除 ,并 且 奇 点 的 量子 化 可 以 通过 连通 区 域 中 元 数 的 非 质点 相 格 来 刻画 。 
所 不 同 的 是 ,这 里 是 Minkowski 平 直 空间 的 量子 化 ,而 不 是 Hawking 所 说 的 弯曲 
空间 量子 化 问题 。 

例 20.1 考虑 性 质 2, 由 连通 区 域 C 与 零 因子 区 域 台 的 关联 ,在 双 曲 复 平面 
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H(a ,jz) 的 Cs 中 取 时 空 点 Xi == 3 十 j10, Xs 一 2 十 j9,Xs 一 4 十 j9,X4 一 4 十 jl1， 
Xs 二 2 十 j11, 则 Xi 、Xz 及 X4 的 连 线 平行 于 马 (或 垂直 于 忌 ); X1、Xs 及 Xs 的 
连 线 平行 于 忆 ( 或 垂直 于 马 )。 有 关系 Xi 一 Xs 一 1 十 jE 已 ,X: 一 Xs 一 一 1 十 jE 
及 ,和 一 X4 一 一 1 一 j 6 尽 ,X 一 Xs 一 1 一 jE 马 。 

例 20.2 由 性 质 2 和 性 质 3, 将 图 20. 1 的 复 平面 HCa ,jz) 在 Ci 中 取 时 空 点 
X 一 dd 十 jr, 选取 Xi 一 5 十 j2,Xs 一 7 十 j3,Xs 一 6 十 j4,X4 一 6 十 j3,Xs 一 6 十 
j, 有 AXi = Xs 一 Xi 二 2 十 j € Ci,AX! 为 类 时 区 的 时 空 点 ; AX: 二 Xs 一 Xi 一 1 
+j2 € Cz, AX 为 类 空 区 的 时 空 点 ; AX: 二 X4 一 Xi 二 1 十 j € 已 ,AXs 为 类 光 区 
的 时 空 点 ; AX4 一 Xs 一 Xi 二 1 一 j € 名 ,AX4 为 类 光 区 的 时 空 点 ,并 于 AXs: 相互 
复 共 配 。 

定理 20.4 对 YX.、X- E C, 且 在 同一 连通 区 域 , 当 X。、X。 线性 无 关 时 ,有 
H= |aX, +6Xn,a,b € R|. 

在 复 平面 考虑 了 零 因子 或 类 光 区 的 元 数 不 能 作 除 数 ,可 定义 复数 的 除法 运算 
如 下 所 示 。 

定义 20.9 ”对 双 曲 复 平面 及, 取 元 数 Xi ,Xs € H,Xi = a 十 jb1 ,Xz 一 az 十 
jbs, 且 Xs 从 S, 有 


,Kl 一 Ratib a bb | :abs — ba 
XX 一 守 一 和 人 一 i (20.2.40 


称 Xi/X: € HH, 为 五 的 除法 。 
作为 除法 的 特例 ,如 果 Xi。 Xz 一 1, 则 Xi 与 Xz 一 Xi 互 为 逆 元 。 


例 20.3 在 双 曲 复 平面 的 C 中 取 时 空 点 X 一 5 十 了 2 € C1, 逆 元 Xi! 一 让 一 


j 训 ECGs,Gs 与 互 为 逆 半 线性 空间 ; 双 曲 复 平面 的 C 中 取 时 空 点 Xs 一 2 二 j5 E 
Ca, 道 元 Xi' 一 一 部 十 部 EG， 则 Gs 与 Cs 互 为 逆 半 线性 空间 。 


在 四 维 双 曲 能 量 动量 复 空间 中 ,四 元 数 可 表示 为 HCp。,j) = 有 H (上 , 沁 ) ,由 


定义 20.4 取 能 量 动量 四 元 数 的 减法 为 P, 一 P, (jv 二 0,1,2,3)。 其 中 , P, € S， 
一 P, € 一 S,S、 一 SCH 互 为 负 半 线性 空间 , 作 S 与 一 S 中 元 数 的 直 和 , 已 一 已 E 
五 为 线性 空间 。 四 维 双 曲 能 量 动量 复 空间 可 看 做 双 曲 超 复 平面 ,也 具有 方向 异性 
的 特点 ,由 性 质 2 满足 (14. 2. 3) 关 系 式 

了 .一 忆 一 de 
其 中 , P, 和 PP, 的 连 线 平行 或 垂直 零 因子 区 号, 为 号 的 单位 零 因子 ,d' ER。 在 双 . 
曲 能 量 动量 复 空间 , 零 因子 区 台 对 应 光量 子 的 能 量 动量 关系 ,有 关系 


竺 +jAF = dg。 (20. 2. 5) 
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式 (20. 2. 5) 将 有 静 质 量 粒子 的 能 量 动量 的 减 量 与 类 光 区 中 的 能 量 动量 联系 起 
来 ,这 为 中 微 子 等 类 光 粒 子 提供 一 个 几何 对 应 。 在 第 十 四 章 讨 论 Dirac 粒子 本 征 
态 能 级 嫉 迁 时 ,可 能 对 应 着 中 微 子 的 质量 间隙 ,表明 中 微 子 在 类 光 区 中 具有 光 的 速 
度 和 零 静 止 质量 , 即 高 速 运动 物体 质量 和 能 量 的 转变 关系 可 以 在 双 曲 复 空 间 找 到 
一 种 几何 对 应 。 也 就 是 说 , 双 曲 复 空 间 的 方向 奇异 性 ,使 平 直 的 Minkowski 复 空 
间 在 奇 点 区 与 连通 区 的 联系 中 获得 了 物质 性 ,这 种 物质 性 可 使 有 静 质 量 粒子 与 光 
量子 或 中 微 子 的 耦合 ,质量 亏损 以 及 光电 效应 等 量子 力学 基本 原理 具有 了 一 种 几 
何 解释 。 这 种 几何 解释 在 传统 理论 中 是 做 不 到 的 , 因为 在 广义 相对 论 中 只 有 弯曲 
的 Riemann 空间 才 具 有 时 空 物质 性 ,广义 相对 论 中 奇 点 是 受 物 质 分 布控 制 的 , 因 
而 物质 表现 了 明确 的 空间 位 置 特征 ,而 在 平 直 的 Minkowski 空间 中 人 们 并 没有 发 
现 这 种 受 物质 分 布控 制 的 奇 点 问题 ,也 就 忽视 了 平 直 时 空 的 物质 性 。 其 实 , 平 直 的 
Minkowski 复 空间 具有 物质 性 也 是 容易 理解 的 ,因为 物质 存在 的 最 基本 属性 是 它 
本 身 的 空间 形式 和 时 间 演 化 ,本 质 上 ,时 间 和 空间 是 脱离 不 开 物 质 本 身 的 存在 和 运 
动 而 单独 存在 的 。Einstein 将 时 间 和 空间 作为 整体 构成 了 Minkowski 几何 ,其 微 
分 对 应 能 量 和 动量 可 构成 四 维 动量 空间 ,而 质 能 关系 使 能 量 和 质量 发 生 转 变 ,也 就 
是 能 量 在 四 维 动量 空间 具有 了 物质 性 ,这 一 切 都 是 在 平 直 的 空间 完成 的 ,并 不 涉及 
所 谓 的 弯曲 空间 。 


20.3 Minkowski 几何 代数 


在 Minkowski 复 平面 任 取 非 零 元 4,r € H(a ,jr), 则 
L(a,jr) = {a +ajr |a€ R} (20. 3.1) 
为 H(a,jr) 的 二 维 子 空间 。 在 LCa ,jr) 中 定义 乘法 运算 “。”: 
(Git+ajr)° (dst azjr) = (chits tarar) 十 (diaz dt2a1)jr 
(20. 3. 2) 
则 [LCa ,jr), 十 ,。] 成 为 二 维 实 交换 代数 ,其 矩阵 表示 为 


s={:( 1)+>(， lzyeR| (20. 3. 3) 


Lei 一 Sa+arpe 人 jj+e(， 1 ) 为 代数 的 同 构 映射 。 La,jr) 的 


非 平凡 理想 为 如 下 主 理想 : 
(a 十 jm) = {all+jr) | a € R} 
(1 一 im) = {a(l—ijrn) |a€ R} 
令 SCd,jr) = al(l 十 jn) U a(1 一 jn), 为 双 曲 复 平面 的 零 因 子 区 。 在 图 20. 1 中 
S(c ,jr) 与 坐标 轴 将 双 曲 复 平面 LCa ,jr) 分 割 成 八 部 分 , Ci(i = 1,2,…,8) 和 


(20. 3.4) 
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尽 ( 二 1,…,4) 分 别 构成 半 线 性 空间 。 

在 式 (1. 1.13) 中 ,我 们 规定 了 双 曲 复数 的 点 积 ,并 由 此 导出 了 Lorentz 变换 式 
(1.1.19)。 所 以 双 曲 复 空间 的 Lorentz 变换 在 半 线 性 空间 S 中 满足 乘法 子 半 群 的 
条 件 。 但 在 四 维 双 曲 复 空间 ,Lorentz 变换 的 普遍 形式 (2. 2. 11) 不 满足 结合 律 ,所 
对 应 的 乘法 子 半 群 为 非 结 合 乘法 半 群 。 当 写成 式 (2. 2. 12) 的 矩阵 形式 时 ,四 维 
Lorentz 变换 的 普遍 形式 满足 结合 律 , 构 成 四 维 乘法 子 半 群 的 矩阵 表示 。 双 曲 复 
空间 的 类 时 区 C, 和 Cs 及 类 光 区 忆 各, 在 狭义 相对 论 中 具有 很 重要 的 地 位 ,讨论 
它们 的 代数 性 质 有 利于 狭义 相对 论 中 物理 问题 的 论述 。 

定理 20.5 在 二 维 双 曲 复 平面 的 类 时 区 C! 和 Cs 及 类 光 区 和 忆 中 分 别 作 
元 数 的 乘积 ,满足 封闭 律 和 结合 律 ,构成 了 H(c ,jr) 的 乘法 子 半 群 。 

证 明 :” 先 证 Ci 为 五 的 乘法 子 半 群 。YVa 十 jg,c 二 ja € GC, 由 a 之 b,c>d， 
令 a 一 5 十 A, 作 乘积 ,有 (a 十 jb)(c 十 jd) = (ac 十 如 ) 十 j(ad 十 be)。 因 为 (ac 十 td) 
={(6+A)c+ (a—A)d} =&+ad+Alc—d) >t+t+ad, 则 (ac 十 好 ) 十 jad +te) 
E C， 满足 运算 的 封闭 律 ; 由 {(e 十 jp)(c 十 ja)} Ce 十 ijP = (a 十 jb){(c 十 jd)(e 十 
jjP) } 满足 运算 的 结合 律 , 故 Ci 为 互 的 乘法 子 半 群 。 同 理 可 证 , Cs 及 名 , 和 三, 均 为 
五 的 乘法 子 半 群 。 

双 曲 半 线 性 空间 Cs = C? ,Cs 转 置 为 C;,， 有 Cs = Cs, 所 以 Ci 的 共 因 转 置 为 
Gs, 满足 Cs 二 C+。 上 文 分 析 中 Cs 又 是 Ci 的 负 元 区 ,所 以 Ci 的 共 罗 转 置 为 Cs 。 
Lorentz 变换 的 U, 矩阵 在 G 中 对 应 有 厄 米 共 斩 矩 阵 态 二 UW, 使 U, 。Ub = 二 Us。 
U, = 1, 了 为 单位 和 矩阵。 所 以 在 五 中 ,Lorentz 群 为 么 正 群 SU(n), 这 与 量子 力学 
中 群 的 变换 形式 是 相同 的 。 

定义 20.10 在 半 线 性 空间 S 中 ,集合 L(d ,jr) 有 加 法 运算 (十 ) 和 乘法 运算 
(。) ,并 且 满 足 :(L, 十 ) 构成 Abel 半 群 ,，(L，。) 构成 半 群 ,，(L, 十 ,。) 满足 左 、 右 分 
配 律 , 则 称 (L, 十 ,。) 构成 半 环 。 

显然 ,在 Minkowski 空间 中 , 半 线 性 空间 C 和 Cs 及 马 和 甩 中 的 集合 ,满足 
定义 20. 10, 均 可 构成 半 环 。 而 线性 空间 有 H 中 的 集合 ,添加 减法 运算 可 构成 环 。 

定义 20.11 设 S 是 体 玉 上 的 半 线 性 空间 , 若 在 S 上 定义 乘法 (*), 使 (S, 十 ,*) 
成 为 半 环 , 并 且 对 Ya € K,a,B8 € S, 有 

ala * PB) 一 (aa)。B 一 c。(op) 
则 称 S 是 体 K 上 的 半 线 性 代数 。 

半 线 性 空间 C 和 Cs 及 马 和 名 均 可 构成 半 线 性 代数 ;线性 空间 五 构成 线性 
代数 。 由 于 Minkowski 复 空间 具有 零 因子 区 ,对 于 复 域 添 加 零 因子 ,可 引入 广 域 
的 概念 。 

定义 20.12 体系 日 称 为 ( 复 或 实 ) 广 域 ,对 Va,B,Y € 日 满足 下 列 条 件 

(1) 理 中 有 两 种 运算 ,加 法 (十 ) 和 乘法 (。), 使 得 a 十 8 € Ha .PE H。 
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(2) 两 种 运算 满足 
交换 律 : at+B=B+a, a*°B=B*a 
结合 律 : (at+AP+Y=at+(B+7), (Ce ByY=ae (Be 7) 


乘法 对 加 法 的 左 、 右 分 配 律 : 
a° (B+7Y)=a*Biaey, (B+7) aa 一 Ba 二 ya 
(3) 存在 零 元 0, 使 得 a 十 0 = a, 0。a 一 0。 
(4) 存在 单位 元 1, 使 得 1。& = a。 
(5) 存在 零 因子 元 apB, 如 果 有 a。B = 0, 则 称 a.B 互 为 零 因子 。 
(6) 存在 加 法 逆 运 算 , 即 减法 (一 ), 使 得 a 一 a = 0, 从 而 a 有 负 元 一 a。 
(7) 存在 乘法 逆 运 算 , 即 除法 (二 ) ,使 得 a 二 a = 二 a。a7! 一 1, 从 而 a 有 逆 元 a 


= 士 ,H 中 零 元 和 零 因子 元 (奇异 元 ) 没 有 逆 元 ,其 他 元 数 (正则 元 ) 均 有 逆 元 。 


定义 20.13 广 域 妃 的 同类 格 空间 , 称 光 域 格 空间 ,简称 广 域 格 。 

定义 20.14 体系 互 称 为 ( 复 或 实 ) 广 体 ,， 如 果 定 义 20. 12 中 乘法 不 满足 交换 
律 , 即 存在 a.B € H,a。B 关 Ba。 

定义 20.15 如果 ( 复 或 实 ) 广 域 ( 广 体 ) 中 没有 零 因 子 , 则 该 体系 称 ( 复 或 实 ) 
域 ( 体 ) 。 

至 此 ,我 们 对 Minkowski 复 平 面 添加 一 些 代 数 结构 ,粗略 地 勾画 出 非 欧 几 何 
的 代数 框架 。 由 于 Minkowski 复 平面 具有 几何 奇异 性 , 零 因子 区 或 类 光 区 通过 运 
算 规 则 和 类 时 区 的 几何 联系 ,使 Minkowski 空间 的 奇 点 或 迷 向 区 域 也 可 以 通过 代 
数 结构 讨论 其 邻近 关系 和 局 域 性 质 。 添 加 类 光 区 的 广 域 或 广 体 可 能 为 近代 物理 学 
提供 了 一 种 更 合适 的 数学 工具 。 

椭圆 复数 E(a ,ir) 与 复 Euclidean 空间 相对 应 ,整个 复 空 间 为 一 个 连通 区 域 。 
复 Euclidean 空间 同 三 维 实 Euclidean 空间 类 同 , 由 于 奇 点 只 在 原点 ,具有 各 向 同 
性 的 特点 。 第 一 章 分 析 了 整个 复 Euclidean 空间 与 双 曲 Minkowski 空间 的 类 时 区 
具有 一 对 一 的 同 构 关系 。 按 复数 的 规则 运算 , 复 Euclidean 空间 的 时 空 变 换 关系 
并 不 是 Lorentz 变换 ,椭圆 复数 的 本 体 空间 是 复 Euclidean 空间 ,而 不 是 Minkows- 
ki 空间。 但 是 ,将 椭圆 复数 引信 Minkowski 空间 ,在 不 涉及 复 函 数 交 叉 项 乘积 时 ， 
椭圆 复数 可 以 作为 一 种 数学 方法 ,利用 复数 的 共性 可 讨论 狭义 相对 论 在 特殊 情况 
时 的 物理 问题 ,也 可 以 通过 二 元 实数 讨论 量子 理论 中 与 实验 吻合 的 物理 问题 。 


第 二 十 一 章 拟 、 虚 度量 与 广 域 Hilbert 空间 


以 Euclidean 几何 为 原 空 间 抽象 出 的 一 类 公理 体系 是 泛 函 分 析 的 理论 基础 ， 
所 对 应 的 Hilbert 空间 形成 了 量子 力学 的 数学 框架 。 但 这 套 基础 理论 只 能 赋予 量 
子 力学 泛 函 分 析 结 构 , 很 难 作出 合理 的 几何 解释 。 也 就 是 说 ,从 几何 角度 描述 微观 
客体 的 量子 牙 迁 以 及 粒子 与 光量 子 的 耦合 是 Euclidean 几何 无 法 逾越 的 鸿沟 。 
Euclidean 空间 可 以 描述 宏观 ,低速 客体 的 运动 规律 ,但 没有 光 和 电磁 场 的 对 应 区 
域 ,微观 ,低速 粒子 与 光量 子 耦合 的 几何 区 域 问题 可 能 是 狭义 相对 论 与 经 典 量子 力 
学 发 生 抵触 的 结 症 所 在 。 

狭义 相对 论 所 对 应 的 Minkowski 空间 包含 光 和 电磁 场 的 对 应 区 域 。 将 
Minkowski 空间 作为 原 空间 ,建立 与 非 Euclidean 几何 相 联系 的 公理 体系 ,抽象 出 
一 类 Hilbert 空间 作为 量子 力学 的 数学 基础 , 可 能 会 为 解决 量子 力学 的 几何 关联 
以 及 狭义 相对 论 与 量子 力学 的 抵触 打开 突破 口 。 建 立 非 欧 几 何 的 公理 体系 首先 要 
解决 方向 奇异 性 和 类 光 区 的 零度 量 问题 ,这 涉及 奇 点 区 与 连通 区 的 转换 关系 。 其 
实 , 奇 点 和 零 本 身 就 代表 了 一 种 平衡 转换 , 隐 含 了 一 种 对 等 关系 , Hawking 想 对 奇 
点 进行 度量 和 时 空 量子 化 ,也 是 想 利用 奇 点 的 这 种 平衡 和 等 量 关 系 。 所 以 ,用 零度 
量 派生 的 新 度量 来 刻画 奇 点 邻近 关系 和 局 域 性 质 就 会 为 实物 粒子 和 光量 子 的 耦合 
提供 理论 依据 ,当然 这 应 该 包含 微观 ,低速 粒子 的 量子 唉 迁 以 及 用 Minkowski 空 
间 的 时 空 性 质 对 经 典 量子 力学 进行 几何 诠释 。 


21.1 广 域 内 积 空间 


利用 广 域 和 广 体 (下 文 简称 广 域 ) 可 抽象 出 一 类 包含 类 光 区 的 内 积 空间 。 广 域 
中 规定 一 系列 运算 规则 均 可 应 用 于 Minkowski 复 空间 。 以 这 种 非 欧 空 间 为 原 空 
间 , 通 过 半 线 性 空间 可 抽象 出 一 类 广 域 内 积 空间 。 

定义 21.1 设 及 =CUE 为 广 域 ,全 为 零 因 子 区 或 类 光 区 , S* .SC 昌 为 相 
互 复 共 因 的 半 线 性 空间 ,从 S* XS 到 互 定义 一 个 函数 (。,…), 使 对 V(X,(Y, (ZE 
S";X),Y),Z) € S, 复数 op8E 万 , 满足 : 

(1) (X,Y) = (Y,X)"; 

(2) (Xsa¥Y +pZ) =a(X,Y) 十 BCX,Z); 

(3) (X,X) >0 或 (X,X) 二 0 当 且 仅 当 XE 号 时 有 (和 X,X) 一 0。 称 函数 (。， 
*) 为 S' 与 S 的 广 域 内 积 空间 。 
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由 定义 21. 1, 广 域内 积 空间 由 半 线 性 空间 引入 , 《， 与) 分 别 作为 一 个 独立 算 
符 , 其 中 (。 为 半 线 性 空间 S* 的 算 符 ,…) 为 半 线 性 空间 S 的 算 符 ,类 同 于 Dirac 算 
符 的 左 矢 和 右 矢 。Minkowski 复 空间 具有 方向 异性 的 特点 可 体现 在 间隔 不 变量 
或 时 空 度量 ,不 同 连通 子 区域 的 时 空 点 (或 该 时 空 点 相对 于 原点 ) 的 间隔 不 变量 或 
度量 的 正 、 负 值 可 能 是 不 同 的 , 称 为 不 定 度 规 ,分 别 对 应 类 时 区 的 度量 为 正 ,类 空 区 
的 度量 为 负 , 类 光 区 的 度量 等 于 零 。 在 同一 个 连通 区 域 ,不 同方 向 上 取 两 时 空 点 也 
具有 不 定 度 规 的 性 质 。 

例 21.1 在 Minkowski 复 空间 取 双 曲 复数 X= X(Cc ,jz) 一 过 十 jz, X"” = 
ct 一 jz; 时 空间 隔 对 应 双 曲 内 积 (X,X) 二 Cz 一世 一 及 。 在 类 时 空间 (X,X) = 二 RR > 
0; 类 空空 间 中 (X,X) = RR: 二 0; 类 光 空 间 有 (X,Xy) 二 0。 

例 21.2 由 例 20.2, 双 曲 复 平面 有 H(a ,jz), 在 CC 中 取 时 空 点 Xi 一 5 十 j2， 
Xz 二 7 十 j3, Xs 二 6 十 4, X4 一 6 十 j3。 有 关系 AX1 二 Xe 一 一 2 十 jE C， 
AX? AX! = 4—1=3>0;AX;: 一 Xs 一 Xi 一 1 十 j2E Co，AX; AX2 一 1 一 4 一 
—3<0;AXs 一 X4 一 Xi 一 1 十 jE 扎 ，AXI AXs: 一 1 一 1 一 0。 

例 21, 2 在 物理 中 , AX? AX! 一 AR; > 0 表示 两 时 空 点 Xi 与 Xs 可 以 用 亚 光 
速 取得 因果 联系 , 称 为 类 时 事件 的 类 时 间隔 ; AX; AX2 二 AR; < 0 表示 时 空 点 X1 
与 Xs 两 个 物理 事件 之 间 没有 因果 联系 ,或 两 个 事件 发 生 的 时 间 间 隔 小 于 光 传 播 
的 空间 间隔 , 称 为 类 时 事件 的 类 空间 隔 ; AX; AX， 二 AR3 = 0 表示 时 空 点 Xi 与 
X4 可 以 用 光 信号 取得 因果 联系 , 称 为 类 时 事件 的 类 光 间 隔 。 下 文 无 特别 说 明 , 将 
仅 讨 论 非 类 空间 隔 度 规 正定 化 即 R? 之 0 情况 。 在 二 维 复 平面 , 因 |a| 宇 |z|, 由 
式 (1.1. 8) 双 曲 复数 可 写成 双 曲 函数 和 双 曲 指数 形式 。 其 中 , g 为 双 曲 复数 ,相对 
于 a 实 轴 的 辐 角 。X 所 对 应 的 内 积 运算 在 亚 光速 区 的 度 规 是 正定 的 , 且 满足 式 
〈2. 1. 4) 内 积 的 运算 规则 。 

定义 21.2 瑟 =C US 为 非 类 空 广 域 , 号 为 零 因子 区 。 取 S"、S C 五 为 相 
互 共 固 的 半 线 性 空间 , 若 从 S" XS 到 五 定义 一 个 函数 (。，,。 ,使 对 V(X,(Y,(Z 
€ S';X),Y),Z) € S,a、BE 万 , 满足 : 

(1) (X,Y) 一 (YX) 

(2) (XsaY +pZ) =a(X,Y) +BX,2); 

(3) (X,X) 之 0 当 目 仅 当 XE 号 时 ,有 (X,X) = 0; (21.1.1) 
称 函数 (。,。) 为 S* 与 S 的 广 域 内 积 ,定义 了 广 域 内 积 的 空间 称 为 广 域 内 积 空 间 。 

在 广 域 内 积 空 间 可 定义 范 数 

1 1 = VX,X) (21.1.2) 
式 (21.1. 2) 满 足 Schwarz 不 等 式 。 

证 明 对 YX,Y € 右 , 复数 a€ 日 , 取 X 一 aY € H, 由 式 (21.1.1) 有 0 过 

K—aY,X—aY) = (X,X) —a(X,Y) —a’ (Y,X)+a’a(Y,Y), 当 X.Y.Z—aY 
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E 号 , 或 X 任 意 而 了 为 零 元 时 上 式 成 立 。 现 设 Y 不 在 号 中 , 令 x= 他 :区 代 人 上 


(Y,Y) 
式 得 
_ XDY,X) :_ | X,Y) | 
0<(X,X) yy [本 4 但 (21.1.3) 
移 项 可 得 Schwarz 不 等 式 
上 YX PH (21.1.4) 
取 广 域内 积 算法 
(X,Y) = Dz “Ww (21.1.5) 
当 X 二 Y 时 ,简化 成 | 
(X,X) = bE ER (21.1.6) 


式 (21. 1. 6) 与 (2. 1.4) 具 有 相同 形式 。 式 (21 1. 6) 在 四 维 Minkowski 复 空间 有 重 
要 作用 ,间隔 不 变量 以 及 能 量 动量 关系 都 是 依照 式 (21. 1. 6) 的 算法 而 得 到 的 。 由 
式 (21. 1.5), 有 乘法 性 质 

lxYHl = XI YI (21.1.7) 


21.2 拟 . 虚 度量 和 线性 赋 范 空间 


实 或 复 Euclidean 空间 具有 方向 同性 的 特点 ,在 Euclidean 空间 中 定义 两 点 间 
的 距离 并 不 用 特别 考虑 两 点 间 的 方向 性 问题 。 

定义 21.3 设 互 为 实 ( 复 ) 域 ,如 果 对 于 中 任意 两 个 元 数 X、Y, 都 对 应 一 
个 实数 LC(X,Y)，, 并 且 满 足 条 件 : 

(DL(X, 了 YD) 之 0, 对 L(X,Y) 一 0, 当 且 仅 当 X=Y; (21.2.1) 

(2) LC(X,Y) = L(Y,X); 

(3) 对 YX,Y,ZE 有 ,有 LC(X,Y) 入世 OCX,Z) 十 LCZ,Y); 
则 称 工 (X,Y) 为 六 与 Y 之 间 的 距离 ,而 称 (h,L) 为 以 L(X,Y) 为 距离 的 距离 
空间 。 

定义 21. 3 代表 了 以 Euclidean 空间 为 原 空 间 的 距离 公理 体系 ,该 公理 体系 包 
含 了 距离 的 正定 性 、 交 换 性 以 及 三 角 不 等 式 三 个 要 素 。Minkowski 复 空间 HC4 ,这 ) 
包含 了 连续 零 因子 区 且 具 有 方向 异性 的 特点 ,定义 空间 距离 时 显然 要 比 Euclidean 
空间 的 情况 复杂 ,除了 要 考虑 零 因子 的 因素 ,还 要 考虑 时 空 点 间 的 方向 性 等 问题 。 
所 以 ,在 Minkowski 空间 或 广 域 中 建立 公理 体系 ,一 般 不 能 普遍 满足 距离 的 三 个 
要 素 ,只 能 在 限定 条 件 下 分 区 域 , 分 方向 以 及 分 特点 来 定义 非 欧 几何 的 公理 体系 。 
我 们 的 主导 思想 是 ,公理 体系 应 该 满足 严密 性 、 自 治 性 以 及 适用 性 。 对 于 一 般 性 的 
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讨论 以 及 非 适用 性 的 内 容 ,例如 ,类 空 距离 等 ,不 在 本 章 的 讨论 范围 内 。 

由 于 五 (c , 访 ) 包含 了 类 光 区 避 , 可 以 用 广 域 抽 象 出 不 同 的 度量 空间 并 定义 
两 个 物理 事件 的 拟 距 离 。 由 定义 21. 2 给 出 如 下 半 拟 距 空间 。 

定义 21.4 五 =C US 为 非 类 空 广 域 ,E 为 零 因 子 区 域 ,如 果 对 于 五 中 任意 
两 个 元 数 X,Y, 都 对 应 一 个 实数 p(X,Y), 并 且 满 足 条 件 : 

(1) p(X, 了 之 0, 且 p(X,Y) = 0, 当 且 仅 当 X 一 YE 3; (21. 2.2) 

(2) p(X,Y) = p(Y,X); 
则 称 p(X,Y) 为 X 与 之 间 的 拟 距 离 ,而 称 ( 理 ,p) 为 以 p(X,Y) 为 拟 距离 的 半 拟 
距 空 间 。 

定义 21.4 给 出 了 Minkowski 空间 的 非 类 空 区 中 两 点 的 度量 和 距离 关系 。 由 
于 时 空 异性 的 特点 ,一 般 情况 类 时 区 中 任意 三 个 时 空 点 并 不 满足 三 角 不 等 式 。 利 
用 定义 21. 4 中 半 拟 距 空间 的 概念 可 将 类 时 区 中 时 空 点 X 作为 参考 点 , 按 XX 与 Y 
的 拟 距离 随 方向 的 不 同 ,划分 不 同 的 子 区 域 。 由 性 质 20. 1 至 性 质 20. 3, 在 有 条 件 
情况 下 定义 拟 距 空间 。 

定义 21.5 ”五 =C US 为 非 类 空 广 域 ,为 零 因 子 区 域 ,如 果 对 于 VX,Y,ZE 
G(i = 1,2,3,…) 为 同类 因子 ,对 应 一 个 实数 p(X,Y)，, 并 且 满 足 条 件 : 

(1) p(X,Y) 宇 0, 且 p(X,Y) = 0, 当 且 仅 当 X 一 Y € 8B; 

(2) p(X,Y) = plY,X); 

(3) p(X,Y) < p(X,D +pl2,Y)s 
则 称 p(X,Y) 为 XX 与 Y 之 间 的 拟 距 离 ,而 称 (H,p) 为 以 p(X,Y) 为 拟 距离 的 拟 距 
空间 。 

在 双 曲 Minkowski 空间 中 ,定义 21.4 和 定义 21. 5 中 的 拟 距离 为 复数 的 模 p 


==VTAR?T, 是 由 复数 的 内 积 抽 象 出 来 的 时 空间 隔 , 为 坐标 变换 不 变量 。 类 时 区 的 
类 光 间 隔 对 应 复数 的 模 为 零 (p 二 0), 定义 21. 5 不 能 刻画 类 光 区 的 邻近 关系 和 度 
量 问题 。 为 了 能 够 描述 类 光 区 的 局 域 性 质 以 及 类 时 区 与 类 光 区 的 几何 联系 ,参照 
式 (20. 2. 1), 给 出 如 下 虑 距离 的 定义 。 

定义 21.6 ”五 天 CUS 为 非 类 空 广 域 , 3 为 零 因 子 区 域 。 YX,Y,Z 在 CiG 一 


1,2,3,…) 中 为 同类 因子 , X 一 Y 二 9 € 如 , (i 一 1,2,3,…) 为 同类 零 因 子 。 拟 距 
空间 (H,p) 中 对 应 p(X,Y) = 0, 取 实 数 4(X,Y), 满足 条 件 : 
(1) d(X,Y) 宇 0, 且 d(X,Y) = 0, 当 且 仅 当 X=Y; (21.2.3) 


(2) d(X,Y) = d(Y,X); 

(3) d(X,Y) < dX,2) +d(2,Y); 
则 称 dlX,Y 为 X 与 了 之 间 的 趾 距 离 , 而 称 〈 互 ,d) 为 以 d(X,Y) 为 虚 距 离 的 虚 
距 空间 。 
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显然 ,定义 21. 6 中 的 虚 距 离 是 由 定义 21. 5 中 的 拟 距 离 在 p(X,Y) 二 0 时 派生 
出 来 的 。 如 果 X,Y € Ci,X 一 Y € 三 , 表示 类 时 区 中 两 时 空 点 发 与 了 的 连 线 平行 
或 垂直 类 光 区 ,复数 的 模 等 于 零 , 时 空 点 的 局 域 性 质 不 能 用 时 空间 隔 不 变量 来 刻 
画 。 这 时 同类 零 因子 的 邻近 关系 可 由 虚 距 离 4(X,Y) 来 描述 ,利用 复数 的 实 部 和 
虚 部 这 两 个 二 元 实 函数 来 刻画 坐标 变换 不 变量 。 拟 距离 p(X,Y) = 0, 表示 复数 
的 实 部 和 虚 部 具有 了 等 量 关系 ,满足 |cAt|= |A7|, 取 |Ar| 或 c| At| 为 虚 距 离 
可 决定 两 时 空 点 X 与 Y 在 特定 方位 时 的 邻近 关系 。 定 义 21. 5 和 定义 21. 6 分 别 
定义 了 拟 距 离 和 虚 距 离 ,它们 在 一 起 可 共同 刻画 Minkowski 空间 非 类 空 区 任意 两 
点 间 的 邻近 关系 ,是 一 套 有 别 于 Euclidean 几何 的 公理 体系 。 尽 管 它 是 在 有 条 件 
情况 下 定义 的 ,但 基本 满足 数学 和 物理 适用 的 要 求 ,并 在 物理 应 用 中 起 到 重要 
作用 。 

在 四 维 双 曲 复 空间 ,两 时 空 点 对 应 不 同 的 度量 空间 应 具有 不 同 的 距离 描述 , 取 
X= 二 X(d ,过 ), 定义 21. 3 的 距离 可 写作 


4 
及 一 (dj)(d 地 ) = Drs = e+ (21. 2. 4) 
m=l 
由 定义 21.4, 取 X == a 十 坟 , 则 拟 距 离 可 写作 
太一 (4 一 过)(d 十 过) 一 2 To = C7 (21.2.5) 


当 记 = 二 02 时 ,p= 二 0, 取 |7|= |c| = < 为 中 中 训 ， 满足 定义 21. 5。 
同 理 ,在 椭圆 复 空间 取 Y = a 十 记 , 时 空 距 离 为 


4 
= (d—i)(¢+i) = DD) yyn = ee+r (21. 2.6) 
mom] 
取 Y = Y(c ,这 ), 拟 距 离 可 写作 
4 
PF = (diF) (dF) = Dy yryr = oF —7 (21.2.7) 
nl 


虚 距 离 取 |7| = | | = d, 也 满足 定义 21. 5。 

式 (21. 2.4) 至 (21. 2.7) 的 算法 不 同 ,其 中 式 (21. 2. 5) 和 (21. 2. 6) 满 足 多 项 式 
乘法 运算 ,而 式 (21. 2. 4) 和 (21. 2.7) 是 乘法 的 缩 并 。 

例 21.3 在 双 曲 复 空间 的 类 时 区 , 取 Xi = 5 十 j2,X; = 6 十 j3, Xs 二 7 十 j3， 
X 二 6 十 4, 有 Xs 一 Xi 一 1 十 j, 对 应 各 种 距离 为 了 一 2,p? 二 0,d 二 1; 同 理 ， 
Xs—Xi =2+j, (LL 一 50 =3); XC— X=1+j2, (L? = 5,p 一 一 3)。 

由 定义 21.4 和 定义 21. 5 可 在 拟 距 空间 和 虚 距 空间 中 引入 范 数 和 线性 赋 范 
空间 

定义 21.7 设 S 是 广 域 了 H 上 的 半 线 性 空间 .在 S 上 映射 S 一 R:X 一 上 。|| 。 
若 Y 同类 因子 X,Y € S,d € R 满 足 : 
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(1) 正定 性 : Xl 宇 0, Xl = 0SX € S; 

(2) 正 齐 性 : 1 ax 1 = |al 1 Xl; 

(3) 三 角 不 等 式 : | X+Y1 过 Xl 十 YY||; 
则 称 | X1 为 X 的 范 数 ,简称 范 数 . 称 (S, || 。|| ) 为 线性 赋 范 空间 , 简 记 S。 

由 Xi 宕 0, 范 数 诱导 出 拟 距离 , 线性 赋 范 空间 对 应 拟 距 空间 ; 当 上 Xl 一， 
范 数 对 应 虚 距 离 , 线性 赋 范 空间 为 虚 距 空间 。 


21.3 拟 、 虚 度量 空间 的 相互 关联 


由 广 域 抽象 出 不 同 的 拟 距 度量 空间 和 虚 距 度量 空间 刻画 了 Minkowski 复 空 

间 的 方向 奇异 性 质 ,描绘 了 与 方向 有 关 的 两 点 间 的 度量 问题 。 其 实 , 拟 距 度量 空间 

和 虚 距 度量 空间 是 有 内 在 联系 的 , 即 虚 距 度量 空间 可 以 看 做 拟 距 度量 空间 的 一 个 

特例 ,两 者 综合 成 一 个 与 方向 有 关 的 不 定 距 离 空间 。 由 性 质 20. 1 至 性 质 20. 3, 在 
类 时 区 取 两 时 空 点 的 非 类 空 差 值 为 

X。 — X» = aXo (21. 3. 1) 


当 c|Az|> Ar|, 对 应 0<p< | 土 持 |, 辐 角 不 同 表示 连 线 的 方位 不 同 。 由 内 积 


空间 可 抽象 出 一 个 表示 方位 性 质 的 拟 距 离 | 二 Xo ,Xe 之 | 一 牛 , 取 0 委 m 委 1, 由 
式 (2.1. 6) 取 单位 模 时 .m 一 (chzg 一 sh?g)3，, 则 po 是 辐 角 的 函数 应 与 两 时 空 点 连 


线 的 方向 有 关 。 当 0<8<< | 土 村 | ,天 Am 1 时 ,cl Az| > 1Ar| 为 类 时 区 中 不 


同方 向 的 类 时 间隔 所 对 应 的 拟 距离 ; 当 9 一 士 下 时 , po 一 0, 对 应 c| At| 一 |Ar|， 
\ 


为 类 时 区 中 两 时 空 点 的 类 光 间 隔 。 定 义 21.5 和 定义 21.6 可 综合 统一 的 距离 
定义 。 

定义 21.8 ”五 =C U E 为 非 类 空 广 域 , E 为 零 因 子 区 域 ,对 应 一 个 实数 PCX,Y)， 
取 正 数 d(X,Y) 过 0, 0 入 am(CX,Y) 之 1, 并 且 满足 : 

(1) 正定 性 

Q@pCK,D = da(X,PDm(CX,YZ) >0, 有 p(X =0, 有 d(X,Y) =0, 有 
仅 当 X=Y; 

©@p X,Y = dX,Dp X,Y >0, 0<p XD <1, X—YEC; 

@pX,D =d(X,D >0, 当 m(X,Y) 一 0,X 一 YES 

(2) 交换 性 

PCX,Y) = plY,X); 
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(3) 三 角 不 等 式 

p(X,Y) 入 poCX,D) 十 o(CZ,7) ; 
则 称 pc(X,Y) 为 和 与 了 之 间 的 距离 ,而 称 (五 ,po) 为 以 p(X,Y) 为 距离 的 广 域 度量 
空间 。 

定义 21. 8 给 出 了 广 域 度量 或 距离 公式 ,距离 p(X,Y) 描述 了 这 种 非 欧 空间 方 
向 异性 的 特点 。 其 中 , m (X,Y) 为 方向 因子 ,两 时 空 点 或 两 物理 事件 的 时 空 方位 
不 同时 , pp (X,Y) 对 应 不 同 的 取 值 ; wm(X,Y,2) 一 定时 ,物理 事件 对 应 同一 世界 
线 , 各 时 空 点 满足 三 角 不 等 式 ; d(X,Y) 为 线 度 因子 ,描述 两 时 空 点 的 线 度 长 短 的 
物理 量 。 值 得 注意 的 是 ,在 Minkowski 空间 , d(X,Y) 不 仅 可 对 实物 粒子 进行 线 
度 区 别 , 也 可 以 对 光量 子 进行 线 度 区 别 , 即 能 够 刻画 类 光 区 的 邻近 关系 。 当 m(X,Y7 
三 0, 在 C 中 两 时 空 点 为 类 光 间 隔 ,距离 的 性 质 发 生 突变 ,对 应 拟 距离 为 零 因 子 ， 
po(X,YZ) = d(X,Y) 是 虚 距 离 。 对 甩 中 类 光 间 了 满足 c | Ai| = |Ar| , p(X,Y) = 
p(X,Y) ==0, 用 dlX,Y) = |Ar|==c|At| 作为 类 光 间 隔 的 虚 距 离 , 可 描述 实物 客 
体 之 间 用 光 信号 取得 的 因果 联系 。Minkowski 复 空间 的 距离 可 表示 成 复数 实 部 
和 虚 部 的 函数 。 其 中 虚 距离 为 复数 的 实 部 ,方位 因子 与 实 部 和 虚 部 的 组 合 有 关 。 

定理 21.1 广 域 非 类 空 区 X,Y € H;, 距离 p(X 一 Y) 为 坐标 分 量 的 函数 。 

证 明 取 元 数 X,Y € H.;, 满足 和 一 YY 一 AX 一 a 十 记 ， ab 为 AX 坐标 分 量 。 
间隔 不 变量 AR? = AX" AX = a? 一 儿 , 非 类 空 元 满足 4a 之 5, 虚 距 离 d = a, 方向 


因子 pp 二 1 一 ,距离 p(X 一 让 二 VY AR'T =a 1 一 过， 为 坐标 分 量 的 函数 。 


例 21.4 相对 论 因子 可 作为 方向 因子 。 
取 X 一 Y= AX 二 a 十 jb, 当 Y 为 坐标 原点 时 ,在 二 维 速度 空间 有 XX 二 a 十 j6 


一 c 十 jv 方向 因子 为 Am 一 人 /一气 = 人 /1 一 李 是 相对 论 因子 。 显然, 由 c 之 v 之 0， 


对 应 有 0 入 m 和 1, 刻画 了 粒子 运行 世界 线 的 变化 范围 。 
例 21.5 Minkowski 复 空间 的 类 时 区 Ci 中 , 取 元 数 Xi = 二 5 十 3j, Xs = 7 十 
各 , Xs 一 6 十 和 Xs 一 8 十 6j。 取 AXi = 二 Xi 一 Xi = 二 2 十 j € CQ, pp(AX1) 一 


1 一 南 ， aCAX4) = 2, 5bCAX1) 一 1, 距离 p(AX1) 一 d(AXi)p(AX1) 一 2 
1 去 一 V5; 同 理 AX: = X 一 一 1 十 je 马 ,a(AX2) = 1, plAX:) 一 


2 
1 


P(AXs) = 和 /1 一 圭一 0, pCAX,) 一 3。 


1 =0,p(AX:) =a=1;AXs 一 Xi 一 Xi 一 3 十 3j6E 局,a(CAX:) 一 3， 
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例 21. 5 中 , AX: 和 AXs 均 为 零 因子 元 ,时 空间 隔 为 零 , 但 它们 的 实 部 或 虚 部 
不 同 ,所 定义 的 距离 也 不 同 ,因此 定义 21. 8 的 距离 可 描述 类 时 区 与 类 光 区 相互 关 
联 以 及 类 光 区 的 邻近 关系 。 

Minkowski 复 空间 中 类 时 区 的 距离 可 表示 复 矢量 的 内 积 形式 。 由 式 
〈2. 2. 11) 取 两 参照 系 以 常 矢量 5(v.,v,,v.) 作 相 对 运动 ,四维 复 矢量 的 差 值 
AX 一 Xe 一 Xi。 在 两 参照 系 分 别 写成 AX == cAt 十 jAr ,AX 一 cAz 十 jA7, 式 
(2. 2. 11) 可 改写 为 


Azr 一 人 十 (人 
(w+ 全 ;可 


式 (21. 3. 2) 可 写成 式 (2. 2. 12) 的 矩阵 形式 


1) + 立 \， 
. - (21. 3.2) 


jAx 1 /lw /1_i\ww jw /jar 
a a i 关 
1AY 工 _1Nzm 工区 /1_i\vwo yl||; 
ji 
el | 0 1 二 这 (21. 3.3) 
i | (a (ed) ts) ellie 
过 地 过 工 
CA ac ac ac aJ ca 
满足 时 空间 隔 不 变量 的 矩阵 形式 
jAz' jAz 
A a jAy 
(—jAx jAy jAz cAt) jaz CjAz JAy jAz cAt) js 
cAt” cht 
(21.3.4) 
或 
P= (AX',AX’) = (AX,AX) (21. 3. 5) 


式 (21. 3. 5) 中 矩阵 (X 一 X)+, 左 矢 和 右 矢 具有 共 轰 转 置 关系 。p 二 VCAX，,AX) 
为 内 积 抽象 出 的 距离 ,是 Minkowski 复 空间 的 坐标 变换 不 变量 。 2 3.4) 和 


(21. 3. 5) 对 应 类 时 间隔 时 ,方位 因子 满足 0 之 pCAX) 二 和 /1 一直 全 下 过 1 取 拟 


距离 p 一 VXAX;AX) 一 dps > 0; 类 光 间隔 时 ,方位 因子 mn(AX) 一 人 一 二 人 
二 0, 对 应 (AX,AX) = 0, 取 虚 距离 p= 二 d = |A7|= |cAz| 。 
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Minkowski 复 空间 的 距离 空间 满足 定义 21. 8 广 域 度量 空间 的 条 件 , 所 以 狭义 
相对 论 不仅 有 几何 结构 也 具有 非 殉 几何 为 原 空间 抽象 出 的 分 析 结 构 。 由 于 
Minkowski 空间 抽象 出 的 距离 在 不 同方 向 上 有 突变 ,表现 了 非 欧 时 空 几何 性 质 的 
不 光滑 性 ,因此 在 讨论 Minkowski 空间 或 广 域 距离 空间 的 性 质 时 需要 强调 其 方向 
性 。 由 定义 21. 8 重新 给 出 线性 赋 范 空间 

定义 21.9 ” 设 S 是 广 域 阳 上 的 半 线 性 空间 Hi 在 S 上 映射 S 一 R:X 一 

上 1。 中, 车 VY X,Y€ S,d€R,p(X)=d(X)p(X)= |X|,0<p(X) <1, 
满足 ， 

(1) 正定 性 : Xl 宇 0, Xl = 0SGX€ S; 

《2) 正 齐 性 : | dX = |a| XI1， 

(3) 三 角 不 等 式 : XX 十 YY 过 XX 十 YY 中 , 当 对 确定 的 p(X,Y); 
则 称 1 X1 为 X 的 范 数 。 称 (S, 上 。|) 为 线性 赋 范 空间 , 简 记 S。 


21.4 拟 、 虚 度量 空间 的 完备 性 和 连续 性 


广 域 甩 = C U 三 由 若干 个 连通 区 域 所 构成 ,每 一 个 连通 区 域 C; 或 S; 可 写作 
子 区 域 Hi, 其 中 i 二 1,2,3,…。 在 广 域 中 定义 完备 性 和 连续 性 ,要 求 元 数 Xi ,X;， 
…, 在 同一 H; 中 不 跨越 坐标 轴 和 类 光 区 ,对 元 数 的 运算 可 在 五 = C U 台中 进行 。 
广 域 对 应 的 Minkowski 复 空间 具有 方向 奇异 性 质 ,由 广 域 内 积 抽象 出 的 一 类 距离 
空间 (五 ,po), 所 对 应 的 距离 p(X,Y) 具有 双重 性 质 , 一 类 是 线 度 的 区 别 , 用 线 度 因 
子 d(X,Y) 表示 ; 另 一 类 是 方位 的 区 别 ,用 方向 因子 pp (X,Y) 表示 。 正 是 由 于 
Minkowski 复 空间 具有 的 这 种 奇异 性 质 , 使 建立 Cauchy 点 列 等 数学 概念 一 方面 
要 在 广 域 中 进行 , 另 一 方面 要 考虑 极限 趋 近 方 向 问题 。 

定义 21.10 玉 二 CUES 为 非 类 空 广 域 , 忆 为 零 因子 区 域 , R 为 实 域 。 度 量 空 
间 中 双 变 量 实 值 函 数 p: 及 X 昌 一 R, 取 {X,} 是 理 ; 中 点 列 ,如 果 对 任意 给 定 的 正 
数 e,6, 存在 自然 数 N 二 N(e),M = M(5), 使 当 nm>> N.M 时 取 p(X,,X,) 一 
d(X, ,Xm)poC(X,，Xa), 有 

(DD p(X Xn) = 0, AX Xn) =0,0<p(X,, Xn) <1; 

(2) 0 < p(X Xn) <e, AX, Xs) > 0,0<pX, Xn) < 1; 

(3) p(X, Xn) = dX Xn) < 0, Bp XX,) = 0; 
则 {X,} 称 为 H 中 的 有 向 Cauchy 点 列 。 

显然 ,定义 21. 10 中 有 向 Cauchy 点 列 的 特点 是 , 它 包 括 了 Minkowski 空间 的 
类 光 区 (或 连续 零 因子 区 域 ) 号 及 类 时 区 (或 连通 区 域 ) C, 由 Minkowski 空间 的 奇 
异性 能 反映 出 零 因子 区 域 与 连同 区 域 的 逻辑 关联 。 其 中 由 定义 21.5 和 定义 
21.6, 在 C 中 X。、X。 是 同类 因子 ， Cauchy 点 列 为 类 时 间隔 或 类 光 间 隔 所 对 应 世 
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界线 上 各 时 空 点 的 元 数 ; 在 号 中 X。、X。 是 同类 零 因 子 ,Cauchy 点 列 对 应 零 因子 的 
世界 线 上 各 点 元 数 。 

定义 21.11 H = 二 CU 为 非 类 空 广 域 , 忆 为 零 因子 区 域 , X,,X E Hi,n = 
1,2,3,"……, p(X syX) 一 d(X,s，X)po(X,X), 当 n 一 oo 时 满足 

(1) p(X, Xn) = 0, X, = X, 3 dX, Xn) = 0,0<p XXn) <1 

(2) p(Xn, KX) >0,X, >X, 当 0O<p Xn, Xn) <1; 

(3) p(X,, X) = dX,,X) -> 0,X >X, p(X,, Xn) = 0 
称 点 列 {X,} 距离 p 在 广 域 且 有 向 收敛 于 X, 而 关 岂 点 列 {X,}) 的 广 域 极限 , 记 作 
limX, 一 X。 

非 类 空 广 域 互 的 有 向 收敛 的 几何 意义 ,是 在 Minkowski 空间 的 类 时 区 (或 类 
光 区 ) 中 , 某 时 空 点 作为 聚 点 时 ,其 他 时 空 点 向 它 收敛 要 考虑 方向 性 问题 ,在 收敛 的 
不 同方 向 上 对 应 的 距离 或 度量 数值 和 性 质 是 不 同 的 。 下 面 通过 泛 函 分 析 的 传统 理 
论 ,由 域 添加 零 因子 ,形成 广 域 所 对 应 的 连续 性 和 完备 性 条 件 。 

定义 21.12 甩 ==CU&S 为 非 类 空 广 域 , 忆 为 零 因 子 区 域 , (五 ,o 一 dpo) 为 度 
量 空间 ,点 列 {X。 } C HH;, 如 果 对 任意 给 定 的 正 数 e > 0,6 > 0, 存在 自然 数 N = 
N(e),M = M(6), 使 当 nm NM 时 ,有 

(1) p(X Xn) = 0, dX,, Xn) = 0,0<p XXn) <1 

(2) p(X Xn) <e, Op XXn) <1; 

(3) p(Xn Xn) = dX,, Kn) <H, Bp Xs, Kn) = 0 
则 称 {X,} 为 广 域 中 的 基本 点 列 。 在 广 域 日 中 若 每 个 基本 点 列 都 有 向 收敛 , 则 称 
(Hp) 为 完备 的 广 域 度量 空间 。 

定义 21.13 互 为 非 类 空 广 域 , 设 S 是 一 线性 赋 范 空间 , 如 果 S 按照 拟 距离 
P(X,Y) = |X 一 了 | 是 完备 的 , 称 S 为 广 域 Banach 空间 。 

在 广 域 中 也 可 引信 点 集 概念 ,并 给 出 点 集 的 连续 性 。 

定义 21.14 互 =CUS 为 非 类 空 广 域 , H; 中 设 E 为 点 集 , /(X) 是 定义 在 
EE 上 的 函数 。 对 任 给 正 数 e 汪 0, 存在 正 数 # 之 0, 使 当 X,X。E€ E, 由 0<p (Xo,X) 
委 1 确 定 X 和 Xe 的 方位 ,有 | X 一 Xo | 过 6, 对 应 fC(X) 一 A(Xo) 上 < 天 es, 则 称 
函数 /(X) 按 mwCXo,X) 的 方向 在 点 处 连续 。 

点 集 的 有 条 件 连续 的 概念 也 可 推广 到 Minkowski 几何 的 度量 空间 ,并 引入 度 
量 空间 中 连续 映射 的 概念 。 

定义 21.15 五 =C US 为 非 类 空 广 域 , 对 应 度量 空间 (H,o)。 设 工 是 X 到 
Y 的 一 个 映射 , X, Xe。 E Hi, p(X,X。) 是 按 0 委 mw(CXo,X) 秋 1 方位 确定 X,Xo 的 
距离 ,如 果 对 于 任意 正 数 e > 0, 存在 正 数 9 之 0, 使 对 有 H; 中 满足 p(X,X。) 二 6 的 
X, Xe。 对 应 有 pCTX ,TX。) <e, 则 在 广 域 H; 中 称 工 在 Xe。 处 按 pp(X。，,X) 的 方向 
连续 。 若 工 在 五 中 每 一 点 按 一 定 度量 条 件 都 连续 , 则 称 为 有 HH 上 的 有 向 连续 


第 二 十 一 章 ” 拟 、 卉 度量 与 广 域 Hilbert 空间 。295。 


映射 。 

定义 21.16 五 =CUES 为 非 类 空 广 域 ,如 存在 一 个 满 映 射 T, X->Y 使 对 任意 
的 X1X; H, 设 X,Y 分 别 是 以 px ,pr 为 距离 的 广 域 距离 空间 ,满足 pr(TX »TX:) 
二 px(X1,X), 则 称 工 是 X 到 Y 的 等 距 映 射 。 

在 Minkowski 复 空间 ,时 空间 隔 不 变量 和 能 量 动量 关系 可 分 别 看 做 四 维 坐标 
空间 Xs。,X, 和 四 维 动量 空间 P;,P, 的 等 距 映射 , 即 保持 坐标 变换 下 的 不 变量 。 


21.5 广 域 Hilbert 空间 


由 Minkowski 复 空间 可 抽象 出 一 类 广 域 Hilbert 空间 。 

定义 21.17 完备 的 广 域 内 积 空间 称 为 广 域 Hilbert 空间 。 

Minkowski 复 空间 由 连通 区 域 C 和 连续 零 因子 区 域 吕 构成 ,符合 广 域 条 
件 ,所 以 完备 的 内 积 空间 是 广 域 的 Hilbert 空间 。 在 广 域 可 引入 广义 正 交 概念 。 

定义 21.18 广 域 及 中 两 个 元 数 (向 量 )X,Y, 如 果 XX,Y 的 内 积 等 于 零 , 即 (X,Y) 
二 0, 则 

(1) 如 果 X,Y 均 不 为 零 因子 元 , 称 X,Y 为 正 交 的 ,用 X | Y 表示 ; 

(2) 如 果 X,Y 为 同类 零 因子 元 ,存在 (X,Y) 二 0 则 X,Y 也 是 正 交 的 ,也 记 为 
X LY, 包 含 零 因子 元 的 正 交 称 为 广义 正 交 ; 

(3) 当 X 匀 = 了 时, 称 (X,Y) = 0 自 共 配 正 交 。 
在 Minkowski 复 空间 中 相互 复 共 罗 的 零 因 子 元 X" ,X 为 自 共 力 正 交 , 对 应 互 巷 
类 光 区 域 。 

定义 21.19 设 M 是 广 域 五 的 线性 子 空间 ,XE 五 如 果 有 Xe e N,X, | M， 
使 得 XX == Xo 十 Xi, 则 称 X。 是 X 在 M 上 的 ( 正 交 ) 投影 ,或 称 为 X 关 于 M 的 正 交 
分 解 。 

有 了 正 交 和 正 交 投影 的 概念 ,就 可 以 在 广 域 Hilbert 空间 建立 正 交 系 。 式 
(2. 1. 3) 的 双 曲 四 元 数 为 双 曲 复数 X 在 复 正 交 坐标 中 的 四 个 单位 坐标 向 量 的 线性 
组 合 : 


X= 开 十 4 一 Dae (21. 5.1) 


其 中 ea 王孙 ,ee 一 1,G 一 1,2,3), 讽 为 单位 实 向 量 。 四 维 Minkowski 复 空间 这 种 
性 质 可 推广 到 维 广 域 Hilbert 空间 。 

定义 21.20 广 域 五 中 的 元 数列 {e,} , 若 e ,en 为 同类 零 因子 , 则 (e, ,em) 二 0: 
且 (e, 与 em) 相 互 正 交 。 若 e, ,em 不 为 零 因子 , 则 


0 mn 
(esEm) 二 [ m=n : (21. 5.2) 


一 1 m=n 
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称 {e.} 为 中 的 标准 正 交 系 。 其 中 元 数列 为 实数 , 式 (21. 5.2) 取 1; 元 数列 为 虚 
数 , 式 (21. 5.2) 取 一 1。 

定义 21.21 设 互 为 广 域 , 在 号 区 域 可 存在 非 零 元 数 共 生 正 交 (X,Y) 二 0, 而 
连通 区 域 C 中 不 再 存在 非 零 元 数 使 它 与 所 有 的 e。 正 交 , 则 称 {e.} 为 五 中 的 广 域 正 
交 系 。 

例 21.6 在 Minkowski 复 空间 考虑 ”个 质点 ,它们 的 时 空位 置 分 别 用 Xm， 
Xa ,…,Xm 表示 。 每 个 质点 的 四 维 时 空位 矢 都 可 抽象 为 维 广 域 Hilbert 空间 的 
一 个 正 交 坐标 基底 , 取 


VE) = > Xe (21. 5. 3) 
i=1 


由 正 交 性 ; 《YF ,于 (四) 一 DR 不 变量 , 为 个 质点 对 应 的 时 空间 隔 不 


变量 。 
定义 20. 8 中 广 域 H 的 同类 格 空间 称 广 域 格 空间 ,简称 广 域 格 。 格 空间 将 
Minkowski 的 类 时 区 和 类 光 区 通过 格式 化 的 形式 联系 起 来 ,并 且 当 X, 一 Xn 二 由 
EB 和 Xs 一 Xm 二 d9"E€ 号 ,对 应 
(KX, — Xm, X» — Xm) = d*(0,0) = 0 (21.5.4) 


取 距 离 

p(X Xm) = dX,, Xn) (21. 5.5) 
则 式 (21. 5. 4) 和 (21. 5. 5) 是 与 广 域 内 积 相 对 应 的 距离 空间 〈 瑞 ,po) 。 由 于 X, 一 X” 
二 dE 和 X’ 一 X= d9”E€ Br 相互 正 交 ,如 果 式 (21. 5. 5) 是 完备 的 , 则 广 域 格 
空间 与 广 域 Hilbert 空间 相对 应 。 取 4 = di ,d;,…,d;,…， 为 一 系列 分 立 值 ,整个 
格 空间 为 由 相互 正 交 的 类 光 间 隔 构 成 了 一 个 分 立 空间 , d; = [Ar] = c| Az# | 为 第 
i 个 格 的 线 度 ,构成 了 广 域 格 空间 中 的 一 个 格 。 

定义 21.22 完备 的 分 立 格 空间 称 为 广 域 Hilbert 相 空间 , 广 域 格 空间 中 的 一 
个 格 ,在 相 空间 中 称 为 相 格 。 

广 域 Hilbert 相 空 间 是 由 Minkowski 空间 抽象 出 来 的 ,时 空 点 可 用 分 立 的 相 
格 来 取代 。 如 果 将 微观 客体 引入 非 质点 相 格 ,利用 非 欧 几 何 赋 予 的 公理 体系 和 泛 
函 分 析 结 构 讨 论 物 理 问 题 ,无 论 对 狭义 相对 论 还 是 量子 力学 在 数学 基础 和 物理 诠 
释 方面 都 可 能 带 来 新 的 变革 。 由 于 Minkowski 空间 的 时 空 性 质 具有 方向 异性 , 广 
域 Hilbert 空间 有 别 于 传统 的 由 Euclidean 空间 抽象 的 Hilbert 空间 。 分 析 两 类 空 
间 的 异同 ,有 助 于 理解 量子 力学 由 于 基础 框架 的 表 症 产生 的 疑难 问题 ,将 对 量子 力 
学 给 出 新 的 解释 和 新 的 内 容 。 

Euclidean 空间 各 向 同性 ,在 其 度量 空间 所 定义 两 点 的 距离 p 只 有 线 度 或 长 度 
的 改变 ;但 Minkowski 空间 的 奇异 性 使 其 度量 p = dpo 既 具 有 线 度 的 变化 ,也 具有 
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方位 的 改变 。 在 Ci 中 可 具体 分 析 为 ,时 空 点 间 的 度量 不 同 ,世界 线 与 a 轴 的 辐 角 
也 不 同 。 对 非 类 空间 隔 用 方向 因子 0 二 po(X,Y) 入 1 表示 世界 线 与 a 轴 正 向 的 方 


位 , 辐 角 主 值 范围 在 gp ~ 士 子 之 间 。 


类 时 区 的 类 时 间隔 ， 辐 角 取 0<<p 过 至 ， 方 位 因子 0 过 pp (X,Y) 二 1, 拟 距 离 


P 二 dpo > 0 有 不 同 取 值 。Minkowski 空间 类 时 区 的 类 时 间隔 可 抽象 出 一 类 Hil- 
bert 空间 ,这 类 Hilbert 空间 只 能 描述 实物 客体 之 间 的 相互 作用 及 实物 客体 本 身 


的 运动 规律 ;' 对 于 类 时 区 的 类 光 间 隔 , 辐 角 主 值 一 士 王 , 对 应 方位 因子 m 一 0, 虚 


距离 p= 二 4 > 0。 类 光 区 与 类 时 区 取得 了 几何 关联 ,所 以 Minkowski 空间 类 时 区 的 
类 光 间 隔 可 抽象 出 一 类 Hilbert 空间 ,这 类 Hilbert 空间 与 正 交 格 空间 相对 应 ,分 
立 相 格 对 应 于 实物 粒子 , 即 实物 粒子 的 量子 路 迁 以 及 吸收 或 放出 光量 子 可 通过 定 
向 相 格 间 的 联系 表现 出 来 ;类 光 区 的 类 光 间 隔 与 光量 子 和 电磁 场 相对 应 ,方向 因子 
p(X,Y) = 0, 距离 空间 (五 ,po) 的 虚 距 离 p 二 d > 0 满足 完备 性 ,可 抽象 一 类 描述 
类 光 区 的 Hilbert 空间 。 
定义 21.23 ”有 H = 二 CU 为 非 类 空 广 域 , C; 为 类 时 子 区 域 , 忆 为 类 光 区 域 。 
(1) Ci 中 ,类 时 间隔 所 对 应 的 完备 的 内 积 空间 称 为 第 一 类 广 域 Hilbert 空间 ， 
(2) Ci 中 ,类 光 间 隔 所 对 应 的 完备 内 积 空间 称 为 第 二 类 广 域 Hilbert 空间 
(3) 扎 中 ,完备 的 内 积 空间 称 为 第 三 类 广 域 Hilbert 空间 。 


取 p36 为 完全 集 , 且 有 任意 阶 连续 偏 导数 ,可 引入 广 域 Riemann 度量 空间 。 


定义 21. 24 韭 为 广 域 ,存在 日 XH 一 R, 取 双 变 量 实 值 函 数 p 二 (，,，，)， 
满足 : 

(1) p(X,Y) 宇 0 且 p(X,Y) = 0, 当 且 仅 当 X 一 Y € SI; 

(2) p(X,Y) = p(Y,X); 

(3) 变量 (， 或 ) 满 足 e。; 
称 (及,p) 为 广 域 Riemann 度量 空间 。 


21.6 Hilbert 空间 的 对 比分 析 


广 域 Hilbert 空间 以 非 欧 几何 为 原 空间 ,对 双 曲 Minkowski 空间 建立 了 公理 
体系 并 赋予 泛 函 分 析 结 构 。 可 以 提出 这 样 问题 ,传统 Minkowski 空间 理论 为 什么 
不 能 建立 相应 公理 体系 抽象 出 Hilbert 空间 呢 ? 由 椭圆 复数 所 对 应 的 寿 欧 空间 ， 
时 空间 隔 不 变量 具有 式 (2. 4. 5) 复 矢量 缩 并 形式 ,与 式 (2. 1. 4) 内 积 形 式 是 有 区 别 
的 。 恬 欧 矢 量 的 内 积 对 应 式 (2. 3. 5), 它 不 是 Minkowski 空间 的 时 空间 隔 不 变量 。 
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如 不 能 定义 具有 内 积 形式 的 不 变量 ,就 不 能 通过 Minkowski 空间 的 公理 体系 抽象 
出 相应 的 Hilbert 空间 。 因 此 ,将 双 曲 复数 引入 Minkowski 空间 ,不 仅 具有 几何 结 
构 , 也 具有 分 析 结 构 和 广 域 Hilbert 空间 ,表现 了 较 高 的 数学 秩序 。 

量子 力学 的 数学 基础 为 Hilbert 空间 ,由 Euclidean 空间 为 原 空 间 抽象 出 的 
Hilbert 空间 与 Minkowski 空间 为 原 空 间 抽象 出 的 广 域 Hilbert 空间 有 哪些 区 别 
呢 ? Euclidean 空间 各 向 同性 ,不 具有 光量 子 亦 即 场 的 对 应 区 域 ,所 对 应 的 距离 或 
度量 不 能 刻画 光量 子 的 局 域 性 质 。 特 别 是 ,由 内 积 所 定义 的 不 变量 式 (2. 3. 5) 无 论 
在 实 空间 还 是 在 复 空间 均 为 (Y,Y) = c? 十 记 。 由 传统 Hilbert 空间 可 以 给 出 具有 
分 立 结构 的 相 空间 ,但 用 分 立 相 格 可 以 描述 实物 粒子 的 非 质 点 性 质 , 却 不 能 描述 光 
量子 的 量子 态 , 更 不 能 给 出 实物 粒子 与 光量 子 耦合 的 几何 情况 。 正 是 由 于 Hilbert 
空间 不 能 描述 分 立 的 光量 子 ,所 以 将 传统 Hilbert 空间 作为 量子 力学 的 数学 基础 ， 
是 不 能 给 出 具体 的 几何 空间 ,实物 客体 吸收 或 放出 光量 子 也 不 能 给 出 几何 描述 。 
应 该 说 ,传统 Hilbert 空间 本 身 是 完备 的 ,但 把 它 应 用 于 量子 力学 描述 量子 跃迁 和 
光量 子 耦合 无 论 从 数学 角度 还 是 从 物理 角度 都 是 有 缺陷 的 。Minkowski 空间 几 
何 结构 与 Hilbert 空间 分 析 结 构 的 抵触 关系 ,是 量子 力学 与 狭义 相对 论 不 能 融合 
的 关键 。 

以 Euclidean 空间 为 原 空间 抽象 出 Hilbert 相 空间 的 局 限 性 表现 在 描述 微观 
客体 各 量子 态 是 孤立 的 ,相互 之 间 不 能 用 光量 子 进 行 几何 沟通 。 对 于 低速 运动 的 
微观 客体 ,空间 坐标 与 时 间 坐标 相 分 离 ,很 难 用 因果 规律 描述 粒子 的 运动 行为 。 广 
域 Hilbert 相 空 间 的 不 同 区 域 分 别 描述 分 立 化 的 实物 粒子 和 光量 子 。 类 时 区 与 类 
光 区 的 几何 联系 ,使 实物 粒子 不 再 是 一 个 孤立 客体 ,各 个 实物 粒子 之 间 可 以 通过 光 
量子 取得 因果 关联 ,不 同 的 实物 客体 可 以 通过 交换 光 信和 号 发 生 质量 和 能 量 的 传递 
和 改变 ,所 有 的 实物 客体 构成 了 一 个 辩证 统一 体 。 类 光 区 作为 类 时 区 各 时 空 点 相 
互联 系 的 几何 背景 ,表现 在 物理 上 就 是 实物 粒子 之 间 的 联系 具有 电磁 场所 对 应 的 
真空 背景 。 利 用 广 域 Hilbert 空间 作为 量子 力学 的 数学 基础 ,将 物质 组 成 的 两 种 
不 同 物 态 通过 内 在 关联 辩证 地 统一 起 来 , 必 将 赋予 新 的 物理 诠释 和 哲学 诠释 ,也 能 
建立 起 一 个 完备 的 微观 理论 体系 。 因 此 ,以 Minkowski 几何 为 原 空间 抽象 出 广 域 
Hilbert 相 空间 为 狭义 相对 论 和 量子 理论 提供 了 一 个 统一 的 几何 结构 和 分 析 结构 ， 
终结 了 狭义 相对 论 没有 分 析 结 构 而 量子 力学 没有 几何 结构 的 现状 ,为 两 论 的 一 元 
化 奠定 了 理论 基础 。 
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Minkowski 空间 的 类 时 区 每 一 时 空 点 都 对 应 着 类 光 区 的 奇 点 问题 ,对 应 着 由 
于 方向 不 同 或 方向 因子 不 同 所 带 来 的 度量 和 性 质 的 改变 。 类 光 区 的 邻近 关系 和 局 
域 性 质 拓展 了 Euclidean 几何 公理 体系 , 拟 度量 空间 (五 ,o) 和 虚度 量 空 间 (五 ,Z) 
的 区 分 使 非 Euclidean 几何 的 公理 体系 具有 了 空间 奇异 性 和 多 度量 特点 。 通 过 讨 
论 四 维 双 曲 复 空间 中 各 区 域 的 时 空 特点 和 度量 关系 ,进而 论述 同一 时 空 区 域 中 两 
点 间 的 邻近 关系 和 局 部 性 质 可 以 分 析 双 曲 复 空间 的 拓扑 结构 和 微分 结构 。 


22. 1 广 域 空间 的 邻近 关系 与 局 部 性 质 


Minkowski 复 空间 具有 方向 奇异 性 ,同一 类 时 区 两 个 物理 事件 的 几何 关联 可 
分 为 三 类 ,包括 类 时 事件 .类 空 事件 和 类 光 事件 ,这 种 奇异 性 表现 了 时 空 点 的 邻近 
关系 和 局 部 性 质 。 同 一 类 时 区 C; 取 时 空 点 X (co,jro) 和 邻近 它 的 点 集 X(Ca ,六 )， 
由 广 域 复 空间 的 拟 度量 (五 ,o) 和 虚度 量 ( 互 ,d) 可 以 讨论 该 点 的 邻近 关系 ,并 给 
出 邻 域 和 开 球 的 定义 。 

定义 22.1 取 YX,Xo e 日 ,H 为 广 域 ,对 应 拟 度 量 空间 ( 昌 ,p) 和 虚度 量 空 
间 ( 吾 ,q), 令 e 和 6 是 一 正 数 ,满足 0 二 p(X,X。o) 二 e 的 点 X 的 集合 , 称 做 点 Xo 的 
拟 邻 域 ;满足 p(Xo,e = 0,6) = 二 0,0 二 d(X,X。) 过 6 的 点 X 的 集合 , 称 做 点 Xo 的 
虚 邻 域 , 记 作 

U=[(Xo,e,6) | 0<p(X,Xo) <esp(X,Xo) =0,0<d(X,Xo) < 

定义 22.2 ” 互 中 Ci 区域 ,集合 Si = {X|X,Xo € Cim(X,Xo) = 0,d(X， 

Xo) < 0)5S: = {(X|X, Xo € Cisp(X, Xo) = d(X,Xo)po(X,Xo) <e}; 如 存在 
S= SU S:, 称 Ci 中 Xe 为 中 心 ,对 应 吾 中 e 为 拟 半径 ,6 为 虚 半 径 的 虚拟 开 球 。 

在 四 维 Minkowski 复 空 间 有 H (4a, 六 ) 中 , 取 时 空 点 X。 与 邻近 点 集 X 满足 
方程 


c2 (人 一 加 )2 一 ( 工 一 Zo)2 一 (7 一)2 一 (z 一 zo)2 =p (22.1.1) 
则 在 四 维 实 空间 h (a,z) 形成 的 四 维 球 是 在 (h,p) 中 以 X。Cqo, 关 。) 为 中 心 , p 为 
半径 的 拟 开 球 。 但 四 维 Minkowski 复 空间 互 (a ,jF) 具有 方向 异性 的 特点 ,形成 
的 开 球 需 要 性 质 不 同 集合 的 并 来 覆盖 。 约 定 两 时 空 点 间 不 能 跨越 零 因子 线 ,可 在 
类 时 区 同一 个 连通 区 域 C; 中 取 时 空 点 X。 与 点 的 集合 X, 并 由 定义 21. 8 取 拟 莽 离 
p(X,Y) = dCX,ZDm(CX,7) ,方位 因子 m 一 (chig 一 shig)+。 由 辐 角 或 方位 因子 
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的 不 同 可 分 别 给 出 三 类 拟 、 虚 距离 ; 
(1) 当 a 轴 辐 角 满 足 一 下 <?<< 于 时 , 拟 距 空间 (五 ,p) 中 的 类 时 间隔 满足 
cAt| > |Ar|, 拟 距离 为 
p= (|eAr —Ar|)t (22. 1.2) 
(2) 当 a 轴 辐 角 满 足 二 <p< 子 ， 拟 距 离 空间 〈 互 ,o) 中 的 类 空间 隔 满 足 
cAt| 二 | Ar|, 取 拟 距离 为 
p= (|Ar—eArl)t 《22.1.3) 
(3) 当 a 轴 辐 角 满 足 p = 士 亚 ， 虚 距 离 空间 ( 互 ,d) 中 的 类 光 间 隔 | cAt| 一 
A7| , 取 虚 距离 为 


d=c|at|= |Arl (22.1.4) 

双 曲 度量 空间 (五 ,o) 中 取 距 离 p = dpo，, 其 中 , d 之 0 为 线 度 因子 , 0 过 po 过 

1 为 方向 因子 。 由 定义 22. 1 和 三 类 拟 、 虚 距离 ,对 于 类 时 区 C; 中 点 Xe 的 开 球 和 集 
合 分 三 种 情况 进行 讨论 : 

(1) 同一 个 类 时 区 G 中 , Xo 与 点 的 集合 和 满足 条 件 |cAt| > |Ar| 和 0 二 p 声 

1, 辐 角 取 一 至 <9<< 至 或 玻 <9<< 容 ，, 有 拟 距 方 程 CAF 一 Ar 一 pF。 在 (Hp) 


中 形成 以 Xo 为 中 心 , p(X,X。o) 为 拟 距 离 , 0<p(X,Xo) 和 dd 为 半径 的 类 时 开 球 , X 
为 满足 式 (22. 1. 2) 的 点 的 类 时 集合 。 
(2) 同一 个 类 时 区 C 中 , Xo 与 点 的 集合 X 满足 条 件 |cAt| 天 |Az| 和 0 二 p 才 


1. 辐 角 取 于 天 9<< 玻 或 焉 一 p<< 球 , 对 应 拟 虐 方程 2 一 2AF 二 pF。 在 (Hp) 


中 形成 X。 为 中 心 , p(X,X。) 为 拟 距离 , 0 二 p(X,Xo) 和 4 为 半径 的 类 空 开 球 , XX 
为 满足 式 (22. 1. 3) 的 点 的 类 空 集合 。 
(3) 同一 个 类 时 区 C; 中 , Xe 与 点 的 集合 六 的 连 线 平行 或 垂直 于 类 光 区 , 辐 角 


为 g= 士 至 或 p 一 士 至 , 满足 | cat| 一 |A| 在 (Hp) 中 有 内 一 0; 在 (H,d) 中 


取 d(Xo,X) 一 c|At|= |AF| 之 0, 则 在 CH,p 二 0) 和 (Hd) 中 形成 X 为 中 心 ; 
d(X。,X) 为 虚 距 离 , p(X,Xo) 二 4 为 半径 的 类 光 开 球 , X 为 满足 式 (22. 1.4) 的 点 
的 类 光 集 合 。 

由 第 一 章 利用 Gudemannian 函数 可 以 建立 双 曲 复 平面 旷 (a ,jr) 和 二 维 实 平 
面 BCc,z) 之 间 几 何 开 球 的 对 应 关系 。 将 有 H(a ,jr) 和 E(a ,r) 的 坐标 轴 分 别 重 
合 ,在 E(c,r) 中 取 时 空 点 Xo 为 中 心 ,点 的 集合 X 为 圆 的 开 球 ,对 应 在 Ha ,jr) 
中 是 以 时 空 点 X 为 中 心 ,点 的 集合 X 为 图 22. 1 中 的 梅花 曲线 。 显 然 , 拟 开 球 四 
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辩 梅 花 曲 线 为 按 角度 不 同 分 别 由 类 时 开 球 或 类 空 开 球 组 成 ,其 中 一 对 水 平 梅花 辩 
为 类 时 开 球 , 竖 直 梅花 辩 为 类 空 开 球 ,而 直线 段 为 类 光 开 球 。 
四 维 Minkowski 复 空间 具有 方向 异性 
特点 ,使 时 空 点 的 邻 域 和 开 球 表现 为 不 光滑 
性 。 类 光 区 与 类 时 区 的 关联 ,使 类 光 区 的 局 
部 性 质 在 类 时 区 得 以 描述 ,物理 上 对 应 光量 
子 和 有 静 质 量 粒子 的 联系 。 例 如 ,如 果 限 定 
Ci 中 的 非 类 空间 隔 , 则 类 时 间隔 对 应 0 < po 


三 1, 辐 角 0<9<< 冯 ;类 光 间 隔 对 应 ma 一 0， 


辐 角 9 一 至 。 对 于 限定 Cs 中 类 时 间隔 有 0 一 
wm 委 1 0>>p>> 一 他; 类 光 间 隔 对 应 m 一 0， 图 22.1 拟 虚 开 球 图 
9 = 一 到。 在 类 光 区 E 中 , X。 与 点 的 集合 XX 满足 条 件 |cAt| 一 |A7| ,有 po 二 0， 


辐 角 9 一 土 至 或 p 一 士 琴 ,在 (H,p) 中 形成 以 Xo 为 中 心 , p(X,Xo) = < 为 半径 
的 类 光 开 球 。 


22.2 广 域 开 集 


由 广 域 的 双 度 量 空间 (五 ,po) 和 五 ,d) 可 给 出 相关 的 邻 域 和 开 集 的 分 类 。 

定义 22.3 ”对 YX,X。E 昌 ,H 为 双 曲 广 域 ，&CX,Xo) ,oo(CX,Xo) 为 非 负 
数 , 如 果 有 

(1) 对 应 于 e 是 一 正 数 ,满足 0 二 p(X,Xo) = d(X,Xo)po(X,Xo) 过 e 的 点 XX 
的 集合 ; 

(2)(H,p) 中 满足 m(CX,Xo) 二 0, 对 应 ( 吾 ,qd)，, 取 正 数 6, 满足 4d(X,Xo) 过 
9 的 点 X 的 集合 ; 
称 做 点 Xe 的 对 应 于 (五 ,o) 和 ( 互 ,d) 中 的 拟 、 虚 邻 域 , 记 作 

U=[(Xo,e,0) | H:0<p(X,Xo) <e;0 < dX,X) 天 果 

由 于 Minkowski 复 域 具有 方向 奇异 性 ,从 定义 22. 2 对 非 类 空 情况 可 以 给 出 
三 类 拟 、 虚 邻 域 : 

第 一 类 邻 域 ”类 光 区 号 中 ,满足 mw(X,Xo) 二 0, d(X,X。) 二 6 的 点 XX 的 集 
合 , 是 三 中 对 应 (五 ,2) 的 虚 邻 域 ; 

第 二 类 邻 域 ”类 时 区 C; 中 ,满足 0 二 p(X,X。) <e 的 点 X 的 集合 ,是 C 中 对 
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应 (五 ,o) 的 拟 邻 域 ; 

第 三 类 邻 域 ”类 时 区 C; 中 ,满足 p(X,X。) = 二 0, d(X,Xo) 二 6 的 点 X 的 集 
合 ,是 C 中 对 应 (五 ,d) 的 虚 邻 域 。 

有 了 邻 域 的 分 类 ,就 可 以 定义 广 域 开 集 。 在 非 类 空 广 域 互 (C,S) 中 , C 为 类 
时 区 , 号 为 类 光 区 , H(C,S) 中 可 引入 六 类 开 集 , 分 别 对 应 广 域 拓扑 空间 。 

定义 22.4 五 (C,E) 中 马 为 类 光 区 , X, ,Xn 为 号 中 元 数 , 设 子 集 Ui C 马 ， 
如 对 YX,Xnm CUi, 在 ( 玉 ,p) 中 存在 p(X， ,Xm) 一 mo(CX,Xn)dCX。,Xn)， 其 中 
方向 因子 po(X, ,Xm) 二 0, 线 度 因子 满足 0 二 d(X,,X。) 二 6, 使 得 B1(X,,d) CC 
U， 称 U 为 马 中 类 光 开 集 ,， {U1} 为 类 光 开 集 族 。 

定义 22.5 ”五 (C,E) 中 有 吕 为 类 光 区 , X,,X 为 号 : 中 元 数 , 设 子 集 U, CBE， 
且 有 纪 | 气 , 取 乘 法 ^“,”, 使 得 马 。 甩 = BB。 所 二 0。 如 对 YX,,Xm CU 在 
(Hsp) 中 pCX, ,Xn) 二 po(X，，Xm)d(X,,Xm), 存在 方向 因子 po(X, ,Xa) 一 0, 线 
度 因 子 对 应 0 < 4d(X,,X。) 二 6, 使 得 B,C(X,,d) CU, 称 U; 为 有 中 类 光 开 集 ， 
{U: } 为 类 光 开 集 族 , 且 {Ui} 和 {Uz } 称 为 正 交 开 集 族 。 

定义 22.6 甩 (C, 巴 中, 设 子 集 Us C Ci,i 二 1,2,3,…, 取 X,,XnE Ci 为 
同一 类 时 区 域 ,如 对 YX, ,Xa CCUs, 且 经 过 X, 与 X。 两 点 的 直线 平行 号 (或 垂直 
忆 )。 在 (H,p) 中 p(X,,Xm) 二 po(X,，Xm)d(X,，Xm), 存在 p(X，,Xm) 二 0,0 
二 d(X，,Xm) 二 6, 使 得 BiCX,,d) CU, 称 Us 为 C; 中 类 光 开 集 , {Us} 为 C; 中 
类 光 开 集 族 。 

定义 22.7 ”五 (C,B) 中 , 设 子 集 U C Ci 二 1,2,3,…, 取 X,,Xn E Ci 为 
同一 类 时 区 域 ,如 对 VX,,Xm CU,，, 且 经 过 X, 与 Xm 两 点 的 直线 平行 Ss 或 垂直 
乌 )。 在 (H,p) 中 p(X,,Xn) = po (XXm)d(X。,，Xm), 存在 p(Xs,Xn) 二 0,0 
二 d(X,,Xm) 过 6, 使 得 B,C(X,,d) CCU, 称 U 为 Ci 中 类 光 开 集 ，{U4 ) 为 Ci 中 
类 开 集 族 , 且 {Us} 和 {U4 } 互 为 正 交 开 集 族 。 

定义 22.8 ”五 (C,S) 中 , 设 子 集 Us CCi,i 二 1,2,3,…, 取 X,,Xa E G 为 同 
一 类 时 区 域 ,如 对 VX,,X CU 在 (Ho) 中 p(X,,X,) 一 站 (XXXo)dCX，Xn)， 


存在 0 天 pCX。Xn) <s, mo(CX。,X。) 一 上 (9p)，9 为 实 轴 ct 辐 角 ,满足 一 至 <p< 


至 ， 使 得 Bs(X,,p) CUs, 称 Us 为 Ci 中 类 时 开 集 , {Us } 为 C; 中 类 时 开 集 族 。 


定义 22.9 互 (C,S) 中 , 设 子 集 U CCi,i 二 1,2,3,…, 取 X,,Xa E G 为 同 
一 类 时 区 域 ,如 对 YX,,X。 CUs, 在 (H,p) 中 p(X ,Xn) = pp (Xa, Xn)d(X, ,Xn), 


存在 0 之 p(X,Xm) 之 ,po《X.，Xm) 二 pob0) ,0 为 虚 轴 jr 辐 角 ,满足 一 反之 9 二 


至 ， 使 得 BCX,p) CUs, 称 Us 为 Ci 中 类 空 开 集 ，{Us } 为 C; 中 类 空 开 集 族 。 
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我 们 在 五 (C,S) 中 的 类 光 区 S(S , 甩 ) 中 定义 了 两 类 开 集 , 在 类 时 区 CCC;， 
i 二 1,2,3,…) 中 定义 了 四 类 开 集 。 取 $ 为 空 集 ,可 证 得 S(S ,三 ) 中 集 族 满足 
{Ua = {Ui)s 
(22. 2.1) 
QA {U; )= 风 
类 时 区 CCCi,i = 1,2,3,…) 中 所 对 应 的 及 (C,S) 中 满足 
{Ue} =U {Ui}e 
(22. 2. 2) 
QM {Udc=$ 
则 互 (C,S) 中 集 族 满足 
{Us} =U {Ui}n = {Ui}e U {Ui}s 
(22. 2. 3) 
N {Udn=$ 
在 广 域 度量 空间 中 ,方向 因子 pp(X,,X) 决定 了 开 集 的 类 型 。 当 po CX,， 
Xm) 一 定时 对 应 的 开 集 叫 同类 开 集 , 开 集 族 {Uncw } 称 为 由 m(9) 决定 的 同类 开 
集 族 。 
定理 22.1 广 域 互 (C,S) 的 度量 空间 (H,o) 中 p= doo, 设 S 是 由 po(p) 决 
定 的 任意 同类 开 集 ，{ S} 为 同类 开 集 族 , 具 有 如 下 人 性质， 
(1) S 和 空 集 $ 是 同类 开 集 ; 
(2) 两 个 同类 开 集 的 交 是 一 个 同类 开 集 ; 
(3) 任意 一 个 开 集 族 的 并 是 一 个 同类 开 集 。 
证 明 S 按 定义 22.4 至 定义 22. 9 是 一 个 同类 开 集 , 空 集 $ 没 有 元 数 ,也 认为 
它 满足 开 集 条 件 , 对 (1) 和 (3) 是 显而易见 的 。 对 (2) 由 定义 20. 5 以 及 定义 22.4 至 
定义 22.7 在 度量 空间 ( 互 ,o) 中 po(X,,X，) 一 0, 定义 22.8 和 定义 22. 9 满足 0 二 
P(XnyXm) 和 1, 则 0<o(CXXo) 入 do 取 0<d<e, 设 V,V: 是 互 (C,B) 中 
同类 开 集 , 如 果 Vi 门 Vz: ==$, 则 结论 成 立 ; 设 Vi 站 Vi 了 关 $,H(C, 刀 ) 中 任 取 一 点 工 
€ Vi 由 Vi, 则 存在 ei,ez， 有 Ui(zye) CVi,Ui(zyez)CVi,(i 二 1,2,…,6)。 今 
= min{e1;e2}, 则 U;(z,e) C Ui(zye) CVi, Ui(zye) CUi(z,ez) CV, BT 
Ui《zye) CV 站 V， 则 (2) 成 立 。 


22. 3 多 拓扑 结构 


Minkowski 复 空 间 具有 方向 异性 的 特点 ,使 四 维 非 欧 时 空 的 度量 体系 有 别 于 
Euclidean 几何 的 公理 体系 ,时 空 元 数 的 邻 域 和 开 球 需要 由 多 类 开 集 覆盖 ,因此 度 
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量 空间 (本 ,po) 抽象 出 的 拓扑 空间 也 应 具有 奇异 性 质 ,由 定理 22. 1 作 如 下 定义 。 

定义 22.10 设 S 是 妞 (C,E) 中 通过 p= 二 do(p) 的 一 个 集合 , m (yp) 为 一 个 
限定 , + 是 S 一 个 子 集 族 ,其 中 成 员 叫 做 S 的 开 集 ,如 r 满 足下 列 三 个 条 件 , 就 叫 集 
合 S 的 一 个 拓扑 。 

(1) S 和 $ 是 开 集 ; 

(2) 两 个 开 集 的 交 是 一 个 开 集 ; 

(3) 任意 多 个 开 集 的 并 是 一 个 开 集 。 
集合 S 与 r 在 一 起 叫 互 的 一 个 广 域 拓扑 空间 。 

显然 及 (C,S) 构成 了 一 个 多 拓扑 空间 , 称 互 拓扑 , 记 作 〈 互 ,nr 。 非 欧 时 空 的 
不 光滑 性 表现 为 度量 空间 (五 ,o) 中 的 距离 p 一 dpo 由 线 度 因子 a 和 角度 因子 po 共 
同 决定 ,因为 0 过 plq) 入 1 在 同一 个 区 间 具 有 多 个 取 值 ,通过 限定 po 的 固定 取 值 
可 给 出 一 个 同类 集合 。 在 类 光 区 中 ,通过 定义 22. 4 和 定义 22. 5 中 限定 p = 0, 给 
出 开 集 U, 和 Uz 分 别 构成 一 个 拓扑 空间 ; 取 Ci 类 时 区 域 中 开 集 Us 和 U，, 限定 po 
三 0, 也 分 别 构成 一 个 拓扑 空间 ;在 Ci 区 域 中 由 定义 22. 8, 限 定 0 二 pp (9) 过 1, 可 
给 出 一 类 拓扑 ,命名 为 类 时 拓扑 ,但 一 般 类 时 间隔 是 不 能 给 出 一 个 统一 的 度量 , 即 
一 般 不 满足 度量 的 三 角 关系 。 但 是 ,如 果 限 定 wm 为 一 个 固定 取 值 ,物理 事件 的 世 
界线 就 确定 了 ,距离 的 大 小 和 方位 也 确定 了 ,所 对 应 的 开 集 Us 通过 定义 22. 10 可 
以 给 出 一 个 拓扑 空间 。 

双 曲 复 空间 互 (C,S) 的 拟 距 空间 和 虚 距 空间 分 别 是 可 度量 化 的 ,但 时 空 的 奇 
异性 和 多 度量 性 质 使 同一 时 空 点 的 邻 域 需要 用 不 同类 的 开 集 和 拓扑 覆盖 ,而 不 同 
类 拓扑 的 并 ,不 一 定 构成 拓扑 , 例 UU Us 和 Us U U, 就 不 构成 拓扑 。 类 时 间隔 的 
不 同类 拓扑 的 并 一 般 也 不 构成 拓扑 。 双 曲 复 空 间 五 (C,S) 的 多 拓扑 性 质 为 
Minkowski 复 空间 方向 奇异 性 奠定 了 理论 基础 。 由 于 广 域 拓扑 的 复杂 性 ,本 章 仅 
对 (五 ,rt) 部 分 性 质 进行 讨论 ,首先 讨论 ( 瑟 ,r) 的 平庸 性 质 。 

定理 22.2 ”度量 空间 ( 互 ,o) 中 方向 因子 mw(9) = 0, 拟 距 离 o 一 do。 二 0 所 
诱导 的 拓扑 为 平庸 拓扑 ;但 虚 距 离 p = 了 > 0 为 非 平庸 拓扑 。 

证 明 拟 距 离 空间 ( 玉 ,p 二 0), 仅 有 元 数 0, 则 拓扑 空间 ( 瑟 ,r) 写 为 (0, 办 是 
平庸 拓扑 。 虚 距离 空间 (本 ,wm = 0,p = d), p = d > 0 对 应 非 空 开 集 为 非 平庸 
拓扑 。 

定义 22.11 设 X 是 一 个 集合 ,在 限定 A 中 & == {X,r}ja 是 X 的 一 个 平庸 拓 
扑 ,如 果 A 可 诱导 B, 使 5 一 {X,rjas 成 为 X 的 一 个 非 平 庸 拓扑 , 则 称 & = 
{X,t}Aa,B 为 & i {X,r}A 派生 拓扑 或 诱导 拓扑 。 

由 Euclidean 几何 的 公理 体系 所 对 应 的 平庸 拓扑 空间 一 般 为 有 限 个 点 所 构 
成 ,但 在 Minkowski 空间 平庸 拓扑 空间 却 是 一 类 无 限 大 的 类 光 区 域 。 类 时 区 中 任 
一 物理 事件 ,只 要 它 与 其 他 事件 通过 光 信 号 取得 因果 联系 ,其 时 空间 隔 不 变量 所 对 


第 二 十 二 章 广 域 空间 的 多 拓扑 。305。 


应 的 模 均 为 零 ,度量 空间 所 抽象 出 的 拓扑 空间 也 为 平庸 拓扑 空间 。 类 光 区 对 应 电 
磁场 或 光量 子 的 定义 域 ,全 类 光 空 间 的 拟 距 度量 均 为 零 ,所 以 平庸 拓扑 空间 也 称 全 
域 拓扑 空间 ,对 应 整个 (5) 的 拟 距 度量 空间 。 由 平庸 拓扑 空间 可 以 派生 或 诱导 
出 非 平 庸 拓扑 空间 , 即 虚 距 度量 空间 或 称 定 域 拓扑 空间 。 在 类 时 区 它 刻画 了 两 物 
理事 件 通过 光 信 号 的 传递 所 表现 的 因果 联系 ,这 种 联系 可 以 通过 邻 域 和 开 集 等 概 
念 叙述 它 的 邻近 关系 。 平 庸 拓扑 诱导 非 平庸 拓扑 是 非 欧 度量 空间 所 独 有 的 性 质 ， 
体现 了 度量 的 突变 和 时 空 的 不 光滑 性 。 它 是 各 向 同性 的 Euclidean 几何 所 不 具备 
的 性 质 。M. Freedman 提出 四 维 空间 具有 多 种 微分 结构 也 体现 了 这 种 突变 性 质 。 
平庸 拓扑 诱导 非 平庸 拓扑 以 及 全 域 拓扑 空间 派生 定 域 拓扑 空间 的 性 质 在 量子 力学 
中 具有 重要 的 应 用 。 

广 域 度量 空间 包括 了 拟 距 度量 空间 和 虚 距 度量 空间 ,其 中 虚 距 度量 空间 是 在 
拟 距离 的 角度 因子 等 于 零 的 情况 下 所 诱导 的 虚 距 离 。 如 果 X 是 具有 广 域 度量 的 
集合 , 则 通过 不 同 的 邻 域 的 族 是 X 上 的 一 个 拓扑 ,此 拓扑 称 为 广 域 度量 诱导 的 拓 
扑 ,以 X 的 广 域 度量 所 诱导 的 拓扑 空间 称 为 广 域 拓扑 空间 。 

定理 22.3 ” 广 域 拟 距 度量 空间 在 限定 角度 因子 0 < m(p) 过 1 时 为 Haus- 
dorff 空间 。 

证 明 广 域 拟 距 度量 空间 (X,p) 的 拟 距离 p = do, 当 在 0 二 pCg) 过 1 中 限 
定 一 个 mlp), 则 p 由 4 之 0 来 决定 。 设 z 及 y 是 (X,p) 的 两 个 相 异 的 点 , 则 p= 


do > 0。 取 e 是 一 正 实数 ,满足 条 件 0 之 e 过 2 国 闻 ， 则 BCzse) 及 BCyse) 是 分 别 


包含 z 及 y 的 开 集 , 且 B(z,e) 及 B(y,e) 不 相交 。 可 在 x 及 y 之 间 取 z € BCz'e) 
站 Bly,e), 有 
p(T»y) plz,z2)+plz,y) 一 PCzyz) 十 o(yz) <ete < pr,y) 
有 矛盾 ,所 以 B(z,e) 及 B(y,e) 不 相交 。 
定理 22.4 广 域 拟 距 度量 空间 的 限定 角度 因子 mw(y) 二 0 为 平庸 拓扑 空间 ， 
派生 的 虚 距 度量 空间 (X,d) 为 Hausdorff 空间 。 
定理 22. 4 的 证 明 可 参照 定理 22. 2 和 定理 22. 3 而 得 证 。 


22.4 广 域 拓扑 的 分 类 和 应 用 


双 曲 复 域 互 (C,E) 与 Minkowski 复 空间 相对 应 ,物理 上 C 区 域 对 应 静 质 量 
为 me 的 实物 粒子 , 号 区 域 对 应 静 质量 为 零 的 各 种 场 。 按 照 各 类 拓扑 在 物理 上 的 
应 用 ,可 命名 (Si ,nu), (成 ,rt:) 分 别 为 道 从 场 拓扑 和 协 丛 场 拓扑 ,适用 于 电磁 场 理 
论 ; (C,m),(C,m) 分 别 命名 为 拟 从 场 粒子 拓扑 和 协 丛 场 粒子 拓扑 ,它们 具有 不 同 
的 微分 结构 ,适用 粒子 和 场 的 耦合 ; (Cr ) 命名 为 粒子 拓扑 ,适用 于 一 般 相 对 论 质 
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点 系 粒 子 ; (Crs) 为 类 空间 隔 ,不 能 对 应 具有 因果 联系 的 物理 事件 。 

在 四 维 Minkowski 动量 空间 ,类 时 区 域 作 平行 和 垂直 三 的 几何 线 ( 面 ), 将 整 
个 四 维 Minkowski 相 空间 分 成 一 系列 定向 相 格 。 试 将 每 个 相 格 对 应 一 个 微观 客 
体 的 量子 态 , 沿 任意 两 个 相 邻 的 平行 线 ( 面 ) 取 两 个 相 邻 相 格 ,看 做 某 微观 客体 通过 
跃迁 所 对 应 的 初 末 量子 态 , 每 个 非 质点 相 格 在 C 区 域 应 具有 粒子 特征 。 在 场 粒子 
拓扑 中 , C 区 域 相 格 的 基本 线 度 可 以 表示 具有 静止 质量 微观 客体 的 特征 长 度 ,不 
同 相 格 之 间 的 量子 跃迁 通过 吸收 或 放出 光量 子 与 号 区 域 的 类 光 粒 子 取得 了 因果 
联系 。 也 就 是 说 ,微观 客体 特征 长 度 与 场 的 相干 波长 相关 联 ,这 是 波 粒 二 象 性 在 
Minkowski 复 空间 的 几何 解释 。 对 高 速 粒子 满足 Lorentz 变换 ,Dirac 微分 方程 中 
时 间 分 量 和 坐标 分 量 均 为 一 次 微分 , 分立 相 格 的 线 度 为 等 距 的 ; 低速 粒子 满足 
Galilei 变换 ,对 应 的 Schr5dinger 方程 时 间 分 量 为 一 次 微分 ,坐标 分 量 为 二 次 微 
分 ,分 立 相 格 的 线 度 不 是 等 距 的 。 但 能 量 分 量 均 满足 关系 式 有 b = Es 一 FE, 其 中 
,EE; 分 别 对 应 相 邻 相 格 微观 客体 跃迁 前 后 的 能 态 , a 为 类 光 区 域 光量 子 的 能 
态 。 可 具体 描述 为 ,处 于 某 一 能 级 的 粒子 ,其 空间 位 置 在 连通 区 域 对 应 某 一 相 格 ， 
能 级 跃迁 后 处 于 另 一 能 级 ,并 对 应 另 一 相 格 ,同时 吸收 或 放出 的 光量 子 在 零 因 子 区 
也 对 应 一 个 相 格 。 这 样 通过 对 八 维 双 曲 相 空间 的 定向 格式 化 ,在 场 粒子 拓扑 理论 
中 可 形象 地 刻画 微观 客体 在 分 立时 空 进行 能 级 既 迁 以 及 场 与 粒子 的 耦合 关系 ,从 
而 使 量子 理论 的 基本 假设 在 Minkowski 复 空间 中 找到 一 种 合理 的 几何 解释 。 

广 域 度量 空间 拟 距 离 所 诱导 的 粒子 拓扑 可 以 描述 实物 粒子 的 运动 行为 ,高 速 
粒子 满足 Lorentz 变换 ,低速 粒子 满足 Galilei 变换 。 由 于 在 粒子 拓扑 中 不 能 与 场 
取得 联系 ,粒子 可 抽象 为 质点 ,对 应 狭义 相对 论 或 Newton 力学 的 物理 问题 。 场 粒 
子 拓扑 描述 的 实物 粒子 与 其 运动 行为 无 关 , 微 观 理论 描述 微观 客体 在 运动 中 与 光 
量子 的 相互 作用 ,需要 综合 考虑 粒子 拓扑 和 场 粒 子 拓扑 的 全 加 作用 。 场 粒子 拓扑 
是 由 广 域 度量 空间 拟 距离 为 零 即 平庸 拓扑 空间 抽象 出 来 的 。 它 描述 了 实物 粒子 之 
间 通 过 交换 光 信号 取得 的 因果 联系 ,因为 涉及 类 时 区 的 所 有 时 空 点 ,所 以 具有 全 域 
性 。 拟 距离 为 零 对 应 Minkowski 复 空间 的 类 光 区 ,传统 理论 不 能 讨论 其 邻近 关系 
和 局 域 性 质 ,这 也 是 狭义 相对 论 和 量子 力学 的 缺憾 所 在 。 其 实 ,在 量子 力学 中 , 光 
量子 的 能 量 各 和 波长 对 应 广 域 度量 空间 中 的 虚 距 离 , 使 量子 力学 赋予 了 一 种 几 
何 结构 ,将 双 曲 多 拓扑 赋予 它 内 在 的 物理 内 容 会 对 量子 力学 和 相对 论 的 几何 解释 
和 拓扑 分 类 给 出 重要 的 理论 指导 作用 。 在 Minkowski 复 空间 进行 拓扑 分 类 ,其 中 
场 粒子 拓扑 既 有 别 于 一 般 经 典 物理 的 拓扑 结构 ,也 有 别 于 相对 论 中 宏观 物体 的 拓 
扑 结构 。 由 于 场 粒子 拓扑 能 够 表述 量子 力学 中 一 系列 基本 原理 ,我 们 认为 ,这 为 解 
决 量子 理论 的 拓扑 结构 打开 了 一 个 突破 口 ,实际 上 ,量子 力学 的 拓扑 问题 一 直 是 人 
们 关心 的 热点 。 

Minkowski 空间 的 特点 就 是 各 向 异性 并 具有 无 限 大 的 类 光 区 域 。 类 光 区 是 
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光量 子 和 电磁 场 的 对 应 区 域 ,在 数学 上 又 称 迷 向 区 或 零 因子 区 。 这 种 四 维 的 非 
Euclidean 几何 具有 相当 的 复杂 性 , 它 的 多 微分 结构 和 多 拓扑 问题 一 直 是 该 学 科 的 
前 沿 课题 。20 世纪 80 年 代 , M. Freedman 提出 四 维 空间 拓扑 学 中 至 少 有 两 种 微 
分 结构 ,并 预测 四 维 空间 和 其 他 维 空间 之 间 这 种 本 质 区 别 是 拓扑 学 的 一 个 惊人 的 
成 就 , 它 也 可 能 是 某 些 深刻 而 重要 的 物理 原理 的 反映 。 我 们 在 此 所 讲 的 所 谓 多 拓 
扑 ,是 相对 Euclidean 空间 为 原 空间 的 拓扑 理论 而 言 的 。 因 为 Minkowski 空间 具 
有 方向 奇异 性 ,表现 为 不 同方 向 时 空 点 的 多 微分 结构 。 如 将 传统 的 拓扑 理论 称 为 
单 拓扑 , 它 主要 刻画 点 与 点 的 邻近 关系 ;而 多 拓扑 不 仅 涉及 不 同 点 之 间 的 邻近 关 
系 ,也 要 考虑 不 同 拓扑 间 的 边 值 问题 。 这 好 比 单 色 毛 线 织 的 毛衣 ,表现 为 各 向 同 
性 ;但 多 种 颜色 毛线 织 成 的 毛衣 就 可 表现 为 各 向 异性 ,除了 考虑 同 种 颜色 的 毛线 点 
与 点 的 关系 外 , 还 要 考虑 不 同 颜色 毛线 之 间 的 搭配 关系 和 边 值 问题 。 正 是 
Minkowski 空间 这 种 奇异 性 和 多 微分 结构 ,可 能 建立 起 类 光 区 和 类 时 区 的 几何 联 
系 并 通过 它们 特殊 的 度量 关系 来 讨论 奇 点 的 局 域 性 质 , 当然 ,这 需要 对 Minkowski 
空间 引入 相应 的 公理 体系 ,并 进行 代数 和 分 析 结构 的 建立 。 

Hawking 的 量子 引力 论 也 是 想 通过 奇 点 度量 和 时 空 量子 化 来 解决 相对 论 与 
量子 力学 的 几何 关联 问题 。 在 广义 相对 论 中 ,引力 隐藏 在 流 形 的 几何 图 形 之 中 ,并 
用 它 的 曲率 来 定量 描述 , 即 物理 学 就 是 几何 ,这 是 所 谓 的 “几何 简明 性 ”。 同 样 ,在 
四 维 Minkowski 复 空间 ,电磁 场 和 微观 客体 以 及 它们 之 间 相互 关联 也 隐藏 在 
Minkowski 复 空间 的 几何 结构 之 中 ,使 这 种 抽象 的 数学 结构 赋予 它 内 在 的 物理 诠 
释 。Minkowski 复 空间 的 方向 奇异 性 反映 了 Minkowski 时 空 性 质 与 拓扑 分 类 的 
关联 ,这 为 大 范围 拓扑 的 几何 化 问题 提出 了 一 个 新 的 课题 。 要 想 建立 电磁 场 理 论 
和 引力 理论 的 统一 框架 ,首先 应 弄 清 它们 对 应 几何 空间 的 相互 关联 。 弯 曲 的 Rie- 
mann 空间 应 是 一 种 抽 掉 虚 单 位 j 的 双 曲 复 空间 ,这 为 建立 Minkowski 空间 和 Rie- 
mann 空间 的 内 在 关联 提供 了 理论 依据 。 

广 域 Hilbert 空间 的 原 空 间 是 一 种 新 的 ,抽象 的 非 Euclidean 空间 , 它 有 别 于 
传统 的 Hilbert 空间 。 在 这 一 抽象 的 空间 中 ,实物 粒子 与 光量 子 具有 了 不 同 的 分 
立 相 格 和 定 域 区 。 它 们 不 仅 具有 相对 论 效 应 ,也 能 用 时 空 坐标 理论 描述 微观 客体 
的 几何 属性 和 分 析 结构 ,形成 相对 论 和 量子 力学 的 统一 而 自 洽 的 数学 框架 。 可 以 
提出 这 样 问题 ,两 论 一 元 化 的 主要 特征 是 什么 ? 利用 双 曲 复 函 理论 使 两 论 对 应 的 
时 空间 ,坐标 变换 ,不 变量 ,度量 公理 、 群 表示 、 算 子 算法 、 拓 扑 形式 等 得 到 了 形式 上 
的 统一 ,并 完善 了 它们 的 几何 结构 、 分 析 结 构 以 及 代数 结构 就 可 能 在 数学 基础 中 达 
到 了 一 元 化 表述 。 这 也 促使 我 们 有 必要 建立 一 种 新 的 ,包含 相对 论 效应 的 量子 理 
论 , 它 应 该 囊括 整个 近代 物理 理论 。 
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Minkowski 复 空间 具有 方向 奇异 特点 , 双 曲 复 函 的 极限 既 要 注意 趋 近 方向 性 
也 要 考虑 不 同 区 域 的 关联 性 。 类 时 区 与 类 光 区 的 关联 可 以 描述 实物 粒子 局 域 性 和 
电磁 场 全 域 性 的 因果 联系 。Minkowski 空间 的 不 光滑 性 使 微 积分 具有 了 方向 的 
.限制 ,这 有 别 于 传统 微 积分 的 定义 和 性 质 。 四 维 空间 的 Cauchy-Riemann 方程 和 
Laplace 方程 与 传统 相关 方程 类 比 具 有 性 质 上 的 差异 。 四 维 Fourier 变换 是 三 维 
空间 Fourier 变换 的 扩展 ,一 方面 是 时 空 维 数 的 扩展 , 另 一 方面 也 是 实数 到 多 复数 
的 扩展 。 广 域 Hilbert 相 空 间 具 有 正 交 性 的 完备 函数 可 以 用 6 函数 和 算 符 来 表示 ， 
在 量子 力学 中 具有 重要 的 应 用 。 


23. 1 双 曲 复 函 数 的 极限 和 连续 


在 Minkowski 复 空间 互 中 取 非 类 空 点 集 已 .F, 若 瑟 中 的 每 个 复数 都 在 忆 中 有 
唯一 确定 的 复数 与 之 对 应 , 则 在 集 E 上 确定 了 一 个 函数 .用 了 表示 该 函数 , 记 作 f: 
EE 一 FF,E 称 为 函数 了 的 定义 域 .将 定义 域 记 表示 为 z, 而 把 F(f 的 取 值 范围 ) 表示 
为 ww 二 f(z), 称 为 映射 , 双 曲 复数 wo 二 f(zo) 称 做 点 zo 在 映射 之 下 的 像 ,而 点 
zo 则 称 做 点 wo 的 原 像 。 

定义 域 正中 各 点 在 也 之 下 的 像 的 全 体 记 作 f(B) 

f(E) = {f(z):z€E} [4 he] 
在 Minkowski 复 空间 要 求 双 曲 复 函 数 单 值 ,并 可 采用 实 部 和 虚 部 分 开 的 二 元 方 
式 。 令 z 二 a 十 江 为 四 维 双 曲 复数 ,点 zz 所 对 应 的 f(z) 也 可 分 写成 实 部 和 虚 部 
w= f(z) = f(d++j) = ud 7) +jv(d ,7) (23. 1.2) 
每 一 个 双 曲 复 函数 都 对 应 于 两 个 二 元 实 函 数 wx(d ,7),z(d , 产 ， 例如 , 取 ww 二 之， 
则 有 
也 一 巡 一 (dd 十 这 )(d 十 这 ) = 二 CF 十 产 十 2jd 产 
其 中 ， 
u= CF+r, v= 2a7 
Minkowski 复 空间 的 方向 奇异 性 使 复 函数 的 极限 要 考虑 时 空 的 取向 问题 。 
在 第 二 十 一 章 已 经 讨论 了 点 列 的 极限 和 连续 问题 ,为 了 引入 Minkowski 复 空 间 的 
导数 和 微分 结构 ,现在 从 复 函 数 的 角度 来 定义 极限 和 连续 。 
定义 23.1 互 为 非 类 空 广 域 , 五 ; 中 设 EE 为 点 集 , E 上 的 函数 ww == f(z) 在 
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zo( 隆 z) 处 有 定义 , 且 zw 的 类 光 去 心 邻 域 满足 |z 一 zo| = 二 0, zo 的 类 时 去 心 邻 域 满 
足 0 二 1z 一 w%| 二 RC(R > 0)。 如 rw 是 给 定 的 一 个 复数 , 若 对 Ye > 0, 存在 9 二 
0, 使 得 在 类 时 去 心 邻 域 中 有 0 二 |z 一 w%| 二 6 时 恒 有 | f(z) 一 w | 过 e; 在 类 光 去 心 
邻 域 中 有 |z 一 %| 二 0, 对 应 | f(z) 一 w| 二 0。 或 合 写成 ,在 0 过 1z 一 w%| 二 6 时 , 满 
足 0 过 |f(z) 一 w|<<e, 则 称 当 z 趋 于 % 时 fz) 以 w 为 极限 , 记 作 limfz) 一 zh。 


类 时 广 域 了 HH 有 向 极限 的 几何 意义 是 ,在 Minkowski 复 空 间 的 类 时 区 中 某 时 
空 点 作为 聚 点 时 ,其 他 时 空 点 向 它 收 敛 时 要 考虑 方向 性 问题 ,在 收敛 的 不 同方 向 上 
对 应 的 距离 或 度量 数值 和 性 质 是 不 同 的 。 由 于 至 点 的 类 时 邻 域 和 类 光 邻 域 分 别 对 
应 不 同 的 拓扑 结构 ,在 类 时 拓扑 中 可 仿照 实 函 数 的 极限 定义 ,通过 时 空间 隔 来 刻画 
时 空 点 的 邻 域 。 即 时 空 变 点 = 进入 zo 的 充分 小 的 去 心 邻 域 时 ,与 它 对 应 的 像 点 多 
就 落 人 wo 的 一 个 给 定 的 s 邻 域 之 中 。 同 一 类 时 邻 域 满足 : 

(1) 若 极 限 存在 , 则 必 唯 一 ; 

(2) 车 f(z) 与 g(z) 在 点 zo 处 有 极限 , 则 二 函数 的 和 、 差 、 积 \ 商 (分 母 极 限 不 
为 零 ) 在 点 zo 仍然 有 极限 , 且 极 限 值 分 别 等 于 f(z) 与 gCz) 在 点 z 的 极限 值 的 和 、 
差 、 积 、 商 。 

复 函 数 的 极限 与 该 函数 的 实 部 和 虚 部 的 极限 有 关 , 所 以 复 函数 的 极限 可 用 二 
元 实 函数 的 极限 来 表示 。 

命题 23.1 设 F(z) 一 xd 六 十 jo(d 产 ,A 二 a 十 jb,zo 二 do 十 j7o, 则 

Jim = A limu(q,7) =a, lim v4,7) = 0, 当 |a| > 18| 时 为 类 时 邻 

产 - 式 次 
域 的 极限 , |a| = 15| 时 为 类 光 邻 域 的 极限 。 
证 明 由 
|f(2) —A|l=|u(a,7) —atitv(d,7) —6]| 
<|ula,7)—al+ |v(a,7) —b| 
充分 性 得 到 证 明 。 再 从 
|ulas7) —al<|f(z) —Al 和 lv(a,7) —b|< |f(z) —Al 
必要 性 得 到 证 明 , 且 |a|== 16| 时 | f(z)|= 1A|= 0 为 类 光 区 的 时 空间 隔 。 

定义 23.2 互 为 非 类 空 广 域 , H; 中 设 E 为 点 集 , 巨 上 的 函数 也 一 jz) 在 zo 

(天 z) 处 有 定义 。 著 limf(z) 一 f(zo), 即 对 任 给 正 数 e > 0, 存在 正 数 $ 之 0。 对 


类 时 邻 域 , 只 要 上 z 一 zw 过 6, 对 应 ‖ f(z) 一 f(zo) 上 天 es; 对 类 光 邻 域 有 | z 一 
zw 一 0, 有 |F(z) 一 疙 mo) | 一 0, 则 称 函 数 f(z) 在 点 zo 处 连续 。 若 f(z) 在 
点 集 瑟 中 每 点 都 连续 , 则 称 f(z) 在 点 集 正 上 连续 。 
广 域 复 函数 连续 性 第 二 十 一 章 已 有 倪 述 ,在 此 不 加 证 明 地 认为 满足 如 下 结论 ， 
(1) 连续 复 函 数 的 和 、 积 仍然 是 同一 点 或 同一 区 域 的 连续 复 函数 。 
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(2) 同一 区 域 连续 复 函 数 的 差 ,对 应 相互 负 元 区 域 的 复 函数 直 和 的 连续 运算 ， 
定义 为 同一 区 域 或 同一 点 的 连续 复 函 数 。 两 复 函 数 连 线 平行 或 垂直 类 光 区 时 差 值 
是 类 光 区 的 连续 复 函 数 。 

(3) 同一 区 域 连续 复 函 数 的 商 (分 母 极 限 不 为 零 ) 定 义 为 同一 区 域 或 同一 点 的 
连续 复 函 数 。 

(4) 分 母 极限 为 零 时 对 应 类 光 区 函数 ,可 利用 实 部 函数 uC ,z) 和 虑 部 函数 
vc , 产 ) 的 等 值 关 系 来 定义 复 函数 的 连续 性 。 

(5) 同类 连续 复 函 数 的 复合 函数 仍然 是 连续 复 函 数 。 

命题 23.2 f(z) 一 xd,F) 十 joCc 池 ) 在 zo 二 do 十 jzo 处 连续 的 充 要 条 件 
是 x(ad,F) 及 vla,7) 在 (do,7o) 处 都 连续 。 


23.2 广 域 函 数 的 微 积分 


由 于 Minkowski 复 空间 的 方向 奇异 性 和 多 拓扑 结构 使 双 曲 函数 的 微 积分 具 
有 其 特殊 性 ,微分 极限 和 积分 方向 要 考虑 不 同类 型 的 时 空间 隔 。 对 类 时 间隔 和 类 
空间 隔 的 微 积分 与 传统 数学 的 微 积分 类 同 ;对 类 光 间 隔 的 微 积分 ,表现 了 类 时 区 各 
时 空 点 与 类 光 区 的 几何 联系 。 将 函数 的 导数 和 微分 的 概念 推广 到 广 域 中 的 复 函 
数 ,并 考虑 极限 趋 近 的 方向 。 取 = == 4 十 坟 ,zo 二 do 十， 有 Azo 二 cAt 十 jA7， 
lm 起: 由 |cAt| 王 |Ar| ,|cAt| > |A7| 以 及 |cAt| 二 |A7|, 分别 表 示 极限 沿 


类 光合 拓 类 时 间隔 以 及 类 空间 隔 三 个 不 同方 位 趋 近 。 
定义 23.3 ”是 为 非 类 空 广 域 , 设 函数 册 二 f(z) 在 及 上 有 定义 , z,zo,Az E 
电 . 取 z= 二 a 十 j6,zo = ao 十 jbo,Az 二 Aa 十 jAb, 若 同类 ( 零 ) 因 子 的 极限 
fw + Az) =f(e), lim fl +Ao) — f(g) 和 lim f(b > 一 Fi) 


地。 


存在 , 则 称 f(z) 2 zo 和 f(z) 在 点 zo i 
简称 导数 , 记 作 f(z) 或 蛛 | -sa 。 

a | Ap| ,为 类 光 导 数 ; | Aa| > | Ab| ,为 类 时 
导数 ; | Aa| 二 | A5| , 为 类 空 导数 。 类 时 区 同一 时 空 点 的 多 导数 或 多 微分 结构 体 
现 了 Minkowski 复 空 间 的 不 光滑 性 。 若 取 

pA = +A — fa) f(s) (23.2.1) 


则 
Aw= fm 十 Az) 一 (za) 一 三 (zo)Az 十 po(Az)Az (23. 2.2) 
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定义 23.4 广 域 函数 凤 = f(z) 在 点 zo 的 增 量 Aw 可 表示 为 
Amw 一 AAz 十 oC|Az|) (23. 2. 3) 
其 中 , A 是 一 个 与 z。 有 关 的 复 常数 , 则 称 也 一 f(z) 在 点 z 处 可 微 , AAz 称 为 ww 二 
f(z) 在 点 z 的 微分 , 记 作 
dw = Adz (23.2.4) 
或 写成 
dw= f(z)dz (23.2.5) 


有 向 导数 广 (z) 或 至 |-。 如 对 应 类 光 间 隔 的 微 积分 表现 了 类 时 区 各 时 空 
点 与 类 光 区 的 几何 联系 , 增 量 dw 的 实 部 和 虚 部 相等 ,满足 


(党 ) (时 )=。 (23.2.6) 

命题 23.3 广 域 函 数 在 一 点 可 导 ( 可 微 ), 则 必 在 该 点 连续 。w = f(z) 在 广 
域 五 内 处 处 可 导 时 , 称 f(z) 在 广 域 肌 内 可 导 。 

双 曲 复 函 数 每 一 类 积分 都 对 应 着 一 类 性 质 不 同 的 拓扑 结构 ,所 以 积分 路 径 不 
能 跨越 不 同 的 拓扑 结构 。 即 在 Minkowski 复 空间 是 不 能 进行 环 路 积分 的 ,一 般 情 
况 下 可 沿 世 界线 进行 积分 。 

定义 23.5 广 域 有 中 , 工 为 同一 类 型 (类 时 、 类 光 、 类 空 ) 时 空间 隔 所 对 应 的 
曲线 (世界 线 )。A 和 B 分 别 为 L 的 起 点 和 终点 , w 二 f(z) 是 定义 在 L 上 的 一 个 连 
续 函 数 。 在 LL 上任 取 分 点 az (= A) ,zi ,zz ，…,zi,z%( 二 B), 是 第 & 段 [ziyz] 
上 的 任 一 点 。 令 n 一 %, 且 每 一 段 长 度 | Az| 一 0 (类 光 间 隔 | Az| = 0 ) 时 , 若 和 式 


的 极限 in| 。 Fe )Az 存在 , 且 与 弧 下 的 分 法 及 各 & 的 选取 无 关 , 则 称 此 极 
限 为 /(z) 沿 曲 线 的 积分 , 记 作 


2a = 四 -He)an (23.2.7) 


双 曲 复 变 函 数 的 积分 性 质 和 路 径 与 传统 的 复 变 函数 积分 有 一 定 区 别 。 在 
Minkowski 复 空间 某 类 时 区 中 ,积分 路 径 分 为 类 时 路 径 、 类 光路 径 以 及 类 空 路 径 ， 
一 般 情况 下 三 者 不 能 相互 混 扰 和 重生 。 如 不 考虑 类 空 路 径 ,在 四 维 时 空间 (或 四 维 
动量 空间 ) 中 类 时 路 径 往往 沿 世 界线 积分 ,其 中 惯性 系 中 的 世界 线 为 直线 , 非 惯性 
系 的 世界 线 为 曲线 ,对 应 实物 粒子 的 运动 轨迹 或 粒子 与 粒子 之 间 的 因果 作用 ;类 光 
路 径 是 指 沿 平行 或 垂直 类 光 区 的 路 径 , 积 分 的 结果 与 过 程 无 关 ,只 与 初 末 态 的 差 值 
有 关 , 满 足 


|reodz 一 SC) 一 SGo 一 SCO) ES (23. 2. 8) 
» 
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有 关系 


St (WS(0) 一 0 (23. 2. 9) 
式 (23. 2. 8) 类 同 于 传统 物理 中 保守 力 场 的 积分 ,因为 保守 场 的 积分 与 路 径 无 关 , 只 
与 初 末 态 的 位 置 有 关 。 不 同 的 是 ,四 维 类 光路 径 积 分 需要 指定 积分 沿 类 光路 径 , 初 
末 态 的 差 值 联系 着 类 光 区 的 时 空 点 。 其 实 , 保 守 力 场 积分 和 类 光路 径 积分 也 存在 
着 共同 点 ,它们 都 对 应 着 实物 客体 与 保守 场 的 相互 作用 ,只 是 电磁 场 对 应 的 是 平 直 
空间 ,引力 场 为 弯曲 空间 。 类 光路 径 积分 可 能 为 消除 量子 场 论 中 质量 积分 发 散 问 
题 提供 了 一 种 解决 方法 , 即 质 量 和 电荷 积分 并 不 存在 或 不 考虑 积分 的 累计 效果 ,只 
考虑 初 末 态 物理 量 的 差 值 ,显然 ,这 种 积分 与 非 欧 几何 的 时 空 奇异 性 质 存在 着 逻辑 
关联 。 


23.3” 双 曲 广 域 的 Cauchy-Riemann 方程 


由 命题 23. 1 和 命题 23. 2, 广 域 函数 f(z) 二 wu(a 7) 十 jv(q ,7) 在 zo 二 co 十 
j 点 的 极限 和 连续 可 归结 为 函数 的 实 部 和 虚 部 x(d ,7) 及 v(t ,7) 在 (co，,7o) 处 
的 极限 和 连续 。f(z) 的 可 导 和 可 微 也 可 用 x(a ,7) 及 (cd 六) 的 微分 形式 来 表示 。 

定理 23.1 广 域 函数 f(z) = x(c 7) 十 jz(d,F) 在 点 zo 二 do 十 jzo 可 导 的 
充 要 条 件 是 ,二 元 函数 x(d,F) 及 ud,F) 在 点 (to,7o) 处 可 微 并 在 该 点 满足 
Cauchy-Riemann 方程 : 


和 (23. 3. 1) 


ad or aa or 
证 明 先 证 必要 性 。 设 f(z) 在 点 z 二 十 六 可 导 , 记 
f(z)=a+t+jb 


f(z Az)— f(z) 一 Az 十 jAv 
由 式 (23. 2. 2) ,得 
Ax 十 jAv = (ae 十 jg)(cAt 十 jAr) 十 o(Az)Az 
设 p(Az) = pi 十 jmz， 所 以 
Au 二 jAv 一 (ae 十 jb)(cAt 十 jAF) 十 (Co 十 joz)CcAt 十 jAr) 
=acAt 二 TbAF 二 picAt+ pAr +j(aAr + bcAtt pcAtt+ oA) 

(23. 3. 2) 

由 于 limp(Az) 一 0， 则 29 一 0， Ee” 一 0。 比较 式 (23. 3. 2) 两 边 的 实 部 和 虚 部 ， 


得 
Au = acAt+bArF (23. 3. 3) 
Av = beAt+aAr (23. 3. 4) 
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或 写成 
一 弘一 2 oO_au 
4=3 ， b= (23. 3. 5) 


满足 式 (23. 3. 1)。 . 
再 证 充分 性 。 设 uCa,7) 及 va ,F) 在 点 (4,7) 可 微 ,写成 全 微分 
A 一 总 cAt 十 辣 AF 二 


一 9 Bo > 
各 一 atc 必 十 光 亿 十 交 


其 中 , nn , 为 高 阶 无 穷 小 。 设 x(c , 产 ) 及 uv(a ,7) 满足 Cauchy-Riemann 方程 , 取 
ac 一 闷 = 器 6= 融 = 训 , 则 有 


f(z+ Az)— f(z) 一 Au 十 jAv 一 acAt 十 8AF 十 办 十 j(kcAt 十 aAr 产 十 恩 ) 
一 (& 十 jb)(cAt 十 jAF) + Cm jm) 


f(zot+Az)— fz) _ ; 
Az a+jb 二 7 


其 中 , 7 二 -了 十 还 ,使 


At 十 je 
< + 一 0， (Az—0) 
从 而 
f(D = himet+A— fe a ty (23.3.6) 
即 f(z) 在 点 z 二 过 十 访 可 微 。 
导数 公式 可 写作 


f(D =o+i= 束 +j 部 = 部 +j 癌 
二 总 十 j 特 = 匀 +j 锯 (23. 3.7) 


将 定理 23. 1 应 用 于 区 域 ,可 以 得 到 函数 解析 的 一 个 充 要 条 件 。 
定理 23.2 广 域 函 数 f(z) 二 ula,7) 十 jv(a ,7) 在 区 域内 解析 的 充 要 条 
件 是 ula,7) 及 vla,7) 在 广 域 惠 内 可 微 上 且 满 足 Cauchy-Riemann 方程 。 
在 广 域 中 函数 有 二 阶 连续 偏 导数 且 满 足 Laplace 方程 , 称 为 调和 函数 。 在 三 
维 实数 空间 Laplace 算 子 为 
Ea Ca 


= 全 -+ 
4 一 划一 让 十 部 十 并 (23. 3. 8) 
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命题 23.4 广 域 妞 内 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 都 是 五 内 的 调和 函数 。 
证 明 设 f(z) = 一 xz(d, 六 十 jo(d,) 在 广 域 互 内 解析 。 由 Cauchy-Riemann 
方程 


UY Pa 
a (23. 3.9) 
式 (23. 3.9) 再 次 进行 微分 ,可 得 
Ou _ ov Fu_ ov 
n= Bs (23. 3. 10) 
或 
Ou Fv Fv Ou 
Brad rr’ car caor (23:3:11) 
xd) 及 vd, 六) 具有 任意 阶 连续 偏 导数 ,由 式 (23. 3. 10) 和 (23. 3. 11) ,可 
得 


ze 9 (23. 3. 12) 


由 式 (23. 3. 12) 可 写成 


咒 一 ( 强 + 器 + 强 )=。 (23.3.13) 
以 及 
六 一 (器 + 器 + 回 )=。 (23.3.14) 
因为 f(z) = xd ,7) 十 jo(d, 产 ， 则 由 式 (23. 3.13) 和 (23. 3. 14) 可 组 合成 
就- ( 涌 + 如 + 绢 )=。 (23. 3. 15) 
式 (23. 3. 15) 为 四 维 复 函 数 的 Laplace 方 程 , 式 (23. 3. 15) 也 可 写成 
Er =0 (23. 3. 16) 


23.4 ” ”Euclidean 复 空 间 的 Cauchy-Riemann 方程 


作为 对 比 ,在 四 维 Euclidean 复 空 间 引入 Cauchy-Riemann 方程 和 Laplace 方 
程 。 取 椭圆 复 酉 数 f(z) 二 x(cd,F) 十 io(c ,7), 在 zo 二 do 十 访 点 的 极限 和 连续 
可 归结 为 函数 的 实 部 x(d ,了 ) 和 虚 部 v(d ,7) 在 (co, 郊 ) 处 的 极限 和 连续 。f(z) 
的 可 导 和 可 微 也 可 用 ua ,) 及 v(a ,) 的 微分 形式 来 表示 。 

定理 23.3 ” 复 函 数 f(z) = x(cd ,六 十 iv(a ,六 ) 在 点 ao = do 十 im 处 可 导 的 
充 要 条 件 是 ,二 元 函数 x(d,F) 及 vla,7) 在 点 (co 部 ) 可 微 并 在 该 点 满足 
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Cauchy-Riemann 方程 : 
名 -一丝 (23.4.1) 


证 明 在 此 只 证 必要 性 。 设 f(z) 在 点 z 二 4 十 证 处 可 导 , 记 
f(z) 一 a 十 边 
fzi+Az)— f(z) = AutiAv 
由 式 (23. 2.2) ,得 
Au+iAv = (a++ib) (cAt + iA7) +p(Az)Az 

设 p(Az) = pi 十 jz， 所 以 

AutiAv 一 (ae 十 i 边 )(cAt 十 iAr) 十 (pt 十 im)(cA 十 iAF) 

一 acAt 一 Ar 十 mcAt 一 Ar 十 iaA 关 十 KAt 十 pzcAt 十 mAF) 
(23. 4. 2) 
由 于 limp(Az) = 0, 则 limp = 0, limp: = 0。 比较 式 (23. 4. 2) 两 边 的 实 部 和 虚 
r=0 


a7"0 


部 ,得 


Au = acAt— bAF (23. 4. 3) 
An = teAt+aAr (23.4. 4) 
或 写成 
一 吧 一 经 = 
eg” b Sa 户 (23. 4. 5) 
满足 式 (23. 4. 1) 。 
导数 公式 可 写作 
U0_o_d_d_d_.o 
f(z) 4 十 也 一 让 十 ia 区 一 ia 一 isor 蒜 十 iax 


(23.4.6) 
定理 23.4 椭圆 函数 f(z) = wu(a,7) 十 iv(a ,7) 在 区 域 巨 内 解析 的 充 要 条 
件 是 ula ,7) 及 vla ,7) 在 复 域 忆 内 可 微 且 满足 Cauchy-Riemann 方程 。 
在 椭圆 复 域 中 函数 有 二 阶 连 续 偏 导数 且 满足 Laplace 方程 


A= 凶 = 儿 4+ 人 + 仓 (23.4.7) 


命题 23.5 ”椭圆 复 域 E 内 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 都 是 E 内 的 调和 函数 。 
证 明 设 f(z) = wu(a,7) 十 iv(q ,7) 在 复 域 下 内 解析 。 由 Cauchy-Riemann 
方程 


uo ov 一 一 ou 
Sp Ee Ee (23. 4. 8) 
式 (23. 4. 8) 再 次 进行 微分 ,可 得 
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Ou Ov _ou Fv 
car oread” or odor 


(23.4.9) 


Ou Ov ov _ ou 
a Wt (23. 4. 10) 
uld ,六 ) 及 v(d, 产 ) 具有 任意 阶 连续 偏 导数 ,由 式 (23. 4. 9) 和 (23. 4. 10) 可 得 
Ou __ou Bu __ov 


人 (23.4.11) 
由 式 (23. 4. 11) 可 写成 

Ou Ou Ou, ou) 

+( 缔 二 8 十 缮 )= 0 (23.4.12) 
以 及 

时 Bo dv, ov 

+( 问 + 他 + 记 )=' (23. 4. 13) 
因为 f(z) = x(d,F) 十 ivCa,), 则 由 式 (23.4. 12) 和 (23. 4.13) 可 组 合成 

Of Ff of FA 

+( 训 + 闻 + 吝 ) 0 (23. 4. 14) 
式 (23. 4. 14) 为 四 维 椭圆 复 函数 的 Laplace 方程 , 式 (23. 4. 14) 也 可 写 为 

NE" (23. 4. 15) 


Ba aa 
23.5 Minkowski 复 空间 的 Fourier 变换 


Fourier 变换 是 量子 力学 中 不 可 缺少 的 数学 工具 ,但 是 在 Minkowski 复 空间 
应 建立 一 套 与 之 对 应 的 Fourier 变换 理论 , 即 双 曲 型 Fourier 变换 。 在 Minkowski 
复 空间 双 曲 复数 可 以 写成 双 曲 函数 和 短 级 数 形式 : 


X 一 < 十 一 RCchp 十 jshp) 一 Rer = RY do (23.5.1) 
n=0 : 


对 一 般 双 曲 复 函 f(X), 参照 传统 的 Fourier 变换 理论 ,在 [一 1,l ] 区 间 展 成 
双 曲 型 Fourier 变换 级 数 


f(X) =$+ Darch HE+ Db.sh 
n=1 n=1 


= 多 ++ eh eh) Dj eh et) (23.5.2) 
n=] nl 


二 3 
fX) = DCer*, (I<XSD (23.5.3) 
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其 中 ， 
Q 一 银 ，G, = 二 (a 十 所)，C， = 去 (o. 一 边 ) 
满足 
CuC, = CiC, 一 十 | 一 避 | 
令 如 二 字 , 则 


f(X) = D3 Ce 
对 式 (23.5. 6) 乘 以 zx， 并 对 全 室 间 积分 
Taxrcoax 一 cw] emerax 
取 Db 为 Minkowski 复 空间 一 组 正 交 基 底 , 有 
FE Ei XdX 一 SC — km) 
其 中 , 8(h, 一 后 ) 为 Dirac ”3 函数 , 则 
Te f(XdX 一 Seps. = Cn(k) 
令 e* 一 加 (X)， 代入 式 (23. 5.6) ,可 写作 
f(X) = 区 Tx (XIfXI ph XdX' = 了 empaac-xoax 
式 (23. 5. 10? 称 为 双 曲 型 Fourier 级 数 ,其 中 ， 机 
6CGX 一 X ) 一 D3 XX) 
取 Ak 二 1, 式 (23.5.6) 可 写作 Ee 
f(X) = D3 CR) Ak 
机 < 
f(2) 一 Jewera 
其 中 ， 一 


Ta 
CD = [fe dx 


"。317。 


“(23. 5. 4) 


‘(23. 5. 5) 


(23. 5. 6) 


(23. 5.7) 


(23. 5. 8) 


(23. 5. 9) 


(23. 5. 10) 


(23. 5. 11) 


(23. 5. 12) 


(23. 5. 13) 
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式 (23. 5. 12) 和 (23. 5. 13) 称 为 双 曲 型 Fourier 积分 。 
23.6 Euclidean 复 空 间 的 Fourier 变换 


在 四 维 Euclidean 复 空间 取 椭 圆 四 元 数 
Y=atir=L(coswtising) 一 Ley =L>) OW 
n=0 * 


(23. 6.1) 


式 (23. 6. 1) 参 照 式 (19. 1. 16) 和 (19. 1. 19) ,展开 为 四 维 椭圆 型 Fourier 变换 级 数 


JCY) = 多 十 Bees 人 YF Y | Bs sin 2 


= 多 + bp Ge 十 er) 十 bp 名 (eh — eh) (23. 6.2) 
n=l n=l 


也 可 以 写成 
Ha Am 
f(D = Zoe = Ce 
其 中 , 改 一 鞭 , 一 :< 了 < 旬 并 满足 
Q 一朗 ，C, = 南 (Co 十 边 )，C-。 一 去 (o 一边) 
有 


CC. = CIC, = 十 (a + 太 ) 
对 式 (23. 6. 3) 乘 e*”, 并 对 全 空间 积分 ， 
te + 
[ewar= Dew | ere 
取 
te 
[egy = 8h, —&h) 
参照 式 (23. 5. 12) 有 关系 式 
二 
1GD = [ce dk 
其 中 ， 
+ 
cap = | rmewdy 
式 (23. 6. 8) 和 (23. 6. 9) 称 为 椭圆 型 Fourier 积分 。 


(23. 6. 3) 


(23. 6. 4) 


(23. 6. 5) 


(23. 6. 6) 


(23. 6.7) 


(23. 6. 8) 


(23. 6. 9) 
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23.7 广 域 Hilbert 相 空间 的 8 函数 


在 广 域 Hilbert 相 空间 中 ,每 一 个 微观 客体 可 抽象 为 一 个 分 立 相 格 , 相 格 的 四 
维 时 空间 隔 和 四 维 能 量 动量 间隔 均 为 零 ,在 物理 上 表示 微观 实物 客体 吸收 或 放出 
光量 子 ,而 光量 子 的 零 间 隔 与 实物 客体 的 时 空 和 动量 能 量变 化 有 关 。 如 果 用 相 格 
表示 微观 客体 的 量子 态 ,用 y 表 示 为 态 函 数 , 则 态 函数 与 时 空间 隔 和 动量 能 量 间隔 
取得 了 几何 关联 ,这 种 联系 在 第 八 章 中 进行 了 论述 。 由 于 态 函 数 的 正 交 性 和 完备 
性 以 及 Fourier 均 需 用 Dirac 5 函数 表示 ,有 必要 在 广 域 Hilbert 相 空 间 中 引 人 
Dirac 6 函数 表示 态 函 数 y 的 性 质 。 在 分 立 的 广 域 Hilbert 相 空间 中 的 Dirac 6 
函数 与 Minkowski 复 空间 的 方向 奇异 性 有 关 , 取 一 维 $ 函数 ; 


8(z— zo) -{ (23.7.1) 
WI 三 Xo 
se-zodtz=1 (23.7.2) 
三 维 $ 函数 可 定义 为 
Br) = 8(z)8(y)5(z) (23.7.3) 
其 中 三 维 矢量 产 一 TB 十 :十 zs » 有 关系 
Cr) -{ 芝 (23.7.4) 
oo 一 mo 
[awar= | seodz|sopdy|scoaz=1 (23.7.5) 
6 函数 为 偶 函 数 , 满 足 
6(z 一 zo) 一 6(zo 一 Z) 或 SCz) = 6( 一 7z) (23. 7. 6) 
对 一 维 时 间 , 取 6(t 一 4) 为 6 函数 , 考 虚 时 间 的 正定 性 ,满足 关系 
0， 
ac-o=1 Wa (23.7.7) 
oo 并 一 加 
|sc-ad=1 (23.7.8) 
4 
在 广 域 Hilbert 相 空 间 取 四 维 $ 函数 
HX) = SCz)58(y)8(z)8(a) (23.7.9) 
其 中 ， 


X= +) + (23.7. 10) 
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有 关系 式 
0, 和 天 0 


一 23.7,. 11 
8 人 6 人 ) 


rcodcoo = JacwarJacwas] i sacarjaca daca) =1 
04) 
(23.7.12) 
由 式 (23.7. 9), 当 空间 坐标 在 0 至 %w 区 间 取 (X), 在 一 ~ 至 0 区 间 取 CX" )， 考 
虑 时 间 的 正定 性 , 式 (23. 7. 12) 满 足 正定 归 一 性 。 
数学 上 通常 采用 L. Schwartz 的 方法 ,将 3(X) 函数 与 广义 函数 联系 起 来 。 定 
义 f(X) 为 函数 空间 的 连续 线性 泛 函 , 称 为 广义 函数 与 3(X) 函数 具有 对 偶 关 系 。 
可 以 将 广义 函数 的 概念 扩展 到 双 曲 复 函 , 设 在 Minkowski 复 空间 抽象 出 的 广 域 
Hilbert 相 空 间 有 HC(Q) 中 , 9 为 某 一 类 时 区 域 , CCQ) 为 定义 在 Q 上 具有 连续 导数 
的 函数 的 集合 。 序 列 {yp,} 在 C(Q) 上 收敛 到 函数 p, 有 极限 
limg, 一 9 (23.7.13) 
式 (23.7.13) 是 一 个 从 CCQ) 到 双 曲 复 域 的 一 个 连续 映射 ,其 中 任 一 元 数 p(X) 称 
为 基本 函数 ; C(Q) 上 每 一 个 连续 线性 泛 函 /(g), 称 为 CCQ) 上 的 广义 函数 。 而 
Jp) 与 p(X) 存在 一 种 对 偶 关 系 ,满足 


fp = |rCOPCOdX (23.7.14) 
H 
线性 连续 泛 函 具有 两 个 基本 性 质 : 
(1) 线性 ，Y mp € CGOQ)，Ycc ER, 有 
flagtceg) 一 clFGp) 十 cp) 〈23. 7. 15) 
(2) 连续 性 , 若 limg, 一 ppE CGO), 则 
limf(g,) = f(9) (23.7.16) 


全 体 CC(Q) 上 的 广义 函数 的 集合 称 为 广义 函数 空间 。 将 元 数 p(X) 取 为 5(X) 函 
数 , 则 所 对 应 的 广义 函数 满足 以 下 的 性 质 。 

性 质 23.1 在 广 域 五 , 若 广义 函数 f(X) 是 定义 在 坐标 区 间 (%, 一 %), 时 间 
区 间 (0,o) 的 连续 函数 , 则 


| fCX — KX) dX = fCXo) (23.7.17) 

由 式 (23. 7. 17) 可 证 明 6(CX) 函数 满足 式 (23. 5. 12) 和 (23. 5. 13) 的 双 曲 型 
Fourier 积分 变换 关系 , 令 f(X) 二 6(X 一 X), 代 人 式 (23. 5. 13) ,得 

CW = [aX—X eFax = ew (23.7.18) 


《4) 
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将 式 (23. 7. 18) 代 入 式 (23. 5. 12) 即 有 
5CX 一 X) = fe era EE [ena (23.7.19) 


(4) (02) 
式 (23.7.19) 为 6(X) 函数 所 对 应 Fourier 积分 变换 的 四 维 形式 。 由 式 (23. 7. 19)， 
取 态 函数 UX) 过 ,Jy(X "=e* , 则 68CX) 函数 可 构成 一 组 正 交 归 一 完备 函 
数 表达 式 
aX—X)= [yA (23.7.20) 


(0) 


式 (23. 7. 20) 在 量子 力学 中 具有 重要 应 用 。 
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双 曲 复 函数 的 运算 规则 与 Minkowski 复 空间 的 几何 性 质 相 吻合 ,在 非 欧 几何 
中 用 复 函 数 和 四 维 算 符 构成 的 微分 方程 可 以 通过 非 欧 空间 的 奇异 性 质 描述 实物 客 
体 的 运动 规律 和 与 场 的 相互 作用 。 在 Minkowski 几何 中 抽 掉 双 曲 虚 单位 引入 一 
类 具有 相互 厄 米 共 氏 性 质 的 逆 变 张 量 和 协 变 张 量 , 抽 掉 虚 单位 后 的 时 空间 ,形式 上 
为 实 空间 但 仍然 保留 着 双 曲 复 空间 中 复 矢量 相互 厄 米 共 轿 的 特点 。 由 于 逆 变 张 量 
和 协 变 张 量 可 扩展 到 弯曲 的 Riemann 空间 ,这 为 Minkowski 复 空间 与 Riemann 
空间 的 几何 关联 ,狭义 相对 论 到 广义 相对 论 的 拓展 莫 定 了 理论 基础 。 


24. 1 逆 变 张 量 和 协 变 张 量 


四 维 双 曲 复 时 空间 中 把 (a ,这 ) 看 做 四 个 相互 独立 的 分 量 或 元 数 ,命名 为 四 
维 双 曲 复 矢量 。 其 中 ,三 维 空间 的 矢量 7 看 做 广义 复数 的 虚 部 , a 为 实 部 ,对 四 维 
双 曲 复 矢量 进行 运算 可 抽象 出 一 类 双 曲 张 量 。 
定义 24.1 四维 双 曲 矢量 的 并 矢 ,是 两 个 矢量 并 写 在 一 起 构成 16 个 元 素 ,可 
命名 为 二 阶 双 曲张 量 , 而 双 曲 矢量 可 看 做 一 阶 双 曲张 量 。 
取 双 曲 复 矢 量 A(A,A:,A:,A4) 和 BC(B, ,Bi,B;,B,) 的 并 矢 满足 
Ts, =A,B,=[AB,] (一 1 4 一 1 4) (24.1.1) 
式 (24. 1. 1) 所 示 的 并 矢 运算 满足 结合 律 .分配 律 , 但 不 满足 交换 律 。 
定义 24.2 ” 双 曲 矢量 的 内 积 ,是 在 复 空间 中 取 矢量 A, 与 其 共 罗 空间 中 某 一 
矢量 B; 的 并 矢 , 再 进行 一 次 缩 并 的 联合 运算 。 
双 曲 矢量 的 内 积 可 简写 成 
A.B+ = BiA,=C (24.1.2) 
C 为 常量 ,可 见 双 曲 矢量 的 内 积 为 一 不 变量 。 当 B, = A, 时 ， 
AtA, = R’ (24.1.3) 
式 (24. 1. 3) 与 复数 的 模 平方 或 时 空间 隔 不 变量 相对 应 。 
双 曲 矢量 ( 张 量 ) 和 其 厄 米 共 堪 矢量 ( 张 量 ) 可 分 别 定义 为 逆 变 矢量 ( 张 量 ) 和 协 
变 矢量 ( 张 量 ) 。 在 四 维 Minkowski 复 时 空间 , 取 两 坐标 X = dt 十 这 和 一 
4 十, 它们 之 间 的 变换 关系 可 用 微分 形式 表示 


AX 
dX” = Sd (24.1.4) 
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dx = 人 ax (24.1.5) 


令 


CG-X, pa 


SX Dax (24.1.6) 
取 A*,A' 表示 一 般 四 维 双 曲 矢量 ,可 写成 
A”* = OA’ (24.1.7) 
A'=DA” (24. 1. 8) 
ps LAS EP TH/ 1 One se 1 -i > 
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T = DDiT'e (24.1.19) 
式 (24.1.18) 和 (24.1.19) 为 二 阶 双 曲 逆 变 张 量 的 变换 关系 式 。 同 理 有 二 阶 双 曲 协 
变 张 量 


TT»,= TyOCe (24. 1. 20) 
T, = TaDeD: (24.1.21) 
二 阶 双 曲 混合 张 量 可 写 为 
卫生 CCe 人 
(24. 1. 22) 
T= DD;Te 


对 式 (24. 1. 22) 进 行 缩 并 ,注意 到 式 (24. 1. 15) ,可 构成 式 (24. 1. 14) 的 内 积 空间 的 
不 变量 。 


一 CC =%T=T=C (24. 1. 23) 
显然 缩 并 一 般 只 能 在 混合 张 量 中 进行 。 x 阶 双 曲张 量 可 表 式 成 
T= OG TE (24. 1. 24) 
双 曲 张 量 一 般 不 满足 交换 律 , 取 二 阶 双 曲张 量 
ArA’—A'A*= Fr (24. 1. 25) 
AA,—AA, = F, (24. 1. 26) 
ArA,—A'A, = Fr (24. 1. 27) 


其 中 , 式 (24. 1. 25) 和 (24. 1. 26) 分 别称 为 二 阶 反 对 称 逆 变 张 量 和 二 阶 反对 称 协 变 
张 量 。 式 (24. 1.27) 为 二 阶 反对 称 混合 张 量 , 式 (17.1.5) 亦 为 二 阶 反对 称 混合 
张 量 。 . 


24.2 ”四 维 矢量 的 梯度 、 散 度 和 旋 度 


在 四 维 双 曲 时 空中 定义 
口 = 起 = 立 +ijvy (24.2.1) 
D+= (十 ) = 高 = 辽 -iv (24. 2.2) 


其 中 式 (24. 2. 1) 为 协 变 矢 , 式 (24. 2. 2) 为 逆 变 矢 , 口 和 口 * 为 相互 厄 米 共 轿 的 四 维 
梯度 算 子 ,Y 为 三 维 梯度 算 子 。 由 式 (24. 1.7) 和 (24. 1. 12) ,对 应 变换 式 为 

广 - 六 

(24. 2. 3) 


站 a 
3X7 = Dax 


由 式 (24. 1. 14) ,对 式 (24. 2. 1) 和 (24. 2. 2) 取 内 积 , 满 足 
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Pt A es 
口 : 一 a 3 v’ (24.2.4) 
可 见 协 变 矢 与 逆 变 矢 的 混合 内 积 构成 D Alembert 算 符 。 
取 纯 量 $ 的 梯度 
= = 
口 8 ax， OD $= 3 (24. 2. 5) 


DBX" 
双 曲 矢量 的 梯度 为 梯度 算 子 与 双 曲 矢量 的 并 矢 , 构 成 二 阶 双 曲张 量 


式 (24. 2.5) 中 ， 司 构成 四 维 双 曲 协 变 矢量 ;而 -为 四 维 双 曲 逆 变 矢量 。 


D.4= 品 ， DA= 蚂 (24. 2.6) 
5 
口 :4.= 痊 ， OA4= 验 (24.2.7) 


式 (24. 2. 6) 中 第 一 式 和 第 二 式 均 为 二 阶 混合 张 量 ; 式 (24. 2. 7) 中 第 一 式 为 二 阶 协 
变 张 量 ,第 二 式 为 二 阶 逆 变 张 量 。 
双 曲 矢量 的 散 度 为 双 曲 矢量 梯度 的 内 积 ,构成 不 变量 。 有 


ak 一 a4, 
De = 语 , 品 4= 语 (24. 2. 8) 
ue 观 
DA, = 议 ， Diw= 喇 (24. 2. 9) 


例如 , 取 双 曲 矢量 A* = A 十 jA,A, = Ao 一 jA, 有 


3X, BX B30 
2 Dray. 
D4 -a -DN -wa vA 
显然 ,对 双 曲 矢量 梯度 的 缩 并 不 受 混合 张 量 的 限制 。 
令 双 曲 逆 变 矢量 的 四 维 旋 度 为 
m 一 a4': _a4- _ 
(curl)* = a a = Fr (24. 2. 10) 


式 (24. 2. 10) 为 二 阶 双 曲 反对 称 逆 变 张 量 。 双 曲 协 变 矢量 的 四 维 旋 度 为 


crD= 骏 -路 = 已 
OX 


式 (24. 2. 11) 为 二 阶 双 曲 反对 称 协 变 张 量 , 式 (24. 2. 10) 和 (24. 2. 11) 相互 厄 米 
共 固 。 

二 阶 双 曲 反 对 称 混合 张 量 可 写作 
234 34._34 ah_p 
BX aX dX, dX, +* 


(24.2.11) 


(24. 2. 12) 


(curl); = 
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从 协 变 矢 和 逆 变 矢 的 性 质 来 看 , 式 (16. 6. 21) 与 (24. 2. 12) 类 同 ,应 该 为 二 阶 双 曲 反 
对 称 混合 张 量 。 


双 曲 时 空中 间隔 不 变量 可 写作 
ds = dX,dX* 一 dX/dX’ (24. 2. 13) 
式 (24. 2. 13) 也 可 写作 
ds’ = gs dXrdX: (24. 2. 14) 
ds 一 g* dX,dX, (24. 2. 15) 


gw 和 g* 称 为 基本 度 规 张 量 。 利 用 逆 变 矢量 变换 关系 式 (24. 1. 5) , 则 式 (24. 2. 14) 
可 写成 


人 MidX dX’ = gdXrdX” (24. 2. 16) 
将 式 (24. 2.16) 左 边 a.B 与 yw 互 换 ,有 
a Gi 
二 器 se (24. 2. 17) 


故 gw 系 二 阶 协 变 张 量 。 由 式 (24. 2. 14) 满 足 
En 一 gw (24. 2. 18) 
同 理 可 定义 二 阶 逆 变 张 量 g* 和 混合 张 量 gt。 且 有 
2 = grgs = (24. 2. 19) 
基本 度 规 张 量变 换 性 质 与 通常 文献 类 同 。 可 推广 到 Riemann 空间 构成 弯曲 空间 
基本 度 规 张 量 和 度 规 不 变量 。 


24.3 逆 ( 协 )? 变 张 量 的 性 质 


双 曲 复 空间 定义 的 逆 变 张 量 , 协 变 张 量 以 及 混合 张 量具 有 特殊 的 几何 意义 和 
物理 意义 。 双 曲张 量 虽然 形式 上 与 传统 的 张 量 相 类 同 ,但 它们 之 间 却 有 很 大 的 区 
别 。 众 所 周知 ,一 般 非 欧 空 间 可 选用 两 种 时 空 坐标 : 一 种 为 实数 空间 ,有 逆 变 张 量 
与 协 变 张 量 之 分 , 较 广泛 地 应 用 于 Riemann 空间 讨论 广义 相对 论 问题 ; 另 一 种 为 
复数 空间 ,有 复 矢量 和 共 轿 矢量 之 分 , 较 多 地 应 用 于 平 直 的 Minkowski 空间 或 Eu- 
clidean 空间 论述 狭义 相对 论 和 量子 理论 的 内 容 。 在 传统 理论 中 虽然 两 种 时 空间 
矢量 ( 张 量 ?都 可 以 通过 对 偶 空 间 引 入 ,但 实数 空间 的 逆 变 矢量 , 协 变 矢 量 和 复数 空 
间 的 复 矢 量 共 罗 矢 量 之 间 并 没有 对 等 的 内 在 关联 。 值 得 注意 的 是 ,在 双 曲 复 空间 
或 Minkowski 复 空间 命名 的 各 种 张 量具 有 一 种 特殊 的 内 在 关联 。 由 于 两 坐标 系 
X*,X* 和 XX,X, 分 别处 于 相互 对 偶 的 时 空中 , 它们 的 变换 关系 式 (24.1.7) 和 
(24. 1. 12) 相 互 厄 米 共 罗 , 时 空 变换 不 变量 对 应 矢量 内 积 关系 式 (24. 1. 14) 。 

在 Minkowski 空间 中 Xe 和 XX, 的 分 量 形式 分 别 可 写成 
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X'=r, X=y, X=z, X=a (24. 3. 1) 
Xi x, X=—y, Xs=—z, X4 一 过 (24. 3. 2) 
式 (24. 3. 1) 和 (24. 3. 2) 相互 厄 米 苍 ,内 积 为 
XiXi+XXs KK 十 X4X4 = rye (24.3.3) 
式 (24. 3. 3) 为 时 空 变换 不 变量 。 式 (24. 2. 11) 中 度 规 张 量 可 写作 


Bg = (24. 3. 4) 


一 1 
可 将 各 类 张 量 以 及 张 量 的 运算 与 狭义 相对 论 的 复 空间 联系 起 来 。 在 
Minkowski 空间 ,如 图 20. 1 类 时 区 C, 中 双 曲 复 向 量 ( 复 张 量 ) 命 名 为 道 变 矢 ( 逆 变 
张 量 ), Cs 中 的 复 向 量 ( 复 张 量 ) 可 命名 为 协 变 矢 ( 协 变 张 量 ), 它 们 互 为 厄 米 共 思 。 
混合 张 量 可 看 做 这 两 个 区 域 矢 量 ( 张 量 ) 的 混合 积 ,这 样 就 可 把 张 量 以 及 张 量 的 运 
算 与 狭义 相对 论 的 对 应 的 复 空间 联系 起 来 。 在 本 书 中 , 按 习惯 将 双 曲 复 向 量 或 逆 
变 矢 写作 A,，, 厄 米 共 因 向 量 或 协 变 矢 写作 4z 。 

实 空间 中 逆 变 张 量 和 协 变 张 量 的 厄 米 共 过 关 系 体现 了 复 空 间 中 复数 和 其 共 配 
复数 的 变换 性 质 , 使 狭义 相对 论 所 对 应 的 平 直 空间 和 广义 相对 论 的 弯曲 空间 和 谐 
地 联系 起 来 。 很 可 能 Riemann 空间 形式 上 虽然 为 实数 空间 ,实际 上 由 于 逆 变 张 
量 , 协 变 张 量 及 混合 张 量 包含 了 双 曲 复数 的 全 部 性 质 , 这 种 实 坐标 应 是 一 种 抽 掉 了 
虚 单 位 所 对 应 的 弯曲 复 空间 。 双 曲 复数 之 所 以 能 把 Minkowski 空间 和 Riemann 
空间 和 谐 地 吻合 起 来 ,我 们 认为 这 反映 了 这 种 数学 理论 和 自然 规律 的 协调 关系 及 
该 理论 本 身 的 自治 性 。 因 双 曲 复数 的 定义 区 域 就 是 Minkowski 空间 , 既 满足 相对 
论 中 两 个 基本 原理 ,又 能 解释 相对 论 中 的 物理 问题 。 双 曲 虚 单 位 的 对 称 性 满足 
六 二 1, 在 把 虚 单位 j 抽 掉 后 , 双 曲 复数 和 其 共 斩 复数 用 逆 变 矢 和 协 变 矢 来 取代 ， 
各 类 矢量 的 并 矢 运算 并 不 能 引起 符号 的 混乱 。 而 椭圆 复数 却 做 不 到 这 一 点 ,由 于 
二 一 1, 在 进行 各 类 复 矢量 并 矢 运算 时 挫 杂 了 一 些 符号 的 变异 ,这 样 就 不 可 能 简 
单 地 把 逆 变 矢 , 协 变 矢 与 复数 对 应 起 来 。 在 这 种 意义 下 狭义 相对 论 与 广义 相对 论 
并 没有 协调 一 致 ,他 们 各 自 的 矢量 表示 方法 是 不 相 容 的 ,其 根本 原因 是 椭圆 复数 的 
性 质 与 Minkowski 空间 性 质 不 符 造 成 的 。 

在 许多 文献 中 ,一 般 认 为 逆 变 矢 和 协 变 矢 仅 是 同一 物理 量 的 不 同 表 式 法 ,对 此 
我 们 也 有 异议 。 在 双 曲 时 空中 ,数学 上 逆 变 矢 ( 张 量 ) 和 协 变 矢 ( 张 量 ) 相 互 厄 米 共 
罗 , 分 别 位 于 两 个 不 同 的 连通 区 域 ;物理 上 物质 有 正 、 反 粒子 之 分 ,而 反 粒子 的 时 
间 、 空 间 及 电荷 的 联合 反 演 对 应 着 正 粒子 ,反之 亦 然 。 反 粒子 的 时 空 区 与 正 粒 子 的 
厄 米 共 瑟 空间 有 关 , 分 别 对 应 的 逆 变 矢 ( 张 量 ) 和 协 变 矢 ( 张 量 ) 不 仅 表示 不 同 的 物 
理 量 ,也 可 能 描述 两 种 不 同性 质 的 微观 粒子 。 由 此 可 见 双 曲 复 时 空间 的 建立 不 仅 
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把 狭义 相对 论 和 广义 相对 论 的 时 空 性 质 结合 起 来 ,更 重要 的 是 ,可 以 将 物质 世界 的 
半边 天 一 一 反 粒 子 引进 广义 相对 论 ,并 且 认 为 引力 场 与 电磁 场 一 样 参 与 正 、 反 粒子 
的 产生 和 淹 灭 ,并 由 粒子 和 反 粒 子 共同 决定 的 。 事 实 上 ,在 传统 的 广义 相对 论 中 我 
们 完全 抛 开 了 反 粒 子 , 并 且 也 无 法 对 反 粒 子 进 行 讨论 。 我 们 相信 , 双 曲 复数 与 Ri- 
emann 空间 的 吻合 一 定 会 给 广义 相对 论 和 字 宙 论 带 来 一 场 变革 , 揭 开 自 然 的 本 来 
面目 。 


24.4 双 曲 函数 的 算 符 表示 
力学 量 所 对 应 的 四 维 算 符 可 以 通过 力学 量 的 平均 值 的 求解 而 得 到 。 在 广 域 
Hilbert 空间 ,力学 量 的 平均 值 或 量子 力学 中 的 期 望 值 为 
A= [Apdwz (24.4.1) 
(0 
其 中 , y = 2 Ch 为 全 集 ,d%z 为 六 维 体积 元 ,积分 区 域 为 维 全 空间 积分 。 在 
四 维 Minkowski 动量 空间 取 平均 动量 为 
+e 
= | 9° (PP,p(P Yd®p (24.4.2) 
ey 
由 式 (23. 5. 12) , 取 
+ 
pgP) = | yX et dz (24. 4. 3) 


Ce 人 


代 人 式 (24.4. 2), 则 


B= Tapiay (X's tsp yp Xe dwrz (24.4.4) 


(ew) 
因 P;X, == PX; ,所 以 


te | + 
B= [dopdozy (X's et | dwn XK) Ga; Ye (24..4.5) 


2) ww 
其 中 , 口 ; 为 四 维 梯度 算 符 。 在 四 维 广 域 五 (C,E), 由 式 (24. 2.1) 和 (24. 2. 2), 引 
人 四 维 Hamilton 算 符 


口 ,= 总 +i( 二 总 二 部 记 + 训 训 )= 各 +iy= 纺 2446 
式 (24. 4. 6) 的 复 共 罗 为 
. 口 = 孔 一 ij 仅 二 + 亦 世 + 训 六 )- 放 -iv= 谤 (24.4.7) 
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在 Minkowski 复 空间 ,如 取 粒 子 波 函 数 为 %X)， 要 求 单 值 、 连 续 ,在 边界 
( 士 wm) 为 零 。 对 式 (24. 4. 5) 后 一 部 分 进行 分 部 积分 ， 


互 = Jarra CX )e es fase C—O YX,) (24.4.8) 


op 加 
利用 
下 WW 
f° X25) = | do pdo zf X's et (24.4.9) 
(ps) 
将 式 (24. 4. 9) 代 人 式 (24. 4. 8) ,得 
+ 
B= [dom CX JBCX,) (24. 4. 10) 
三 


其 中 


忆 一 呈 + 访 一 jiD; 一 半 红 ;一 站 (车 -ij7) (244i 
式 (24. 4. 11) 的 复 共 配 


OD dc 
六 = jtDe = i 3X = 壕 (总 二 jv) (24. 4. 12) 
式 (24. 4, 11) 为 四 维 双 曲 动量 算 符 ,可 分 写作 
方 于 Y， 计 = 一半 总 (24.4. 13) 


式 (24. 4. 13) 为 一 维 能 量 和 三 维 动量 算 符 。 对 式 (24. 4. 11) 和 (24. 4. 12) 取 内 积 ,有 
关系 式 


DiD, = 仁 吕 一 (是 ) 一介 ) -B41 
由 对 称 性 , 取 坐 标 函 数 的 平均 值 


Pe 
= | y° XXX dz (24.4.15) 
Ge 
经 运算 可 以 得 到 式 (24. 4. 10) 类 同 的 形式 
本 
X= > (Pi ?入 PCP.)dw 放 (24.4.16) 
ey 


其 中 


X, G+ 地 = 一 志 口 ? = 一 站 十: 一 一 法 (< < 总-iv,) (24.4.17) 
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庆 二 沪 口 , 二 和 法 -多 二 法 (c 坊 十 jv (24.4. 18) 
» 二 寺 口 入 5P- j (GE J ;) 
式 (24.4.17) 和 (24. 4. 18) 为 四 维 双 曲 坐 标 算 符 ; 可 分 写作 


A 
1 一 太 钨 (或 二 4 一 一 寺 户 ) LE (24. 4. 19) 


闻 二 法 V= 读 这 (24. 4. 20) 
38 


式 (24.4.19) 和 (24.4. 20) 分 别 为 一 维 时 间 和 三 维 坐 标 算 符 。 

将 式 (24. 4. 11) 和 (24. 4. 17) 看 做 是 逆 变 矢量 ,它们 与 式 (24. 1.4) 和 (24. 2. 2) 
相 吻合 ; 式 (24. 4. 12) 和 (24. 4. 18) 为 协 变 矢量 ,它们 与 式 (24. 1. 9) 和 (24. 2. 1) 相 吻 
合 。 对 式 (24. 4. 17) 和 (24. 4. 18) 取 内 积 ,有 关系 式 


2 
DO:O,=( 铭 ) -( 坊 ) - (起 ) -( 起 ) (24.4.21) 


24.5 椭圆 函数 的 算 符 表示 


在 Euclidean 复 空间 ,力学 量 的 平均 值 也 可 写 为 
A= [Apawz (24.5.1) 
(0 
其 中 , y = 2)C,y 为 全 集 , dw 工 为 维 体积 元 ,积分 区 域 为 维 全 空间 积分 。 在 
四 维 Euclidean 动量 空间 , 取 平 均 动 量 为 


+ 
BE= | vp (PP,p(P dep (24. 5.2) 
Ge 
由 式 (24. 5. 9), 取 
了 Ee 
PP) = | yeX et dmz (24. 5. 3) 


代入 式 (24. 5.2), 则 
久 ip* i . 
B= | dopdozy" X's et spy Xe dvr (24.5.4) 
ew 
因 PiX, = PX ,所 以 


好 人 和 
FE= | topapzg X's ets [amy Xn et 24.5.5) 


0 四 
其 中 , 口 ; 为 四 维 梯度 算 符 。 在 四 维 椭 贺 复 空间 ,由 位 矢 X = a 十 记 , 引 和 人 四 维 
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Hamilton 算 符 

口 ,= 车 +i( 志 起 二 六 翅 + 训 寻 )= 这 +iY -9 (24.5.6) 
式 (24. 5. 6) 的 复 共 罗 为 

aa -aa -aa -ai_a_ ,va 

口 ; = 多 i( 吉 让 十 丈 志 二 元 坊 ) 王 -iy= 引 2457 
对 式 (24. 5. 5) 后 一 部 分 进行 分 部 积分 ， 


+ + C 
已 = | dw pd zy° X's Yeir | doze ts CO; YCX,) (24.5.8) 


(2 《0 
利用 
人 1 se_xe 
f° X27) = | dw pao f" X's eto 全 ， (24.5.9) 
的 
将 式 (24. 5.9) 代 人 式 (24. 5. 8) ,得 
+e 
B= | daray° XJ PyCX,) (24. 5. 10) 
本 
其 中 
忆 = 三 十 谤 一 访 D8 一 法 Es 讨 ( 怨 一 iv) (24.5.1D 
式 (24. 5. 11) 的 复 共 配 
疡 = 一 HiDe 一 一 读 3 一 法 ( 沁 +iy) (24.5.12) 
式 (24. 5. 11) 为 四 维 椭圆 动量 算 符 ,可 分 写作 
方 一 一 这 V， 计 一 过 也 (24. 5. 13) 


a 
式 (24. 5. 13) 为 一 维 能 量 和 三 维 动量 算 符 。 对 式 (24. 5. 11) 和 (24. 5. 12) 取 内 积 , 有 
关系 式 


品 口 ,== (二 念 ) +( 忆 ) 十 ( 己 ) +( 仿 245.190 
由 对 称 性 , 取 坐 标 函 数 的 平均 值 
+ 
= [yAOXGK dz (24. 5. 15) 


mm 


(p=4) 
经 运算 可 以 得 到 式 (24. 5. 10) 类 同 的 形式 : 


+ 
= | Pi Kp Pd C24. 5. 16) 
B 


。332 。 狭义 相对 论 和 量子 理论 一 元 化 表述 


其 中 
文 = 了 十 访 = 二 D。 = 六 证 二 法 (c EE iV,) (24.5.17) 
式 (24. 5. 17) 为 四 维 双 曲 坐标 算 符 ,可 分 写作 
3 


?= 太 营 ， 闻 一 一 丢 V, 一 一 丢 


式 (24. 5. 18) 为 一 维 时 间 和 三 维 坐标 算 符 ,对 式 (24. 5. 17) 取 内 积 ,有 关系 式 


口 : 口 .= (< 章 ) + (起 ) 革 Ea + ( 蕊 ) (24. 5. 19) 


(24. 5. 18) 


第 二 十 五 章 ”四 维 数学 物理 方程 


Minkowski 空间 具有 方向 异性 的 特点 ,本 章 尝试 在 四 维 时 空中 建立 球 谐 坐标 
和 相应 的 数学 物理 方程 ,但 没有 对 四 维特 殊 函 数 进行 求解 。 四 维 Laplace 方程 在 
四 维 坐标 中 可 看 做 由 三 维 球 谐 坐 标 和 一 维 时 间 坐标 所 构成 ,也 可 以 将 四 维 时 空 抽 
象 为 一 个 四 维 球 谐 空间 。 在 分 离 变 量 时 ,求解 三 维 球 谐 函 数 和 四 维 球 谐 函数 的 分 
立 解 ,应 该 与 Minkowski 空间 或 广 域 Hilbert 相 空间 的 分 立 结构 相对 应 ,与 粒子 四 
维 本 征 方程 的 分 立 解 有 关 。 将 四 维 双 曲 型 复 时 空 与 四 维 椭圆 型 复 空间 进行 对 比 ， 
可 以 分 析 两 类 复 空间 的 共性 和 个 性 的 差异 。 


25.1 Minkowski 空间 的 Laplace 方程 


由 双 曲 广 域 Cauchy-Riemann 方程 写成 式 (23. 3. 13) 四 维 Laplace 方程 形式 
Bu -( 吕 + 羡 + 癌 )=0o 


co \ar oy az 
令 uzryszt) 三 T(z)v(z,y,z), 代 人 式 (23. 3. 13) 并 分 离 变量 , 取 
T sz Fv ov 
寺 = 二 (+8+83)= 好 (25.1.1) 
其 中 , 忆 为 待定 系数 。 式 (25. 1. 1) 可 分 写成 
他 ;名 =0 
pu Hv, Fv (25. 1.2) 
二 十 + 一 0 
式 (25. 1. 2) 第 一 式 有 解 
TCD) = acoskct 十 azsinkct (25.1.3) 
式 (25. 1. ee 《r,0,$) 中 可 写成 
dv ao\，_ 1 ov 
声名 (7 时)+5 久 (sO 疡 + +0 (25.1.4) 
令 v《r,0,$) = RO)Y(C0,#), 代 人 人 式 (25.1.4) ,进行 分 离 变 量 
1 df> dR -1 9/sw) _1l BY 
真名 (er (0) yi 一 人 十 1) 


(25. 1. 5) 
式 (25. 1. 5) 可 分 写成 两 个 关系 式 
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dR,, dR_, r,s = 
寻 9 十 zr 末 十 [局 一 MK 二 D]R 一 0 (25.1.6) 
1 Ba/ oY 1 sy 到 
四 动 (sng 8 )+ p++DY=0 (25.1.7) 


式 (25. 1.6) 为 1 阶 Bessel 方程 ,而 式 (25. 1. 7) 为 ! 阶 球 函数 方程 。 
令 z 一 如 ,Rn) = /到 y(z)， 则 式 (25.1.6) 化 为 ! 十 去 阶 Bessel 方 各 
了 工科 +z 开 +[ 盖 一 (+ 却 )]j=。 (25. 1. 8) 
对 式 (25. 1.7) 进一步 分 离 变 量 , 取 Y(0,gp) = BC0)@(#), 代入 式 (25.1.7) 乘 以 
sin20 
,65 ， 并 移 项 分 离 变 量 , 有 
dB, 


(sing)+ii+ 1) sin:0 = 一 二 (25. 1.9) 
式 (25. 1.9) 可 写成 两 个 方程 
d,s 
笋 + 各 =0 (25. 1. 10) 
.pod/...0d8 2 ji 
sing 号 (sing + Lt Dsinrg—4]e =0 (25. 1.11) 
对 式 (25.1.10) 取 4 二 m?,《m 二 0,1,2,…)，, 为 本 征 值 ,对 应 本 征 函 数 为 
$$) S bicosmsp + bosinmp (25. 1. 12) 
式 (25. 1. 12) 与 (25. 1. 3) 具 有 相同 的 形式 。 式 (25. 1. 11) 中 , 令 6(b) = ycosg 一 工 , 则 


i 
而 = sing dr， 代 人 式 (25. 1.11) 有 


df Eh 
志 [Qa z+tD ez]=° (25.1.13) 
式 (25. 1.13) 为 1 阶 连带 Legendre 方程 。 


25.2 四维 Laplace 方程 的 解 


广 域 Cauchy-Riemann 方程 对 应 的 四 维 Laplace 方程 通过 分 离 变 量 可 分 写 为 
式 (25. 1. 2) 。 而 式 (25. 1. 2) 第 二 式 通 过 变量 变换 可 分 解 为 式 (25. 1. 8)、(25. 1. 10) 
以 及 式 (25. 1. 11) ,求解 这 四 个 方程 的 解 ,综合 起 来 就 是 求 四 维 Laplace 方程 的 解 。 
对 式 (25. 1. 13) 的 Legendre 方 程 ,一 般 数理 方法 书 中 都 有 求解 。 为 了 与 四 维 方程 
有 个 对 比 , 在 此 简单 列 出 方程 的 解 。 当 m = 0 时 , 式 (25. 1. 13) 化 为 Legendre 方 程 


dro dy 2 
£[a 2) P|ti+Dy=0 (25.2.1) 
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在 z = 0 邻 域 ,把 式 (25. 2. 1) 的 解 表 成 Taylor 级 数 


y= DC (25. 2. 2) 
k 
比较 同等 次 项 系数 ,有 C; 的 递 推 关系 
一 人 十 一 KL 十 1 
Ce 一 CE 二 DRE+27 4 (25. 2.3) 


这 样 Cilk 二 2,4,…) 可 用 Co 表示, Ci《% 二 1,3,…) 可 用 Ci 表示。 方程 (25. 2. 1) 
的 通 解 为 
yz) = yx) yz) (25. 2. 4) 


其 中 , y1Cz) = 了 Caz* ,ysbz) = 六 Cazah ,方程 (25.2. 了 ) 在 一 1<x<<1 中 
k=0 k=0 


有 本 征 解 ,并 对 应 于 一 个 有 唯一 的 一 个 多 项 式 。 取 Legendre 多 项 式 


_ (2D 
G2 (25. 2. 5) 


在 式 (25. 2. 3) 中 令 & 一 /一 2,l 一 4,…。 用 归纳 法 ,得 


(227)1 3 
C= CD ra =, ,[ 亏 ] (25.2.6) 


有 多 项 式 (25. 2. 4) 的 解 为 


二 
PD= DO rm TO (25.2.7) 
式 (25. 2.7) 满 足 关系 式 
Pi(—z) = (—D'Pi(z) (25. 2.8) 
对 式 (25. 1. 13) 连 带 Legendre 方程, x 二 土 1,o% 为 正则 奇 点 , 当 工 == 土 1, 其 指 


标 解 为 土 亚 ， 作 变换 


yz) 一 (1 一 z2)p(Cz) (25. 2. 9) 
代入 式 (25. 1. 13) ,有 关系 
(1—z)v —2m+ Dav tty—mlm+1)Jv=0 (25.2.10) 
对 方程 (25. 2. 10) 求 导 , 只 是 m 变 为 m = 1, v 变 为 v, 所 以 式 (25. 2. 10) 的 解 可 由 
Legendre 方程 求 导 m 次 而 得 到 


wD =—EPz) (0<m<D (25.2.11) 
注意 到 式 (25. 2. 9), 则 式 (25. 1. 13) 的 一 个 解 为 
PCD = 一 z52 站 Pa <m<D (25. 2. 12) 


式 (25. 2.12) 称 为 m 阶 /1 次 连带 Legendre 函数 ,在 一 1 过 zx 过 1 中 是 有 界 的 。 
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将 式 (25. 1.12) 和 (25. 2. 12) 代 入 Y(b,9) = 8B(0)@($), 有 球 谐 函 数 的 解 
Yr (0,9) = (0) EB($) = Pr (cosg) (bcosm + bzsinmg) 


m=0,1,°,1;l = 0,1,2,3,° (25. 2. 13) 
或 复数 形式 
Yr(0,9) = @(WE#) = Pr(cosDer m=0,1,°,l3l = 0,1,2,3,." 
(25. 2. 14) 
对 于 Bessel 方程 (25. 1. 8) 在 此 给 出 结论 性 的 解 , 令 > 一 a 则 式 (25. 1.8) 可 
T 
改写 成 
dw, 1dw [AW 
刍 + 圭 时 +[1-( 和 人) w= (25. 2. 15) 
式 (25. 2. 15) 为 二 去 阶 Bessel 方程 。 式 (25. 2. 15) 的 解 可 表示 成 
(Zz) 一 pa Hy2 (7) (25. 2. 16) 
取 ? 一 十 十， 有 
(—1) ) 2kHm 
J(z) = Eimers ) rk TD ( 持 ) (25. 2. 17) 
式 (25. 2.17) 有 性 质 
J-(z) = (—D)"],(z) (25. 2. 18) 
当 n 二 0,1,2,3,…，, 为 整数 时 ,有 
(一 1 二 
Ju(z) = i ( 持 ) (25. 2. 19) 


综合 式 (25. 1. 3)、(25. 1. 12) (25. 2. 12) 以 及 式 (25. 2. 16) ,四 维 Laplace 方 程 
(23. 3. 13) 变 换 成 球 谐 函 数 后 的 解 可 写成 
ulr,0,$,t) =T() vr,0,P) = TR(OO PS) 
=(aicoskct + az sinkct ) (bi cosmsg + bo sinmg ) Pr (cosO)ii (7) 
(25. 2. 20) 
式 (25. 2. 20) 也 可 写成 复数 形式 
ulr,0,$,t) = Pr (cosODir(r)et™) (25. 2. 21) 
式 (25. 2. 20) 或 (25. 2. 21) 为 Minkowski 空间 中 由 广 域 Cauchy-Riemann 方程 对 应 
的 四 维 Laplace 方程 的 解 。 
式 (25. 2. 20) 或 (25. 2. 21) 满 足 正 交 的 归 一 化 完备 函数 


fe G0) arelgDdy = ddsdndnin (25.2.22) 
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或 

ulr Ot ur,0,$,t) > dV, = rdwndndnm (25.2.23) 
式 (25. 2. 22) 或 (25. 2. 23) 既 可 讨论 具有 相对 论 效应 的 高 速 运动 粒子 ,也 可 应 用 于 
低速 运动 的 微观 粒子 。 


25. 3 四维 双 曲 型 Legendre 方程 和 Bessel 方程 


利用 四 维 双 曲 复 空间 的 直角 坐标 系 X(a ,jz,jy,jz) 讨论 四 维 算 符 的 运算 ,可 
以 将 双 曲 复 空间 的 直角 坐标 变换 到 四 维 球 谐 坐 标 X(R,0,$,y), 令 
工 一 Rsingsingshy 
y = Rsingcosgshy 
z = Reosbshy (25. 3. 1) 
d= Rehy 


在 式 (25.3. 1) 中 , R = (ce 一 Zz 一 一 必 )+ 为 四 维 时 空间 隔 , % 一 arcth 过， 对 


应 类 时 区 中 相对 应 a 轴 的 辐 角 。 式 (25. 3.1) 分 别 满足 三 角 函 数 和 双 曲 函数 关 
系 式 


sin2zp 十 cos2p 一 ] (25. 3. 2) 
chiy— shiy= 1 
从 式 (25. 3. 1) 和 (25. 3. 2) 看 出 ,四 维 球 谐 坐标 X(R,0,p,y) 中 的 三 维 坐标 分 量 类 
同 于 三 维 球 坐标 ,而 时 间 分 量 与 空间 分 量 构成 双 曲 旋 转 体 , X(R,0,p,y) 命名 为 四 
维 球 谐 坐 标 。 式 (25. 3. 1) 的 逆 变 换 可 写作 
R= (cfF—z—y—2) 


$= th [Ce +y +e)] 


fn cos:0=1 


| (25. 3. 3) 
0 = tan ![ 主 (+t] 
人 
在 四 维 双 曲 复 域 H(C,E) ,对 位 矢 X 二 a4 十 二 取 微分 ,得 
dX = cdt+jd7 (25. 3.4) 


对 式 (25. 3. 4) 取 内 积 
ds 一 dX"dX 一 cd 一 dz 一 由 y 一 dz 
或 
ds= (Cdt— dr— dy— dz)t (25. 3. 5) 
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在 直角 坐标 系 XCd ,jz,jy,jz) 中 , 取 四 维 体积 元 


dV = cdtdzdydz = Ifas (25. 3. 6) 
i=l 
令 
ds = Hidg: (i= 1,.…,4) (25. 3.7) 
其 中 
_f/aayY /acy _ /yy _ /9z\1 
了 = [( 闫 ) ( 识 ) 一 ( 癌 } 一 ( 关 ) ] (25.3.8) 
同 理 ,在 四 维 球 谐 坐 标 X(R,0,p,y) 中 , 取 四 维 体积 元 
dV = dsrdsedsods, (25. 3. 9) 
注意 到 式 (19. 6. 10) ,将 式 (25. 3. 1) 代 入 式 (25. 3. 8), 有 
He 一 1 
Hs Soby (25. 3. 10) 
H, = Rsinbgshy 
H,=R 
把 式 (25. 3. 10) 代 入 式 (25. 3.7) 和 (25. 3. 9), 可 得 到 XCR,b,p, 力 中 的 四 维 体积 元 
dV = Rssing shzydRdgdpdy (25. 3. 11) 
在 四 维 双 曲 球 谐 坐标 中 取 变量 x = u(R,0,$,y), 有 微分 方程 
口 ?十 ix = 一 0 (25. 3. 12) 


由 式 (25. 3. 8) 和 (25. 3. 12) ,可 得 到 


1 < HeH Ou 
Du FA HR) 25.3.13) 


将 式 (25. 3. 10) 代 人 式 (25. 3. 13) ,得 


1T 3 /ps ou 1 9 /ou 
Du= 本 J+ Ream shiy 动 (sng 训 ) 
十 RS oe 0 六 + eds (sy 器 ) (25. 3. 14) 
利用 分 离 变 量 关系 ,有 
u(R,0,9,) = OCR)B(O)G(P) 更 (人 (25. 3. 15) 
将 式 (25. 3. 14) 和 (25. 3. 15) 代 和 人 式 (25. 3. 12) ,得 到 
sin20 sh2% d dn\, sing d dB\, 1 ds 
tk 扔 ) 睹 渤 芒 (sg 攻 ) 计 证 3 
sin20 d dw ， 二 
+ 二 (sh Gy) + aR?sint shy =0 (25. 3. 16) 


在 式 (25. 3. 16) 中 , 取 


I~ 


择 =——m (25. 3.17) 
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将 式 (25. 3.17) 代 入 式 (25. 3. 16) 中 ,有 


shy d /pda),_1 dg 归 、 me 
(FR 和 (0) 让 
十 查 晶 (sy 从 )+MRshy 一 0 (25.3. 18) 
在 式 (25. 3. 18) 中 取 
、 dB、 __ 
5 昌 (sno 畦 )- Rg = (25. 3. 19) 
式 (25. 3.19) 代 入 式 (25. 3. 18) ,得 
dn 1 4d dy\_ 
启示 (R 纺 )- 二 + + )-0 (25. 3. 20) 
取 
yi (hy 运 ) 才 = h (25. 3. 21) 
式 (25. 3. 21) 代 人 式 (25. 3. 有 
过 到 时 (Re 最 )- hk 十 2R? = (25. 3. 22) 


整理 式 (25. 3. 17)、(25. 3. 19)、(25. 3. 21) 和 (25. 3. 22) ,得 到 如 下 四 个 方程 ,其 中 
mpvh 和 4 是 待定 常数 : 


品 +me- 0 (25. 3. 23) 
士 (sin @)+ (x— Bs)e =0 (25. 9. 24) 
es Er 学 + (一 i =0 (25. 3. 25) 
志 若 (* 紧 )+(Q+ 塌 )o=。 (25. 3. 26) 
由 式 (25. 3.23), 将 8 = GB(g) ee y 二 y(z), 可 写作 
9 过 十 my 一 0 (25. 3. 27) 


式 (25. 3. 27) 为 二 阶 常 微分 方程 。 
由 式 (25. 3. 24), 令 8 二 yz 一 cosg,dz 一 一 sinbdb, 式 (25. 3. 24) 可 写作 
Q-z) 3-2r 和 d+ (pI)y=0 (25. 3. 28) 
式 (25. 3. 28) 为 连带 Legendre 方程。 


在 式 (25. 3.25) 中 , 令 工 = chy,dzr = shydy, 和 更 一 》， 注意 到 式 (25. 3.2), 有 
关系 shiy = 二 一 1, 代入 式 (25. 3. 25) ,得 
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(DD 入 +3z 碧 (n+ 和 1)y=0 (25. 3. 29) 


在 式 (25. 3. 26) 中 , 取 ) 一 已, 如 二 zx,0 = 尝 ， 得 


dy，1d _ 
十 一 鱼 +(1 于 )y=0 (25. 3. 30) 
其 中 , mw? 一 大 十 1, 式 (25. 3. 30) 为 Bessel 方程 。 


25.4 四 维 双 曲 Legendre 方程 的 解 


参照 三 维 空间 的 Legendre 方程 的 求解 ,在 四 维 双 曲 复 空间 , 式 (25. 3. 28) 与 三 
维 连带 Legendre 方程 具有 相同 的 形式 。 对 式 (25. 3. 29) 的 求解 ,在 工 二 0 邻 域 ,把 
式 (25. 3. 29) 的 解 表 成 Taylor 级 数 形 式 y 一 Cw’, 当 jy = 二 0 时 ,有 方程 
(2 一 D+3z 开 +by=0 (25.4.1) 
将 式 (25. 2. 3) 代 入 式 (25.4.1) 中 ,有 
PDI ChE— De +3zT Ch HhT Cz m0 (25.4.2) 
t=0 t=0 t=0 
并 项 之 后 ,有 
六 一 2 二 DCus 十 [ET2) 十 站 Cjz=0 (25.4.3) 
一 0 


导出 递 推 关系 


Ch 十 2) 十 有 
Cn = th tC C54 


由 式 (25. 4.4) ,同样 Ci(k = 二 2,4,…) 可 用 Co 表示 , Ci《k 二 1,3,…) 可 用 Ci 表示 ， 
则 式 (25. 4. 1) 的 解 可 写作 
y(z) = 六 Caza 十 六 Capzan (25.4.5) 
k=O k=0 


取 h 二 (1 十 9)(1 一 5), 式 (25.4.4) 可 写作 
kk+2)+ (+s)(1—s) 
Ch C 


RID ETD 人 
当 & 一 5 一 1 时 ,有 
Cn= kk 十 2 十 十 DG 一 2C ， (25. 4.7) 


(十 2)(R 十 1) 
并 有 Cn = 0,Cr+s = 0,…。 方 程 在 一 1 委 z 和 用 1 中 有 本 征 解 ,并 对 应 一 个 * 有 唯一 


的 一 个 多 项 式 。 在 h > 0 范围 内 ,可 取 * = 士 寺 , 有 一 立 。 
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25.5 椭圆 型 Legendre 方程 和 Bessel 方程 


在 四 维 椭 圆 复 空间 对 四 元 数 取 微分 ,得 
dy = cd 十 idF (25. 5.1) 
式 (25. 5.1) 取 内 积 ,四 维 距离 
ds=dL=dY"dY= (edit+dzrt+dy+dz)t (25. 5. 2) 
四 维 椭圆 复 空间 的 体积 元 分 别 对 应 式 (19. 6. 8) 和 (19. 6. 11) ,在 四 维 球 谐 坐 标 “一 
u(L,0,9, 四 中 取 微分 方程 ~ 


_1Ta Es ax 
es 志 [ 亲 ( 这) 上 + Re sin’y EG ing 3 ) 
1 ou 1 ou 
+t Ssin?0 sin? yap t 2 sin?y 蕊 (sy 全) 人 
式 (25.5.3) 中 ， 
9 2 
= +v (25. 5. 4) 
同样 取 式 (25. 3. 15) 分 离 变 量 的 形式 u(L,0,9,y) = O(L)B(D)G(p) 惠 ( 力 ， 代 人 式 
(25. 5.3), 有 
sinzbsing d (Ts d2\ sing d dB\, 1 d45 
(++ 市 
时 SY ) tL sin sin y=0 (25. 5. 5) 
取 待定 常数 mvh， h， 由 式 (25. 5. 5) ,可 分 离 出 椭圆 型 微分 方程 
tm =0 (25. 5. 6) 
1 d 48 __m 
jo (0)+ (sg)e =0 (25. 5.7) 
1 d/..:,dw 
a 总 (smy + (r—3y)r =0 (25. 5. 8) 
ld dn Po 
去 起 ( 玉 虱 + -站 )na=0 (25. 5. 9) 


式 (25. 5. 6) 和 (25. 5. 7) 经 变量 替换 ,有 与 式 (25. 3. 23) 和 (25. 3. 24) 相 同 的 关系 式 。 
对 式 (25. 5. 8) 令 工 二 cosy,dz 一 sinydy, 和 更 一 y, 有 关系 sin?y 二 1 一 zx, 代 人 
式 (25. 5. 8) ,得 


(z+3z+ (Tz)y=0 (C25. 5. 10) 
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在 式 (25.5.9) 中 , 取 X = 有 ,KR = z,Q = 之 ， 得 


dy+ldy 王 )y 一 
图 + 三 里 + (1 一 本 )y=0 (25.5.11) 


其 中 , 到 二 hh 十 1, 式 (25. 5. 11) 为 椭圆 型 Bessel 方程 。 
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